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pour  satisfaire  à l'exigé;  gelui  qui  veut  revenir  sur  une  théorie 
la  retrouve  toute  en^re  sous  son  titre , isolée  et  déaaeée  d( 


L A division  en  chapitres  , en  livres  ou  en  leçons  , adoptée 
par  des  Géomètres  du  premier  ordre , est  un  modèle  à suivre 
dans  la  facture  des  traités  élémentaires  Ces  sous-divisions  d’un 
ouvrage  sont  comme  autant  de  cases  dans  lesquellesl’auteur  dé- 
pose tout  ce  qui  peut  se  ranger  sous  un  même  titre  ; par  elles 
l’élève  se  reporte  sur-le-champ  au  point  où  il  est  resté , il  somme 
plus  aisément  ce  qu’il  a déjà  vu  et  ce  qui  lui  reste  à voir 


ce  qui  lui  est  étranger.  En  Algèbre  surtout , cette  distribu- 
tion des  matières  donne  à chaque  proposition  , une  consis- 
tance , une  sorte  de  relief  qu’elle  n’aurait  pas  dans  toute  antre 
ordonnance  , parce  qu’alors  elle  devient  élément  de  la  démons- 
tration d’un  grand  théorème  dont  l'énoncé  est  le  titre  même 
du  chapitre;  elle  réveille  jusqu’au  souvenir  des  moindres  dé- 
tails qu’on  oublie  si  facilement , et  rapproihe  deux  candidats 
d'une  intelligence  égale,  dont  l'un  ne  doit  qu’à  plus  de  mé- 
moire la  supériorité  qu’il  prend  ‘sur  l’autre  dans  un  concours 
verbal.  Aux  approches  d’un  examep , l’ élève  n'a  plus  à faire 
que  des  récapitulations;  c’est  alors  qu’il  sent  to.it  le  prix 
d’un  livre  bien  ordonné,  et  qu’il  le  met  au-dessus  de  celui 
qui , ayant  plus  de  mérite  à d’autres  égards,  n’aurait  pas  une 
forme  aussi  commode  : c’est  pour  l’aider  dans  cette  revue 
de  son  instruction , que  j’offre  ici  une  analyse  détaillée  des 
doctrines  contenues  dans  ce  volume  , analvse  plug  que  guff}_ 
santé  pour  qui  possédera  bien  ses  matières.  Il  se  passe  alors 
un  phénomène  assez  singulier , quoique  facile  à expliquer , 
«t  que  je  vois  se  renouveler  tous  les  ans  à la^pêma  époque; 
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je  ne  parle  ici  que  de  l’élève  qui  a bien  fourni  sa  carrière  : 
il  croit  avoir  tout  oublié;  c’est  que  tout  ce  qu’il  a appris, 
est  réduit  à un  petit  nombre  de  faits  principaux  ; ces  faits 
sont  dans  sa  tête  comme  autant  de  points  proéminens  près  des- 
quels les  détails  disparaissent  ; il  ne  lui  reste  plus  que  le 
souvenir  des  généralités  ; mais  aussi  il  est  en  état  d'impro- 
viser et  de  rétablir  à l’instant  les  idées  intermédiaires , et  il 
le  fera  avec  d’autant  plus  de  facilité , que  la  forme  de  l’ou- 
vrage qu’il  a étudié , sera  meilleure.  En  effet , dès  que  la 
question  est  posée,  il  se  reporte  au  titre  du  chapitre  qui  la 
renferme  ; la  place  , l’étendue  et  la  contexture  de  la  démons- 
tration se  retracent  à-la -fois  à son  esprit,  et  il  retrouve  , 
sans  les  chercher  , jusqu’aux  locutions  mêmes  de  l’auteur.  La 
rédaction  devient  donc  un  point  important  ; je  l’ai  soignée 
autant  qu’il  m’a  été  possible,  et  j’ai  cherché  à joindre  la 
précision  à la  clarté.  Des  numéros  de  renvoi , très-fréquens, 
indiquent  les  liaisons  et  les  correspondances  entre  toutes  les 
parties  de  ce  Traité. 

L’auteur  qui  professe  , ne  peut  se  faire  long-tems  illusion 
sur  son  propre  ouvrage  ; s’il  consulte  ses  élèves  , s’il  provoque 
leurs  observations , il  connaîtra  bientôt  les  imperfections  de 
son  livre.  Dans  une  position  aussi  favorable , il  ne  lui  faut 
que  cette  portion  d’amour-propre  qui  porte  vers  le  mieux, 
pour  le  rencontrer^  l’homme  de  génie  qui  crée,  n’a  pas  besoin 
de  ce  contrôle  ; ce  n’est  que  dans  la  composition  dès  livres 
élémentaires  qu’il  devient  nécessaire.  Ici , il  ne  s’agit  que 
di’arranger  des  matériaux  connus,  suivant  le  meilleur  ordre 
possible;  et  cette  distribution  est  ^an  problème  que  l’expé- 
rience de  l’enseignement  résout  bien  plus  sûrement,  et  beau- 
coup mieux  que  la  simple  spéculation. 

A cette  occasion,  j'observerai  que  dans  quelques  Traités 
d’ Algèbre  qui  ontr  paru  dans  ces  ^derniers  temps  , on  a cru 
devoir  distribuer  la  partie  exigible  de  cette  science  en  deux 
sections , dont  l’une  sert  d’introduction  à l’autre , en  ce  sens 
que  la  première  ne  renferme  que  les  élémens  ou  les  premiers 
mots  des  théories  dont  la*seconde  contient  les  complémens, 
# # ’ 
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Mai»  ce  qui  peut  être  bon  dans  un  cours  oral , ne  convient 
plus  , ce  me  semble , dans  un  cours  écrit  qui  s’adresse  plutôt 
encore  à ceux  qui  transmettent  l’instruction  qu’à  ceux  qui  la 
reçoivent  : il  arrive  alors  que  le  lecteur  , professeur  ou 
élève,  est  obligé  de  revenir  sans  cesse  sur  ses  pas,  pour  rap- 
procher ce  que  l’auteur  a séparé  , et  saisir  l’esprit  et  le  point 
essentiel  de  chaque  doctrine , ce  qui  ne  peut  se  faire  que 
lorsqu’on  en  voit  l'ensemble. 

Je  passe  au  résumé  que  j’ai  annoncé. 

A l’exemple  d 'Euler,  dans  son  Algèbre,  Traité  dont  on 
ne  peut  trop,  même  aujourd’hui,  recommander  la  lecture  (*), 
j’ai  fait  précéder  la  résolution  des  équations  de  tout  ce  qu’il 
est  nécessaire  de  savoir  pour  isoler  la  quantité  inconnue  dans 
un  membre , et  effectuer  les  opérations  prescrites  par  la  for- 
mule qui  la  représente}  cet  ordre  m’a  paru  préférable  à celui 
qu’a  suivi  Clairaut.  J’ai  pensé  que  les  règles  fondamentales  ne 
devaient  pas  être  disséminées  dans  des  exemples  particuliers, 
mais  qu’il  fallait  les  présenter  isolément , et  les  énoncer  avec 
beaucoup  de  précision  et  de  clarté,  afin  qu’elles  tiennent  peu 
de  place  dans  la  mémoire  de  l’élève  , et  qu’elles  s’y  conservent 
sans  altération. 

Les  treize  premiers  chapitres  que  je  vais  successivement 
analyser  avec  détail , forment , à proprement  parler  , l’intro- 
duction à la  résolution  des  questions  ; c’est  une  des  sous- 
divisions  de  l’ouvrage,  qu’il  est  bon  d’indiquer  aux  professeurs 
qui  voudront  bien  en  faire  le  texte  de  leurs  leçons. 

Après  avoir , dans  le  premier  chapitre , insinué  une  idée  gé- 
nérale de  l’Algèbre , et  résumé  cette  science  autant , du 
moins,  qu’on  peut  le  faire,  j’ai  présenté  dans  les  onze  cha- 


(*)  Dans  une  nouvelle  édition  de  cette  Algèbre,  on  trouvera  U la  suite 
du  premier  volume , des  notes  tria  étendues  extraites  en  partie  de  mou 
ouvrage.  * 
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pitres  suivans , les  opérations  de  l’addition,  soustraction,  mul- 
tiplication , division,  forrnatiou  de  puissances,  extraction  de 
racines,  enfin  la  théorie  des  proportions  arithmétique  et  géo- 
métrique , afin  de  faciliter  aux  commençans  des  rapproche- 
men  propres  à leur  bien  faire  appercevoir  le  caractère  distinc- 
tif entre  l’Algèbre  et  l’Arithmétique  qui  se  compose  des  mêmes 
titres  rangés  dans  le  même  ordre. 

Dans  l’addition , lorsque  la  représentation  d’un  nombre 
entre  plusieurs  fois  dans  la  somme  , il  y a lieu  à une  abrévia- 
tion ; de  là  les  coefiiciens  et  l’idée  de  réduction  qui  sera 
étendue  et  complétée  dans  les  chapitres  suivans.  Dans  la  sous- 
traction , j’ai  été  conduit  par  une  distinction  fort  naturelle , à 
la  considération  d’un  reste  négatif  que  je  considère  comme 
devant  entrer  dans  une  combinaison  nouvelle;  celui-là  n’a 
pas  l’obscurité  du  reste  négatif  isolé  auquel  on  ne  pept  être 
conduit  que  par  une  question.  Tel  est  le  sommaire  du  cha- 
pitre deuxième. 

En  établissant,  dans  le  chapitre  troisième,  les  règles  re- 
latives aux  signes  dans  la  multiplication , je  m’abstiens  de 
prendre  des  facteurs  tels  que — a,  -\-a,  — b,-\-b,  parce 
qu’ils  impliquent  contradiction , en*  ce  sens  qu’une  quantité 
isolée  ne  doit  pas  avoir  de  signe , comme  je  l’ai  observé  dans 
le  chapitre  précédent  : je  suppose  toujours,  avec  M.  Laplace , 
des  facteurs  binômes , et  alors  les  conclusions  relatives  aux 
signes  qu’on  tire  des  produits , n’offrent  rien  d’obscur.  De  cette 
manière  on  ne  se  prive  pas  de  l’avantage  de  s’expliquer  sur 
des  nombres,  ce  qu'on  doit  faire  le  plus  souvent  possible  , 
lorsqu’on  parle  à des  élèves  qui  ne  savent  encore  que  l’Arith-  t 
inétique.  Le  procédé  pour  multiplier  deux  polynômes  l’un 
par  l’autre  , n’est  qu’indiqué  dans  les  auteurs;  j’ai  cru  néces- 
saire de  le  démontrer , et  de  faire  observer  que  quelque  com- 
pliqués que  soient  les  facteurs , la  multiplication  n’est,  en  der- 
nier résultat , qu’une  répétition  de  cette  opération  sur  deux 
monomes , remarque  qu'on  généralisera  sans  peine. 
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Ayant  introduit  les  exposans  par  la  multiplication  , je  com- 
plète la  définition  de  similitude,  et  j’observe,  qu’en  cumulant 
les  termes  semblables  en  un  seul , on  fait  d’avance  cette  partie 
de  la  somme  , qui  ne  change  pas  de  forme,  quelles  que  soient 
les  valeurs  numériques  des  lettres.  i 

Dans  le  chapitre  quatrième  sur  la  division,  je  donne  les 
règles  de  la  division  des  monomes , en  considérant  successi- 
vement les  signes,  les  cqelïiciens,  les  lettres  et  les  exposans. 
Dans  la  division  de  deux  exponentielles  d’une  même  lettre , on 
sait  d’avance  que  leur  quotient  doit  être  cette  lettre,  et  il  reste  à 
découvrir  son  exposant  qu’on  trouve  égal  à la  différence  entre  les 
exposansdu  dividende  et  du  diviseur , et  de  là  la  nécessité  dedis- 
tinguer  trois  cas,  dansdeux  desquels  on  est  conduit  à ces  résultats 
singuliers  %°,  a-1*  qui  sont  interprétés , résultats  qu’on  n'aurait 
pas  rencontrés  si  on  eût  suivi  la  règle  pour  la  division  des 
lettres  : le  dernier  qui  est  donné  par  une  différence  négative 
isolée,  devient  l’objet  d’un  examen  particulier  qu’on  trouve 
dans  le  chapitre  quatorzième.  Le  dernier  cas  fournit  à l’élève 
une  première  occasion  de  remarquer  que  l’Algèbre  donne  en 
même  temps  la  valeur  du  nombre  inconnu  et  son  signe.  Ayant 
prouvé  que  a*==  i,  pour  toute  valeur  de  a , il  convenait  d’exa- 
miner le  cas  de  a=o  , d’où  résulte  o°  qui  se  traduit  en  | , ex- 
pression qui  vient  s’offrir  pour  la  première  fois  : je  fais  remarquer, 
i°.  que  le  quotient  de  o par  o peut  être  quelconque;  a0,  qu’une 
telle  fraction  peut  n’admettre  qu’une  seule  valeur,  ensorte  que  - 
n’annonce  pas  toujours  une  indétermination.  A mesure  que 
ces  réponses  singulières  se  reproduisent,  les  distinctions  aux- 
quelles elles  donnent  lieu , quant  à leur  signification  , sont 
assignées  plus  soigneusement.  Je  passe  à la  division  des  poly- 
nômes , et  je  démontre  qu’elle  se  réduit  à celle  des  deux  termes 
de  plus  grands  exposans  du  dividende  et  du  diviseur,  divi- 
sion qu’qp  peut  toujours  faire , et  qui  remplace  avantageuse- 
ment celle  d’un  dividende  partiel  par  le  diviseur , laquelle 
n’est  pas  toujours  possible.  La  division  numérique  ne  peut 
pas  être  ainsi  réduite  à celle  des  deux  termes  d’ exposans  plu» 
élevés  de  la  base  du  système , à cause  des  retenues. 


Bigitized  by  Google 


yj  DISCOURS 

Quoique  les  fractions  littérales  que  nous  considérons  dân< 
le  cinquième  chapitre,  soient  soumises  aux  règles  démontrées 
sur  les  fractions  numériques,  et  qu’elles  partagent  les  proprié- 
tés de  celles-ci,  néanmoins  nous  en  avons  établi  la  théorie  au- 
trement, en  partant  de  ce  principe  , que  si  l’on  opère  de 
la  même  manière  sur  les  deux  membres  de  l'égalité  qui  a tou- 
jours lieu  entre  le  numérateur  d'une  fraction  et  le  produit  de 
son  dénominateur  par  la  valeur  de  la  fraction , les  résultats 
sont  toujours  égaux.  Je  crois  n’avoir  pas  alongé  inutilement 
ce  chapitre,  en  examinant  les  variations  d’une  fraction  corres- 
pondantes à des  variations  égales  tant  en  plus  qu’en  moins  de 
ses  deux  termes  : j’ai  voulu  présenter  à l’élève , dans  cette 
question  , un  premier  modèle  d’une  discussion  complète  : il 
rencontre  encore  ces  résultats  £ et  § : ce  sont  desmits  re- 
cueillis en  passant , et  qui  doivent  être  expliqués  par  la 
suite.  " • 

Le  chapitre  sixième  , qui  a pour  titre  : Recherche  du  plus 
grand  commun  diviseur  entre  un  nombre  quelconque  de  nom- 
bres , est  une  préparation  au  chapitre  vingt-quatrième  dans 
lequel  on  étend  la  même  question  aux  polynômes  : il  offre 
sur  les  fractions  continues  tout  ce  qu’il  est  nécessaire  d’en  savoir 
pour  calculer  le  logarithme  d’un  nombre.  La  théorie  com- 
plète de  ce*  sortes  de  fractions  est  renvoyée  en  partie  au 
chapitre  vingt-unième , et  son  complément  se  trouve  dans  la 
seconde  section. 

Le  chapitre  septième  fait  naturellement  suite  aux  deux  pré- 
cédées, puisqu’il  s’agit  de  la  résolution  des  quotiens  ensuite» 
infinies.  On  y trouve  l’interprétation  de  ce  résultat  | déjà 
rencontré  précédemment  ; il  se  produit  comme  terme  som- 
matoire  d’une  suite  qui  ne  s’arrête  jamais  : ce  symbole  que 
les  géomètres  appellent , par  abréviation  , 1 ’ infini , est  déjà , 
sous  cette  origine  , une  annonce  de  contradiction  ; c’est , en 
effet , l’emblème  d’une  somme  qu’on  ne  peut  obtenir,  puis- 
qu’on n’en  connaît  pas  tous  les  termes;  non  pas  cependant 


Digitized  by  Gooj 
- 


PRÉLIMINAIRE.  vij 

que  de  telles  suites  soient  toujours  représentées  par  5,  ce 
qu’il  est  facile  de  concevoir , en  observant  que  si  à la  moitié 
d’une  ligne  on  ajoute  la  moitié  du  reste , à cette  somme  la 
moitié  du  reste  , et  ainsi  de  suite  , la  somme  ne  pourra  jamais 
être  la  ligne  entière.  Nous  avons  consigné  ici  une  notion  nou- 
velle qui  est  celle  de  limite , notion  souvent  invoquée  par  la 
suite.  Ces  développemens  en  suites  infinies  correspondent  aux 
fractions  décimales  non  terminées;  mais  par  l’opération  arith- 
métique , les  chiffres  de  celles-ci  s’obtiennent  un  à un , tan- 
dis que  si  on  développe  une  faction  ^ en  une-  série  de  frac- 
tions dont  les  dénominateurs  soient  toutes  les  puissances  en- 
tières et  positives  de  m,  les  numérateurs  donneront  plusieurs 
chiffres , lorsqu’on  particularisera  le  module  m et  les  repré- 
sentations a et  b.  Comme  il  s’agissait  ici  de  comparer  deux 
résultats  obtenus  l’un  par  l’Algèbre , et  l’autre  par  l’Aritbmé-» 
tique  , il  fallait  procéder  d’une  manière  analogue;  c’est  pour- 
quoi j’ai  traité  à part  cette  question  , quoique  sa  solution  fût 
évidemment  comprise  dans  ce  qui  précède.  Enfin , en  résu- 
mant ce  chapitre  et  le  précédent,  on  reconnaît  qu’une  mêraa 
fraction  peut  se  produire  sous  des  formes  essentiellement  dif- 
férentes , espèce  de  métamorphose  qui  est  un  des  caractères 
distinctifs  de  cette  branche  de  calcul. 

Dans  le  huitième  chapitre  qui  ne  se  trouvait  pas  dans  la 
seconde  édition , j’ai  démontré  cette  série  de  propositions  sup- 
posées dans  ce  qui  précède , ou  dont  la  connaissance  est  indis- 
pensable pour  l’intelligence  de  ce  qui  suit  ; savoir:  1°  on  mul-, 
tiplie  ou  on  divise  nn  produit  en  multipliant  ou  en  divisant 
un  des  facteurs;  a°  le  produit  d'un  nombre  quelconque  de 
nombres,  reste  le  même  dans  quelque  ordre  qu’on  multiplie 
les  facteurs;  3*  si  le  produit  ab  est  divisible  parc,  et  que 
b et  c soient  premiers  entre  eux , c divise  a ; 4°  deux  frac- 
tions irréductibles  égales , ont  leurs  termes  correspondaD* 
égaux;  5°  lorsqu'une  fraction  non  irréductible  est  égale  à une 
fraction  irréductible  , les  deux  termes  de  la  première  sont  les 
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mêmes  multiples  des  deux  termes  de  la  seconde  : 6®  tout 
nombre  premier  ne  peut  diviser  le  produit  de  deux  nombres, 
lorsqu’il  ne  divise  aucun  de  ces  nombres.  Viennent  ensuite  la 
décomposition  d’un  nombre  en  ses  facteurs  tant  simples  que 
composés,  la  solution  générale  de  cette  question  : Traduire 
un  nombre  d’un  système  dans  un  autre  système  de  numéra- 
tion , et  enfin  les  caractères  de  divisibilité  de  quelques  nombres. 
Ce  chapitre  me  paraît  réunir  l’intérêt  à l’utilité. 

Je  me  suis  fondé,  ainsi  que  je  l’ai  dit  plus  haut , sur  la  clas- 
sification des  matières , adoptée  en  Arithmétique  , pour  placer 
ici  la  formation  des  puissances  seconde  et  troisième  et  l’extrac- 
tion des  racines  carrée  et  cubique  des  polynômes  et  des  nom- 
bres. Tel  est  le  texte  de£  chapitres  neuvième , dixième  et 
onzième. 

Dans  le  chapitre  neuvième,  qui  a pour  titre  : des  Radicaux, 
je  complète  les  règles  relatives  à la  multiplication  et  à la 
division  des  exponentielles  à exposans  fractionnaires  tant  po- 
sitifs que  négatifs,  et  je  conclus  qu’elles  s’étendent  aux  expo- 
sans incommensurables  des  deux  signes  (*);  je  démontre, 
que  la  racine  d’un  nombre  est  réductible  , quand  son 
indice  est  décomposable  en  facteurs  ; a®  que  l’unité  est  la 
limite  des  racines  dont  l’indice  croît  continuellement , et 
que  de  l’indice  zéro  à l’infini , la  racine  revient  de  l’infini  à 
l’unité.  Les  racines  imaginaires  résultent  de  l’extraction  d’une 
racine  paire  d’un  résultat  négatif  isolé , mais  leur  origine  est 
plus  soigneusement  examinée  dans  les  quatorzième  et  dix-neu- 
vième chapitres.  Après  avoir  prouvé  que  ces  imaginaires  qui 
forment  dans  l’Algèbre  un  symbole  précieux , se  réduisent 
tputes  à \/  — i , je  reprends  sur  ces  sortes  de  racines  les  opé- 
rations élémentaires  auxquelles  succèdent  diverses  transfor- 
mations dont  l’utilité  ne  peut  être  méconnue , et  enfin  les 
quatre  formules  qui  donnent  toutes  les  puissances  de  — 1 • 


(*).  Ceux  qui  voudront  nue  démonstration  rigoureuse  de  cette  propo- 
sition , devront  consulter  l 'Algèbre  de  M Reynaud. 
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On  lit  dans  les  formules  de  composition  du  carré  et  du  cube 
d’un  binôme,  les  règles  à suivre  dans  l’extraction  des  racines 
carrées  et  cubiques  des  nombres,  opération  que  j’ai  détaillée 
avec  tout  le  soin  possible  dans  le  chapitre  dixième  qui  offre 
sur  ce  point  des  améliorations  remarquables  et  qui  étaient 
nécessaires.  En  passant  aux  nombres  qui  ne  sont  pas  des  puis- 
sances parfaites,  j’ai  été  conduit  a la  distinction  des  nombres 
en  commensurables  et  incommensurables,  déjà  énoncée  plus 
haut.  Dans  une  note  jointe  à ce  qhapitre , j’ai  démontré  que 
la  différence  mUmt  de  la  suite  des  puissances  m des  nombres 

naturels,  est  constante  et  égale  à 1.2.3 m,  proposition 

qui , dans  le  texte , n’est  étendue  qu’à  la  suite  des  carrés  et  des 
cfcbes , et  qui  prouve  son  application  dans  le  33®  chapitre. 

Il  était  naturel  de  passer  de  l’extraction  des  racines  carrées 
et  cubiques  des  nombres  à celle  des  polynômes;  ainsi,  dans 
le  douzième  chapitre  , j’ai  résolu  cette  dernière  question  de 
deux  manières  : i°  en  suivant  la  marche  inverse  des  puis- 
sances ; a°  en  partant  du  principe  des  plus  grands  termes , 
déjà  employé  dans  la  division.  Ce  qui  est  dit  dans  le  chapitre 
septième  touchant  l’utilité  des  séries  convergentes,  se  trouve 
confirmé  par  les  applications  qui  terminent  celui-ci. 

La  formule  d’une  puissance  entière  et  positive  m d’un  binôme 
dont  la  démonstration  fait  le  sujet  du  douzième  chapitre,  est  une 
généralisation  de  celles  qui  ont  été  données  précédemment. 
Cette  question  qui  se  réduit  à la  recherche  du  terme  général  des 
coefficiens  numériques,  revient  à compter  le  nombre  des  pro- 
duits différens  qu’on  peut  faire  avec  m lettres  multipliées  nàn; 
or  comme  du  nombre  de  ces  produits,  supposé  connu, 
passe  à celui  des  arrangemens  de  m lettres  n à n,  en  faisant 
dans  chaque  produit  partiel  entre  h lettres  , tous  les  arrange— . 
mens  possibles  de  ces  lettres,  et  comme  d’ailleurs  on  sait 
compter  directefhent  le  même  nombre  d’arrangemens , on  a 
ainsi  une  équation  entre  le  nombre  de  produits  cherché  et 
les  nombres  d’arrangemens  de  m et  n lettres  nàn.  En  sorte 
que  la  question  ainsi  réduite  à ses  véritables  termes,  n’offre 
plus  de  difficulté.  A la  suite  de  quelques  théorèmes,  j’applique 
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la  formule  du  binôme  au  développement  de  la  fraction  ^ ^ , 

déjà  donné  (chap.  VIII , note  ) pour  lin  exposant  m défini , 
fraction  qui  , pour  x=a , devient  £ et  dont  la  valeur  vraie 
est  mam~\  en  observant  qu’ici  ce  symbole  £ est  dû  à une  seule 
hypothèse.  « 

La  théorie  des  équi-différences,  des  équi-quotiens  et  de* 
rapports  égaux  prolongés , compose  le  dernier  des  treize  cha- 
pitres qui  correspondent  à«T Arithmétique  : je  n’ai  dit  qu’un 
mot  de  l’équi-différence  qui  n’est  presque  pas  usitée.  Les  pro- 
priétés de  l’équi-quotient  et  des  rapports  égaux  prolongés , ne 
«ont  que  des  résultats  de  combinaisons  des  propriétés  des  frac-  . 
tions  et  de  l’égalité  : je  les  ai  traduites  et  énoncées  en  notations 
et  dénominations  anciennes , parce  qu’elles  sont  encore  em- 
ployées dans  des  Traités  modernes  de  Géométrie. 

J'ai  supprimé  le  chapitre  treizième  de  la  seconde  édition , 
qui  avait  pour  titre  : Considérations  sur  les  signes  -f-  et— etc. , 
ou  plutôt  je  l’ai  fondu  dans  le  suivant  qui  est  le  quatorzième , 
qt  qui  traite  de  la  résolution  des  équations  du  premier  degré 
à une  inconnue.  En  considérant  une  soustraction  impossible , 
parce  que  le  nombre  qu’on  retranche  est  le  plus  grand  , j’ob- 
serve que  le  signe  — qui  affecte  le  reste , exprime  cette  im- 
possibilité , et  qu’en  changeant  le  signe  de  ce  reste , on  re- 
passe à la  différence  que  l’on  obtiendrait  en  retranchant  le 
plus  petit  nombre  du  plus  grand.  Telle  est , en  même  temps , 
l’origine  des  exposans  négatifs  et  des  imaginaires  données  par 
l’extraction  d’une  racine  paire  d’un  reste  négatif.  Je  démontre 
«•suite  ces  deux  propositions  : toute  quantité  qui,  de  positive 
qu’elle  était,  devient  négative,  et  réciproquement,  passe  né- 
cessairement par  zéro  ou  par  l’infini,  et  il  en  est  de  même 
de  toute  quantité  qui  de  réelle  devient  imaginaire.  Après  avoir 
dit  ce  qu’on  peut  entendre  par  cet  énoncé  : toute  quantité 
négative  est  moindre  que  zéro  , j’énonce  quelques  propositions 
sur  les  inégalités,  puis  je  fais  voir  que,  sans  déroger  à leur 
acception  primitive  , les  signes  -j-  et  — deviennent  propres 
a indiquer  deux  sens  diamétralement  opposés  sur  une  mêm* 
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droite  , à partir  d’un  même  point , ou  deux  directions  l’une 
vers  l’autre , comptées  de  deux  points  difFérens  sur  la  même 
droite.  Ces  préliminaires  posés,  je  passe  à la  résolution  des 
équations  du  premier  degré;  et  au  défaut  de  règles  certaines 
pour  traduire  une  question  en  langage  algébrique  , j’énonce 
des  préceptes  généraux  dont  on  peut  s’aider  , mais  qui  ne 
suppléent  pas  l’exercice  et  la  sagacité.  Persuadé  qu’un  petit 
nombre  d’exemples  bien  choisis,  est  plus  fructueux  que  cette 
multiplicité  de  problèmes  oiseux  dont  on  fatigue  les  commen- 
çans , ]e  me  suis  renfermé  dans  quelques  questions  instruc- 
tives par  l’espece  de  discussion  qu’elles  comportent»  Parmi  les 
problèmes  que  j’ai  traités , je  citerai  celui  des  annuités  , qui  a 
cela  de  remarquable  qu’il  conduit  à une  équation  qui  est  le 
type  général  des  équations  de  tous  les  degrés , dont  la  ré- 
solution ne  pourra  plus  être  regardée  comme  une  recherche 
de  pure  curiosité.  Dans  ce  chapitre,  je  me  suis  toujours  élevé 
du  cas  particulier  au  cas  général,  cette  marche  m’ayant  paru 
mieux  convenir  ici  que  le  procédé  inverse  auquel  elle  prépare,  et 
qu’il  faudra  lui  préparer  parla  suite.  Dans  ce  titre, les  élèves  ver- 
ront se  développer  la  signification  de  ces  symftles  |,  ou  oo, 
le  premier  annonçantune  indétermination,  et  le  second  une  im- 
possibilité, ou  plus  exactement  une  contradiction.  Je  me  suis  par- 
ticulièrement attaché  àfaire  voir  que  les  racines  négatives  n’in- 
diquent point  une  impossibilité  absolue  , mais  seulement  rela- 
tive à l’énoncé  actuel  de  la  question , qu’elles  avertissent  de 
rectifier  de  manière  à ce  qu’il  puisse  être  traduit  algébrique- 
ment par  l’équation  que  l’on  obtient,  après  avoir  changé  dans 
la  première  le  signe  de  l’inconnue.  Enfin,  j'ai  terminé  par  la 
règle  de  fausse  position  , qui  sert  à reconnaître  si  la  question 
proposée  est  du  premier  degré  eu  d’un  degré  supérieur,  règle 
dont  on  trouve  encore,  des  applications  importantes  dans  le 
trente-troisième  chapitre.  * 

Les  suites  par  différences  et  par  quotiens  égaux , sont  la  ma- 
tière du  chapitre  quinïième.  Les  recherches  auxquelles  elles 
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donnent  lieu  , se  réduisent  à celles  des  tenues  généraux  et 
somruatoires.  La  seule  hypothèse  du  facteur  constant  = 1 , 
donne  encore  ici  | comme  terme  sommatoirc  d'une  progres- 
sion par  quotiens  égaux,  et  on  sait  d’ailleurs  que  cette  somme 
est  égale  à n fois  le  premier  terme , n désignant  le  nombre 
des  termes.  Mais  lorsque  les  suites  par  quotiens  égaux  sont 
décroissantes  et  indéfiniment  prolongées,  on  substitue  au  terme 
sommatoire  qu’on  ne  peut  obtenir , un  nombre  tel  qu’entre 
lui  et  la  valeur  de  la  totalité  de  la  suite  } on  ne  peut  interca- 
ler aucun  autre  nombre.  Nous  trouvons  donc  non  les  véri- 
tables sommes,  mais  leurs  limites.  Les  fractions  décimales 
périodiques  rentrent  dans  les  suites  décroissantes  et  infinies 
que  nous  venons  de  considérer  : j’assigne  ici  les  caractères 
qui  font  reconnaître  si  la  période  doit  ou  non  commencer 
immédiatement  à la  droite  de  la  virgule,  et  dans  ce  dernier 
cas , je  recherche  le  rang  du  premier  des  chiffres  périodiques. 
Je  termine  par  la  sommation  de  quelques  séries  réductibles  à 
des  suites  par  quotiens  égaux. 

L’origine  assignéeaux  logarithmes  par  Euler  e tM.  Lagrange , 
ne  permet  plus  A ne  les  envisager  qu’arithmétiquement  : leur 
théorie  devient  un  des  chapitres  de  l’Algèbre.  En  me  renfer- 
mant, ainsi  que  l’a  fait  Euler  à ans  son  Algèbre,  dans  les  élé- 
mens  de  cette  doctrine,  j’ai  donné  dans  le  seizième  chapitre, 
plusieurs  théorèmes  qu’on  ne  trouve  pas  dans  cet  excellent 
ouvrage  , et  qui  sont  devenus  indispensables  dans  l’état  actuel 
de  la  science.  Au  lieu  des  complémens  arithmétiques  dont  les 
calculateurs  ont  souvent  reconnu  l’inconvénient , j’emploie  les 
caractéristiques  négatives  qui  conservent  une  analogie  de  si- 
gnification avec  les  positives,  la  partie  décimale  jointe  à ces 
caractéristiques, restant  positiva-:  cet  expédient  m’a  dispensé  de 
parler  des  complémens  arithmétiques.  Par  le  calcul  du  logari- 
thme du  nombre  2 sur  labase  fo,  je  n’ai  voulu  que  montrer  la 
possibilité  de  former  UDe  table  de  logarithmes  ; et  je  renvoie 
pour  une  plus  ample  instruction  sur  ce  point , au  chapitra 
yingtième  et  à la  seconde  section  de  l’Ouvrage. 
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A mesure  qu’on  s’éloigne  du  commencement  d’une  science , 
les  moyens  se  multiplient  ; de  là  cette  diversité  de  mé-^ 
thodes  que  plusieurs  personnes  réprouvent  à tort,  et  parce 
qu’elle  est  à-la-fois  une  source  d'instruction  et  une  confirmation 
de  la  science,  et  parce  qu’enfin,  en  admettant  que  le  can- 
didat ne  doive  en  apprendre  qu’une  , il  est  tout  naturel  de  lui 
laisser  l’option.  J’ai  pour  mon  compte  exploité  beaucoup  de 
têtes,  et  il  m’est  arrivé  d’essayer  sans  succès  plusieurs  ma- 
nières de  présenter  une  chose , lorsqu'une  tournure  sur  la- 
quelle je  ne  devais  pas  compter,  révélait  tout-à-coup  à l’élève 
le  mot  de  l’énigme.  Je  n’ai  done  varié  les  considérations,  mul- 
tiplié les  démonstrations  et  les  méthodes , que  parce  que*  l’ex- 
périence de  l’enseignement,  qui  conseille  toujours  bien,  m’en 
a fait  connaître  la  nécessité,  ou  au  moins  l’utilité.  Ces  motifs 
doivent  servir  de  réponse  à ceux  qui  me  reprocheraient  de 
doubles  emplois. 

Dans  le  chapitre  dix -septième  où  il  s’agit  des  équations 
deternnnees  du  premier  degré  à plusieurs  inconnues,  j’expose 
plusieurs  procédés  d’élimination,  qui  font  également  dépendre 
la  resolution  de  ces  équations  de  celle  d’un  pareil  nombre 
d équations  du  premier  degréà  une  inconnue  ; d’où  l’on  conclut 
qu  il  n existe  qu’un  seul  système  de  valeurs  en  même  nombre 
que  les  inconnues,  qui  puisse  satisfaire  aux  proposées.  J’ob- 
serve que  chacun  des  modes  de- résolution  qu’on  vient  de 
faire  connaître , ne  doit  pas  être  exclusivement  employé  dans 
tous  les  cas.  L’évaluation  numérique  des  racines  de  quatre 
equatmns  déterminées  du  premier  degré , par  exemple,  s’abrège 
en  n évaluant  que  l’une  des  inconnues  au  moyen  de  la  formulé 
qu  on  sait  former  mécaniquement  : la  substitution  de  cette 
valeur,  ne  laisse  plus  que  trois  inconnues;  recourant  donc 
a une  des  formules  des  racines  pour  trois  équations  déter- 
minées du  premier  degré,  on  évalue  l’une  des  trois  inconnue* 
restantes;  ensorte  qu’on  n’a  plus , après  les  substitutions  que 
deux  «quations  entre  deux  inconnues,  et  ainsi  de  suite  Je 
résous  ensuite  une  sériel  questions  choisies  avec  soin  , et 
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de  là  je  passe  à la  discussion  des  racines,  qui  met  dans  tout 
«on  jour  la  signification  de  ces  signe*  oo  etf  de  contradiction, 
et  d'indétermination  , de  manière  qu’il  ne  reste  plus  d’obscu- 
rité sur  le  sens  de  ces  signes  dont  l’importance  est  en  même 
temps  bien  constatée. 

Je  donne  dans  le  chapitre  dix- huitième,  les  élémens  de 
l’analyse  indéterminée  , et  parce  qu'ils  viennent  naturellement 
se  classer  ici,  et  parce  qu'étant  exiges  par  le  programme  d’ad- 
mission à l'Ecole  Polytechnique , ils  doivent  faire  partie  de 
cette  section.  Comme  le  complément  de  cette  doctrine  suppose 
la  connaissance  de  quelques  propriétés  des  fractions  continues, 
je  l’ai  renvoyé  à la  seconde  section. 

La  résolution  des  équations  du  second  degré  , qui  fait  la 
matière  du  dix-neuvième  chapitre  , préparé  en  quelque  sorte 
à la  théorie  générale  des  équations  numériques.  La  pluralité 
des  racines  , la  propriété  dont  jouit  le  premier  membre  d’étre 
divisible  par  l’inconnue  moins  chacune  d’elles,  la  manière  dont 
elles  sont  combinées  dans  les  coefficiens , les  distinctions  de 
9 ces  racines  en  réelles  commen-urables  et  incommensurables  , 
égales  et  inégales,  et  imaginaires,  lesquelles  résultent  né- 
cessairement de  la  forme  de  leurs  expressions,  sont  autant  de 
faits  qui  ont  lieu  quel  que  soit  le  degré  de  l’equation.  Ce  qu’on 
a dit  de  la  décomposition  en  deux  facteurs,  des  équation* 
telles  que  xx — n=o,  x'‘ — px=o,  prépare  a la  décomposi- 
tion analogue  des  équations  complètes  du  meme  degré;  l’égalité 
à zéro  du  produit,  détermine  évidemment  l’égalité  à zéro  de 
chacun  des  facteurs.  J’ai  démontré , par  une  analyse  particu- 
lière et  indépendante  de  la  résolution  , que  l’existence  d’une 
racine  supposée,  l’équation  du  second  degré  en  comportait  une 
seconde;  que  le  coefficient  du  second  terme,  pris  en  signe 
contraire , était  la  somme  de  ces  racines  , et  que  le  terme 
tout  connu  en  était  le  produit;  et  de  ces  résultats,  j’ai  déduit 
les  racines  elles-mêmes.  Ici  se  produisent  des  symboles  ima- 
ginaires dont  il  a été  question  ( cbap.  IX  et  XVI),  et  qui  , 
comme  le  dit  M.  Lagrange,  n’indiquent  pas,  strictement 

parlant , 
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parlant  , une  contradiction  , mais  une  impossibilité  mise 
d’ailleurs  en  évidence  par  une  question  de  Géométrie  (*). 

Les  racines  négatives  que  le  seul  énoncé  ne  peut  faire  pré- 
voir, indiquent,  comme  dans  les  équations  du  premier  degré , 
une  rectilication  dans  l’énoncé , pour  qu’il  soit  satisfait  par  ces 
racines  prises  positivement;  quant  aux  racines  imaginaires,  le 
changement  de  signe  de  l'inconnue  ne  peut  les  ramener  à la 
réalité  , ensorte  que  l’impossibilité  de  résoudre  la  question  , 
est  alors  absolue. 

•Parmi  les  question»  résolues  dans  ce  chapitre , il  en  est  une 
qui  donne  ce  symbole  f sous  une  sig'niEcation  déjà  notée  ; il 
résulte  d’une  seule  hypothèse  faite  dans  les  deux  termes  de 
la  fraction,  et  cette  fraction  n’admet  qu’une  valeur  qu’on 
dbtient  en  remontant  à la  traduction  immédiate  de  la  ques- 
tion qui,  dans  les  mêmes  hypothèses,  se  réduit  à une  équa- 
tion du  premier  degré,  ensorte  que,  comme  l’observe  encore 
M.  Lagrange,  un  tel  résultat  correspond  à un  changement' 
de  forme  dans  l’expression.  Je  termine  ce  chapitre  par  les 
équations  trinômes  résolubles  à la  manière  de  celle  du  seco.nd 
degré.  • * 

M.  Lacroix,  dans  son  Essai  sur  l’Enseignement,  ouvrage 
aussi  bien  écrit  qu’il  est  bien  pensé,  et  qui  mérite  de  devenir  la 
hianuel  des  professeurs , dit,  à quelques  termes  près  ; «.Ceux. 

« que  leur  génie  entraîne  irrésistiblement  vers  la  science,  par- 
ti viennent  à franchir  des  obstacles  plus  grands  encore  que  ceux 
« qui  naissent  de  l’imperfection  des  livres  élémentaires , et  par  « 
« leur  force  de  tête , ils  redressent  les  vices  de  méthode,  et  res- 
« tituent  les  liaisons  qui  manquent  ; mais  il  n’en  est  pas  ainsi 
w du  commun  des  lecteur» , etc.  n Or  cet  ouvrage  s’adresse 
à des  élèves  de  toutes  les  portée»}  j’ai  donc  cru  ne  devoir 


(*)  C’est  snrtmit  dans  la  Géométrie  analytique  que  ces  symboles  * , co  et 
celui  «te  l’imaginarité  se  manifestent  très-fréquemment , et  on  en  trouve 
une  interprétation  très-nette  dans  les  circonstausc*  géométriques  qui  leur 
•orrespondent. 
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supprimer  aucun  intermédiaire.  Il  éfait  indispensable,  pour 
l'intelligence  de  ce  qui  suit,  de  bien  fixer  la  notion  de  l’iden- 
tité, de  la  caractériser  par  ce  qui  la  distingue  de  l'égalité  et 
de  ] équation , et  de  bien  établir  cette  conséquence  : que  l’iden- 
tité entre  deux  polynômes  ordonnés  suivant  les  puissances 
d’une  lettre  , doit  avoir  séparément  lieu  entre  les  coefli- 
ciens  des  mêmes  puissances  de  cette  lettre.  C’est  ce  que  j’ai 
fait  dans  le  chapitre  vingtième.  Le  but  de  la  méthode  qu’on 
y expose,  est  de  résoudre  une  fonction  d’une  variable  en 
une  série  procédant  suivant  les  puissances  de  cette  variable; 
les  coeiliciens  de  ces  puissances,  sont  les  inconnues  à évaluer, 
et  ces  inconnues  doivent  être  exprimées  au  moyen  des  nombres 
consignés  dans  la  fonction  : à cet  effet , on  tire  d'une  propriété 
caractéristique  de  cette  fonction,  une  identité  qui,  d’après 
le  principe  qqe  nous  venons  de  poser , fournit  entre  les  coefli- 
ciens  inconnus , des  équations  en  nombre  suffisant  pour  les 
évaluer,  ou  plus  exactement,  une  loi  manifeste  de  dérivation 
qui,  à partir  d’une  époque  , tient  lieu  du  surplus  de  ces  équa- 
tions. Entre  autres  applications  de  cette  méthode,  on  remar- 
quera celle  qui  a pour  objet  de  transformer  un  polynôme 
en  a;  en  un  autre  suivant  les  mêmes  puissances  de  x — n ,n  étant 
un  nombre  quelconque  entier,  transformation  qui  sert  c(e 
fondement  à la  nouvelle  méthode  de  M.  Budan , pour  la  réso- 
lution des  équations  numériques  : viennent  ensuite  les  dévelop- 
pemens  du  binôme  dans  les  cas  de  l’exposant  fractionnaire  tant 
positif  que  négatif,  supposés  dans  le  chapitre  suivant  : comme 
je  n’avais  pu -que  faire  entrevoir  (chap  XYI)  la  possibilité 
d’assigner  le  logarithme  d’un  nombre  , j 'ai  cru  devoir  satisfaire 
le  lecteur  sur  ce  point,  en  lui  donnant  une  formule  au  moyen 
de  laquelle  il  puisse  calculer  sans  peine , et  par  les  seuls 
moyens  de  l’Arithmétique , le  logarithme  d’un  nombre  quel- 
conque , os  plutôt  ce  qu’il  faut  ajouter  au  logarithme  d’un 
nombre , pour  avoir  le  logarithme  du  suivant  ; car  on  pouvait 
être  dans  l’obligation  de  vérifier  un  logarithme  des  tables. 

Après  avoir  montré  que  cette  fraction  f peut  admettre  una 
y|}eur  déterminée , et  confirmé  la  chose  par  quelques  exew-  x 
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pies  , il  devenait  nécessaire  de  donner  une  méthode  pour  trou- 
ver la  valeur  vraie  de  ces  sortes  de  fractions.  Dans  le  vingt— 
unième  chapitre  , j’ai  d’abord  déduit  du  rapprochement  des 
faits.,  que  lorsqu'un  tel  résultat  était  dû  à deux  ou  à plnsieurs 
hypothèses , il  annonçait  une  indétermination  , et  qu’il  n’en  était 
plus  ainsi  lorsqu’il  résultait  d’une  seule  hypothèse.  Je  sais  qu’on 
traite  cette  question  dans  le  Calcul  différentiel , mais  je  pense 
qu’on  trouvera  suffisamment  motivée  la  restitution  que  j’en 
fais  à l’Algèbre;  et  d’ailleurs  tous  ceux  qui  étudient  cette 
branche  de  calcul , n'ont  ni  le  temps  ni  la  volonté  d’aller  au- 
delà.  J’ai  cru  devoir  énoncer  ici , et  confirmer  par  un  exemple, 
ce  principe  de  calcul  : lorsque  le  symbole  oo  entre  dans  une 
expression , on  doit  négliger  vis-à-vis  de  lui  les  termes  finis 
avec  lesquels  il  se  trouve  combiné  par  voie  d’addition  et  de 
soustraction  : de  ce  principe  dérivent  quelques,  conséquences 
utiles  que  je  me  suis  contenté  d’indiquer. 

,k  A mesure  que  j’avance  dans  cette  analyse  de  mon  ouvrage  , 
je  crois  pouvoir  procéder  par  des  traits  plus  généraux  , parcs 
que  je  n'ai  plus  que  des  méthodes  à caractériser. 

Si  l’on  jette  un  coup  d’œil  général  sur  l’Algèbre,  on  voit 
que  cette  science , abstraction  faite  des  opérations  ordinaires,  se 
partage  naturellement  en  trois  articles  principaux  : i*  la  théo- 
rie générale  des  équations,  c’est-à-dire  , l'ensemble  des  pro- 
priétés qui  leur  sont  communes  à toutes  ; 2°  leur  résolution 
générale,  qui  consiste  à trouver  une  expression  composée  de* 
coefficiens  de  la  proposée,  et  qui , mise  au  lieu  de  l’inconnue, 
satisfasse  identiquement  à cette  équation,  ensorte  que  tout 
s’y  détruise  par  la  seule  opposition  des  signes;  3°  la  résolu- 
tion des  équations  numériques  , où  il  s’agit  de  trouver  de* 
valeurs  particulières  ou  numériques,  qui  satisfassent  ou  exac- 
tement, ou  d’une  manière  aussi  approchée  tpi’ on  le  voudra , 
à un»  équation  dont  tons  les  coefficiens  sont  donnés  en  nom- 
bres. Cette  dernière  recherche  est , sans  contredit  , la  plus 
utile  dans  l’application  : car,  oufre  que  la  résolution  générale 
ne  s’étend  pas  au-delà  du  quatrième  degré  ( a'  sectiou  ),  les 
formules  en  sont  déjà  si  compliquées,  et  le  seraient  tellement 
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pour  les  degrés  supérieurs,  qu’on  ne  pourrait  jamais  s’en  ser- 
vir pour  le  calcul  des  racines.  II  convient  donc  de  faire  d’abord 
connaître  ce  que  l’on  sait  de  plus  général  sur  le  premier  point 
de  la  théorie  générale  des  équations.  , . * 

L’équation  X—o  étant  préparée  de  manière  que  la  plus 
haute  puissance  de  x soit  multipliée  par  l’unité  , et  que  tous 
ses  coefficiens  soient  des  nombres  entiers , nous  démontrons 
dans  le  vingt-deuxième  chapitre  , ce  théorème  fondamental  : le 
polynôme  X est  exactement  divisible  par  l’inconnue  moins 
une  racine,  et  ne  l’est  plusparl'inconnuemoinstoutnonibreautre 
qu’une  racine.  Lors  donc  qu’on  suppose  que  le  premier  membre 
d’une  équation  est  divisible  par  x — un  nombre  , ce  nombre 
ne  peut  être  qu’une  racine.  D' Alembert  est  le  premier  qui  ait 
démontré  le  principe  précédent  d’une  manière  rigoureuse. 
Nous  en  donnons  ensuite , d’après  M.  Lagrange,  une  autre 
démonstration  aussi  exacte,  mais  plus  complète,  en  ce  qu’on 
y voit  non-seulement  que  la  division  doit  réussir , mais  encore 
qu’elle  réussit  actuellement  et  généralement.  A l’égard  d’une 
équation  du  degré  m , on  suppose  des  racines  en  nombre  m , 
et  il  est  vrai  seulement  qu’on  ne  peut  en  supposer  un  nombre 
plus  grand,  et  on  conclut  pareil  nombre  de  facteurs  binômes. 
Que  si  l’on  part  de  ces  facteurs  en  nombre  m,  parce  que  leur* 
produit  prend  la  forme  du  premier  membre  , et  qu’on  veuille 
en  calculer  les  seconde  termes  , comme  l’identfté  doit  s’établir 
entre  les  coefficiens  respectifs , on  retombe  sur  la  difficulté 
qu’on  voulait  éluder,  c’est-à-dire  qu’on  est  encore  ramené  à 
démontrer  qu’il  existe,  soit  un  nombre,  soit  un  symbole  ima- 
ginaire qui  rend  nul  le  premier  membre  de  la  proposée.  On 
prouve  bien  que  par  la  multiplication  de  plusieurs  binômes 
simples,  on  forme  une  équation  de  tel  degré  qu’on  veut;  mais 
on  n’a  pas  fait  voir  qu’une  équation  dont  le  premier  membre 
est  formé  par  la  multiplication  de  plusieurs  binômes  simples, 
peut^avoir  teta  coefficiens  qu’on  veut.  Cette  observation  de 
51.  Castillan  est  rapportée  {ter  M.  Lacroix.  Ce  qu’il  est  bien 
essentiel  de  remarquer,  c’est  que  la  division  exacte  dn  poly- 
some X par  x — une  racine , ne  peut  se  faire  qu’autant  que 
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la  racine  est  exacte  ou  commensurable , et  que  , dans  ce  cas 
seulement , le  degré  de  l’équation  peut  être  abaissé.  C’est  par 
©ette  raison  qu’on  doit  procéder  d’abord  À la.  recherche  de* 
racines  coramensurables  des  équations. 

L’objet  du  chapitre  vingt-troisième  est  suffisamment  défini 
par  son  titre  ; il  renferme  la  solution  de  ce  problème  : une 
équation  étant  donnée , en  déduire  une  autre  dont  les  racines 
soient  avec  celles  de  la  proposée,  dans  une  relation  donnée  , 
c’est-à-dire  , faire  toutes  les  opérations  arithmétique^  sur  les 
racines  d’une  équation,  sans  les  connaître.  L’équation  aux 
différences,  dont  il  sera  bientôt  (gestion  , n’est  que  l’une  des 
transformées  que  donne  cet  énoncé. 

Les  trois  «chapitres  qui  suivent  celui-ci , ramènent  à la  re- 
cherche du  plus  grand  commun  diviseur  entre  des  polynômes , 
opération  délicate , quoique  les  préceptes  en  soient  simples  et 
en  petit  nombre.  J’ai  fait  voir  dans  le  chapitre  vingt-quatrième 
qu’on  pouvait  s’aider  dans  cette  recherche , de  la  propriété 
démontrée  plus  haut,  savoir,  que  si  un  polynôme  devient  nul 
par  une  certaine  hypothèse  faite  sur  l’une  des  lettres , il  est 
exactement  divisible  par  cette  lettre  moins  cette  valeur.  Mais 
si  les  deux  polynômes  n’admettent  pas , en  général , un  com- 
mun diviseur,  on  peut  du  moins  se  proposer  d’assigner  la  con- 
dition sous  laquelle  ils  en  prendraient  un  : c’est  à’cela  que 
revient  la  résolution  de  deux  équations  déterminées  d’un  degré 
quelconque,  ou  l’élimination  dont  nous  allons  parler,  et  que 
j’ai  dû  placer  ici , parce  qu’elle  suppose  ce  qui  précède  , 
et  qu’elle  devient  nécessaire  pour  ce  qui  suit. 

L’objet  de  l’élimination  traitée  dans  le  vingt-cinqoième  cha- 
pitre , et  étendue  seulement  à deux  équations  entre  deux  in- 
connues * ety,  est  de  leur  substituer  deux  autres  équations, 
dont  l’une  ne  renferme  que  y par  exemple  , et  dont  l’autre  , 
entre  a:  et  y , ne  contienne  x qu’à  la  première  puissance  , au 
^ioins  en  général.  On  les  déduit  de  cette  considération , que  toute 
valeur  de  l’une  des  inconnues,  faisant  partie  des  solutions  et 
substituée  dans  les  proposées  , doit  leur  faire  acquérir  un  com- 
mun diviseur  qu’elles  ne  comportent  pas  généralement , lequel, 
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égalé  à zéro , donne  la  vaTeur  correspondante  de  l’autre  in- 
connue. L’une  dé  ces  équations  substituées  est  donc  la  condi- 
tion sous  laquelle  il  existe  un  commun  diviseur , et  l’autre 
est  formée  de  ce  commun  diviseur  lui-même.  II  est  prouvé 
que  toutes  les  solutions  données  parles  équations  substituées, 
conviennent  aux  proposées , et  réciproquement,  que  toutes  le* 
solutions  des  proposées  le  sont  aussi  des  équations  substituées  ; 
mais  les  solutions  des  deux  proposées  conviennent  en  même 
temps  à line  infinité  de  systèmes  d’équations  différentes  de 
celles-là  par  leurs  degrés , et  différentes  encore  sous  les  même* 
degrés  ; remarque  importinte  qui  sert  à expliquer  plusieur* 
difficultés , et  à composer  à volonté  des  exemples  propres  à 
offrir  tous  les  cas  dont  l’examen  forme  une  théorie  complète. 
On  rencontre  encore  ici  ce  résultat  § donné  par  le  diviseur 
commun  du  premier  degré , lorsqu’il  devrait  fournir  plusieur* 
solutions  en  x pour  une  solution  en  y.  C’est  ce  qui  a lieu , 
dit  M.  Lagrange , dans  les  formules,  lorsqu’il  est  des  cas 
qu’elles  ne  peuvent  représenter  : c’est,  pour  ainsi  dire,  ajoute 
cet  illustre  géomètre , le  moyen  que  l’analyse  emploie  pour 
échapper  aux  contradictions.  Mais  l’équation  finale  ne  donne 
pas  seulement  les  racines  en  y ; elle  se  charge  aussi  de  racines 
étrangères  à la  question  , ce  qui  est  l’inconvénient  ordinaire 
de  cette  méthode  ; il  fallait  donc  avoir  égard  à ces  racines 
fausses  et  donner  le  moyen  d’en  débarrasser  l'équation  finale  : 
c’est  ce  que  j’ai  fait,  en  m’aidant  du  Mémoire  de  M.  Bret , 
consigné  dans  le  i5e  cahier  du  Journal  de  l'Ecole  Polytech- 
nique. Enfin  je  suis  revenu  sur  la  solution  de  cette  question  : 
Composer  deux  équations  dont  chacune  soit  d’un  degré  donné , 
et  qui  soient  satisfaites  par  des  couples  de  valeurs  données. 
Je  me  suis  plus  étendu  sur  la  méthode  d’Euler,  que  je  ne 
l’avais*fait  dans  la  seconde  édition , et  j’ai  ajouté  la  démons- 
tration de  cette  proposition  , que  le  degré  de  l’équation  finale 
n’excède  pas  le  produit  des  degrés  des  deux  proposées , en 
supposant  cependant  que  cette  équation  ne  comporte  pas  (f* 
racines  étrangères. 

Nous  avons  déjà  fait  remarquer  qu'il  y avait  lieu  à distiu- 
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guer  quatre  espèces  de  racines;  i°  les  racines  réelles  commen- 
surables  et  inégales;  a0,  les  racines  réelles  égales;  3°  les  racines 
réelles  incommensurables  ; 4°  enfin  les  racines  imaginaires  : 
leur  recherche  constitue  la  résolution  générale  et  complète 
des  équations  numériques.  Dans  cette  section  il  ne  sera  ques- 
tion que  des  trois  premières  espèces  de  racines  ; ce  qui  con- 
cerne la  dernière  est  renvoyé  à la  seconde  section. 

De  ce  que  le  polynôme  qui  forme  le  premier  membre 
d’une  équation,  n’eft  exactement  divisible  que  par  l’inconnue 
moins  une  racine , il  suit  nécessairement  que  tout  nombre  qui 
satisfait  aux  conditions  d’identité  entre  ce  polynôme , et  le 
produit  de  son  diviseur  binôme  supposé  par  le  quotient , ne 
peut  être  qu’une  racine.  Ces  conditions  présentées  dans  la 
vingt-septième  chapitre,  font  donc  connaître  les  racines  com- 
mensurables  en  même  temps  qu'elles  donnent  les  coefiiciens 
du  quotient  de  la  proposée  divisée  par  l’inconnue  moins  la 
nombre  qui  vient  d’être  reconnu  racine.  On  peut  et  on  doit 
debarrasser  la  proposée  de  toutes  ses  racines  entières,  inégales, 
pour  procéder  plus  commodément  à la  recherche  des  trois 
dernières  espèces  de  racines. 

L’équation  aux  différences  des  racines,  elt  incontestablement 
le  moyen  le  plus  commode  et  le  plus  lumineux  de  trouver  le 
caractère  qui  annonce  les  racines  de  la  seconde  espèce  que 
nous  considérons  dans  le  vingt-septième  chapitre,  puisque  de 
telles  racines  ne  peuvent  avoir  lieu , sans  que  plusieurs  de 
celles  de  l’équation  aux  différences  ne  deviennent  nulles  , 
et  réciproquement  , c9  qui  ramène  la  recherche  de  ces 
racines  égales  à celle  du  plus  grand  commun  diviseur  entre 
un  certain  nombre  de  coefiiciens , à partir  du  dernier , de 
l’équation  aux  différences  : il  fallait  encore  examiner  comment 
les  facteurs  multiples  de  la  proposée  se  combinent,  et  com- 
ment se  comportent  leurs  exposans  dans  les  plus  grands  com- 
mun diviseurs  successifs  entre  les  coefiiciens  dontnous  venons  de 
parler  : c’est  ce  que  j’ai  fait;  et,  en  partant  de  la  même  analyse, 
j’ai  déduit  de  la  proposée  deux  équations  séparées  dont  l’une 
résulte  de  tous  les  facteurs  multiples  élevés  chacun  à la  pre- 
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mière  puissance  , et  l’autre  , des  facteurs  inégaux.  Rien  plus 
et  en  supposant  la  proposée  de  la  forme  PQ’/f,St7’3  etc.  = o , 
où  P est  le  produit  des  facteurs  inégaux  , celui  des  facteurs 
doubles,  R3  celui  des  facteurs  triples , etc. , j’ai  partagé  la 
proposée  dans  ces  équations  P — o,  o,  R=zo,  S—o, 
7’=o,  etc. , ce  qui  est  le  dernier  ternie  de  la  décomposition. 
J’ai  donné  de  la  théorie  des  racines  égales  une  autre  expo- 
sition dégagée  de  tout  calcul. 

Nous  en  sommes  aux  racines  incommensurables.  Si  cct 
inventaire  de  mon  ouvrage  ne  s'adressait  qu’aux  élèves , je 
me  dispenserais  de  répéter  ce  que  j’ai  dit  au  commencement 
du  chapitre  vingt-huitième;  mais  je  l'ai  fait  aussi  pour  les 
personnes  qui  veulent  connaître  ce  Traité  d’après  ce  seul  ex- 
posé. Ces  racines  se  composent,  i°  d’une  partie  entière;  a* 
d’une  fraction  décimale  incommensurable.  Nous  ne  nous  occu- 
pons ici  que  de  la  partie  entière.  Comme  on  sait  changer  les 
racines  négatives  en  positives,  il  suffit  de  résoudre  la  question  par 
rapport  à celles-ci,  et  d’abord  nous  assignons  deux  limites 
qui  les  comprennent  : ayant  ensuite  démontré  que  deux  nonH 
bres  qui , substitués  pour  l’inconnue  dans  une  équation  , don- 
nent des  résultats  cfe  signes  différens , interceptent  au  moins 
une  racine  réelle  , nous  cherchons  quel  doit  être  l’intervalle 
entre  les  substitutions  à faire  depuis  la  plus  petite  jusqu’à  la 
plus  grande  limite  des  racines  positives,  pour  que  les  couples 
de  résultats  de  signes  contraires,  soient  précisément  en  même 
nombre  que  les  racines  réelles  positives , parce  qu’alors  les 
deux  substitutions  correspondantes  ffe  comprenant  plus  qu’une 
racine , si  la  différence  de  ces  substitutions  n’excède  pas  l’unité, 
la  plus  petite  peut  être  prise  pour  la  partie  entière  de  la  ra- 
cine; et  comme  on  peut  toujours  ramener  cette  différence  à 
l’unité  et  même  à un  nombre«moindre , s’il  est  nécessaire , la 
question  est  résolue.  Ici  se  reproduit  encore  l'équation  aux  diffé- 
rences des  racines,  commemoyendesolution.Dansce chapitre, 
on  démontre  l’existence  d’une  racine  pour  toute  équation  ide 
degré  impair,  et  pour  toute  équation  de  degré  pair  avec  un  demi  er 
tanne  positif  ; il  resterait  donc  à prouver  que  toute  équation  de 
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degré  pair  avec  un  dernier  terme  positif,  doit  admettre  des 
racines  soit  réelles,  soit  imaginaires.  « Or, dit  M.  Lacroix, 
r>  toute  équation  de  degré  pair  dont  le  dernier  terme  est  néga- 
v tif,  a au  moins  deux  racines  réelles  J mais  la  valeur  de  ces 
ï>  racines  dépendant  de  eelles  des  coelficiens  de  la  proposée , 

51  doit  nécessairement  être  composée  d’une  certaine  n^nière 
j»  de  ces  coelliciens , on  en  être  ce  qu’on  appelle  une  fonction. 

5i  Quoiqu’on  ne  pause  assigner  la  forme  de  cette  fonction  , son 
5i  existence  n’en  est  pas  moins  évidente  ; et  d’ailleurs , la  mé- 
« thode  des*-séries  et  le  calcul  différentiel  fournissent  le  moyen 
» d’en  ^obtenir  de»  développeraens.  Cela  posé,  il  est  visible 
ti  qu’elle  doit  encore  subsister,  lorsqu’on  y change  le  signe  du 
il  dernier  terme  de  l’équation  proposée  , et  qu’alors  elle  de— 
si  viendra  la  racine  de  l’équation  d’un  degré  pair,  dont  le  der- 
- h nier  terme  est  positif:  elle  pourra,  par  ce  changement, 
» cesser  d’être  réelle  , mais  non  pas  cesser  d’exister  comme 
51  expression  analytique  ; il  sera  donc  toujours  permis  de  la 
» représenter  par  un  symbole  qui  jouira  des  propriétés  des 
51  autres  racines,  n 

Dans  le  chapitre  vingt-neuvième  , j’ai  démontré  par  la  Géo- 
métrie des  courbes,  les  théorèmes  déduits  dans  le  précédent  de 
considérations  purement  analytiques  : parla  j’ai  voulu  montrer 
aux  élèves  la  route  qui  les  avait  fait  découvrir , et  les  préparer 
ainsi  à l'étude  dé  la  Géométrie  analytique. 

Il  reste  maintenant  à trouver  la  fraction  décimale  infinie  de 
chacune  des  racines  incommensurables;  mais  comme  un  résul® 
tat  est  réputé  exact , lorsqu’il  est  énoncé  avec  une  approxi- 
mation suffisante , on  se  borne  dans  cette  recherche  à urt 
nombre  de  décimales,  requis  par  la  question  particulière  qu’or* 
a en  vue.  Ces  décimales  s’obstiennent  successivement,  et  cha- 
cune d’elles,  ajoutée  au  résultat  précédemment  obtenu,  le  rend 
,pl us  convergent  vers  la  racine  totale.  seconde  des  deux 
méthodes  exposées  dans  le  chapitre  trentième  , et  qui  est  pré- 
férable à la  première , ne  peut  être  employée  sans  scrupule 
que  sous  une  certaine  restriction  , et  il  est  dilficile,  peut-être 
même  impossible  , dit  M.  Lagrange , de  juger  si  la  condh* 
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tion  sous  laquelle  on  peut  en  user  avec  certitude  , est  rempli» 
ou  non  ; d’ailleurs  cette  condition  implique  la  forme  des  ra- 
cines imaginaires , et  nous  avons  renvoyé  tout  ce  qui  les  con- 
cerne à la  seconde  section.  Nous  avons  donc  remplacé  ces 
deux  méthodes , qu’il  est  cependant  bon  de  connaître  , par 
une  troisième  que  nous  avons  transportée  de  la  seconde  sec- 
tion dans  celle-ci,  et  qui  a sur  les  précédentes  l'avantage  de  ne 
pas  souffrir  de  restriction.  Cette  méthodé*donne  les  résultats 
successifs  sous  la  forme  de  fraction  continue  , ensorte  qu’on 
a le  moyen  d’estimer  à chaque  opération  , le  degré  de  l’ap- 
proximation ; et  ce  qu’il  est  essentiel  d’observer , c’est  que 
la  recherche  de  l’approximation  est  ramenée  à celle  de  la 
partie  entière. 

A l’effet  d’apprécier  l’erreur  qu’on  commet’  en  ne  prenant 
pour  la  racine  qu’une  portion  de  la  fraction  continue  et  infinie 
qui  la  représente,  et  estimer  ainsi  le  degré  précis  d’approxi- 
mation auquel  on  est  parvenu , il  devenait  nécessaire  de  dé- 
montrer quelques  propriétés  des  fractions  continues)  c'est  ce 
que  nous  avons  fait  dans  le  trente- unième  chapitre  qui  ne 
se  trouvait  pas  dans  les  éditions  précédentes , en  nous  bor- 
nant cependant  aux  théorèmes  supposés  dans  le  précédent. 

Nous  avons  aussi  ajouté  le  trente-deuxième  chapitre  qui 
peut  servir  de  complément  au  vingt-huitième,  et  qui  a pour 
titre  : Moyen  abrégé  d’obtenir  un  nombre  plus  petit  que 
Ja  plus  petite  différence  entre  les  racines  d’une  équation.  Nous 
avons  montré  la  chose  sur  un  exemple  traité  dans  la  réso- 
lution numérique  des  équations. 

Le  trente-troisième  chapitre  est  encore  une  addition  : il  y est 
question  de  quelques  expédient  auxquels  on  peut  recourir  dans 
la  recherche  des  racines  réelles  entières  et  incommensurables 
des  équations.  Ce  chapitre  est  tout  entier  en  exemples.  A 
l’égard  des  racines  incommensurables,  on  calcule  d’abord  un 
ponibre  de  résultats  correspondans  aux  hypothèses  x=o  : =i , 
= a,  etc. , tel  cju’on  puisse  obtenir  des  différences  constantes 
au  moyen  desquelles  on  peut , par  de  simples  additions  et 
soustractions,  prolonger  indéfiniment  la  ligne  des  Résultats  dans 
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Iss  deux  sens  : alors,  par  un  examen  attentif  delà  marche  des 
résultats,  et  par  des  substitutions  intermédiaires,  au  défaut 
d’autres  données , on  découvr*  les  limites  de  chacune  des 
racines,  et  on  a encore  des  apperçus  sur  la  distance  de  la  racine 
a l'une  des  limites  : on  a donc  une  partie  de  la  racine  qu’il 
s’agit  d’évaluer  plus  exactement.  A cet  effet , on  emploie  la 
règle  de  fausse  position  qui  consiste  à faire  l'inconnue  x égale 
à la  plus  petite  substitution  p plus  le  résultat  correspondant 
•divisé  par  ce  résultat , moins  celui  qui  est  dû  à la  substitution 
p- f-i.  Cette  fraction  donne  généralement  une  première  ap- 
proximation qui,  dans  certains  cas,  est  assez  notable.  Au 
reste,  nous  avons  ainsi  trouvé,  avec  dix  décimales  exactes, 
la  racine  d’une  équation  du  cinquième  degré,  obtenue  autre- 
ment par  M.  Legendre  dans  sa  Trigonométrie.  Nous  ren- 
voyons pour  de  plus  amples  détails , au  chapitre  XV  de  la 
'Trigonométrie  de  Cagnoli , et  aux  Elémens  d’Xrithmetiqua 
universelle  par  Kramp. 

Le  chapitre  trente-quatrième  qtii  termine  l’ouvrage  et  la 
troisième  sous-divisioa  , m’a  paru  indispensable  comme  offrant 
des  caractères  d’après  lesquels  on  peut  reconnaître  le  nombre 
des  racines  positives  et  négatives  d’une  équation  qui  n’en  a 
que  de  réelles,  et,  en  général,  le  plus  grand  nombre  de 
* racines  tant  positives  que  négatives  d’une  équation,  et,. même 
dans  quelques  cas,  la  présence  des  racines  imaginaires.  Je 
démontre  dans  ce  chapitre  la  règle  des  signes , autrement 
dite  la  Règle  de  Descartes,  à la  suite  de  laquelle  je  place  une 
observation  de  M.  Lagrange  sur  l’ouvrage  de  M.  Budan,  que 
j’ai  déjà  cité  dans  les  différens  chapitres. 

Si  ce  Traité  est  beaucoup  plus  volumineux  que  tous  ceux 
dont  on  est  en  possession , c’est  que  non-seulement  il  renferme 
plusieurs  titres  qui  jusqu’ici  n’ont  pas  fait  partie  des  élémens , 
quoique  cependant  ils  ne  soient  pas  surabondans,  mais  encore 
un  grand  nombre  d’applications  qu’on  ne  peut  trop  multiplier , 
puisqu'elles  soi§t  les  véritables  interprètes  des  théories  , et  enfin 
des  méthodes  diverses  qui,  comme  je  l’ai  dit,  s’éclairent  mu- 
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tuellement,  et  dont  aucune  ne  peut  être  complètement  rem* 
placée  par  une  autre.  J’ose  donc  croire  qu’en  exigeant  de 
l’Elève  un  peu  pins  d’efforts  at  de  temps  , je  n’aurai  point  in- 
fructueusement agrandi  sa  tâche  ; car  il  ne  s’agit  pas  seule- 
ment de  le  mettre  en  état  de  satisfaire  aux  conditions  de  l’ad- 
mission , il  faut  encore  le  pourvoir  assez  abondamment  pour 
qu’jl  puisse  fournir  sans  peine  la  carrière  qui  va  s’ouvrir  devant 
lui.  S’il  est  vrai,  comme  on  ne  peut  en  douter,  que  l’esprit  sa 
fortifie  comme  le  corps  par  l’exercice , que  les  tentatives,  même 
infructueuses , ne  sont  jamais  en  pure  perte,  ce  qui  est  un  fait 
attesté  par  l’expérience , et  aussi  qu’on  sait  d'autant  mieux 
qu’on  sait  plus  , je  ne  vois  pas  qu’il  y ait  inconvénient  à ren- 
forcer les  livres  élémentaires,  et  à en  faire  en  quelque  sorte 
on  fonds  qui  ne  manque  jamais  à l’élève.  Les  changemens 
faits  dans  cette  troisième  édition , tels  que  la  suppression  de 
quelques  chapitres  renvoyés  dans  la  seconde  , et  le  transport 
de  quelques  théories  de  la  seconde  section  dans  celle-ci , ont 
eu  pour  objet  de  rendre  ce  volume  absolument  indépendant 
du  complément , et  suffisant  par  lui-même  aux  Elèves  qui 
veulent  s’en  tenir  aux  connaissances  en  Algèbre,  exigées  des 
Aspirans  à l'Ecole  Polytechnique. 
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D’ALGÈBRE. 


CHAPITRE  PREMIE 

Notions  préliminaires. 

1 . N E w T o N appelle  l’Algèbre  Arithmétique  universelle. 
Cette  dénomination  , dit  M.  Lagrange,  dans  la  Résolution  des 
Liquations  numériques  , est  exacte  à quelques  égards;  mais  elle 
ne  fait  pas  assez  connaître  la  véritable  différence  entre  l’Arith- 
métique et  l'Algèbre.  Le  caractère  essentiel  de  celle-ci,  consiste 
en  ce  que  les  résultat»  de  ses  opérations  ne  donnent  pas  les 
valeurs  individuelles  des  quantités  qu’on  cherche  , comme 
ceux  des  calculs  arithmétiques  ou  des  constructions  géomé- 
triques , mais  représentent  seulement  les  opérations  soit  arith- 
métiques , soit  géométriques  qu’il  faut  faire  sur  les  quantités 
données  pour  obtenir  les  valeurs  cherchées.  Ces  opérations 
ne  seront  effectuées  que  lorsqu’on  en  voudra  venir  à une  appli- 
cation spéciale. 

2.  Ces  généralités  paraîtront  abstraites  à ceux  qui  n’ont  pa* 
les  premières  notions  de  l’Algèbre,  car  cette  science  est  encore, 
plus  que  toute  autre , difficile  à résumer.  Pour  les  mettre  plu» 
à la  portée  des  commençans , et  leur  faire  mieux  sentir  la 
distinction  énoncée  entre  l’Algèbre  et  l’Arithmétique,  nous 
supposerons  qu’on  ait  à ajouter  les  trois  nombres  3 , 6 et  7;  on 
trouve  leur  somme  égale  à 16.  Ce  résultat  16,  pris  isolément. 
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ne  porte  aucune  empreinte  de  l’opération  qu'il  a fallu  fairepour 
l’obtenir , et  il  ne  rappelle  en  aucune  manière  les  nombres  sur 
lesquels  on  a opéré.  Un  tel  résultat  peut  venir  de  l'addition 
d’autres  nombres  que  3,  6 et  7 •,  il  peut  encore  être  donné  par 
toutes  les  opérations  de  l’Arithmétique  sur  certains  nombres. 

3. ->M4is  si  au  lien  de  fondre  en  quelque  sorte  ces  trois  nom- 
bres en  un  seul , en  consommant  l’addition,  on  n’avait  fait  qu’in- 
diquer le  calcul  à effectuer,  en  écrivant,  par  exemple, 3 plus  S 
piuS7,  on  aurait  lu  dans  cette  énonciation  du  résultat , et  l’opé- 
ration qu’dn  a faite  et  les  nombres  sur  lesquels  on  l’a  pratiquée  -, 
mais  à ce  mot  plus , emprunté  du  langage  ordinaire,  on  pouvait 
substituer  un  signe  abrégé , celui-ci,  par  exemple -f-,  pour 
rappeler  l’addition , et  alors  on  avait  cette  expression  briève  de 
la  somme 3 -f-  G -f-  7.  En  créant  ainsi  un  signe  particulier  pour 
noter  chaque  opération  de  l’Arithmétique , on  peut  représenter 
tous  les  résultats  au  moyen  des  nombres  donnés  et  des  signes 
convenus.  Les  opérations  qu’ils  rappellent,  peuvent  être  effec- 
tuées dans  un  ordre  quelconque. 

4.  Mais  en  passant  d’un  système  à un  autre  système  de  numé- 
ration , les  phrases  numériques  varient  pour  le  même  nombre. 
Pour  rendre  les  résultats  numériques  indépendans  detoute  con- 
vention faite  sur  le  module  arithmétique , on  a représenté  les 
nombres  par  des  caractères  généraux  tels  que  les  lettres  de  l’al- 
phabet ; ensorte  qu'on  énonce  de  la  manière  la  plus  générale  la 
somme  de  trois  nombres,  en  écrivant  a-f-b-f-c,  a,  b et  c étant 
des  symboles  de  nombres , sans  acception  d’aucun  système 
d’ Arithmétique,  et  ce  signe  -f-  rappelan  t l’opération  de  l’addition . 

5.  Viete  ayant  senti  que  les  raisonnemens  qui  servaient  à 
découvrir  la  série  d’opérations  à effectuer  sur  les  données  d’une 
question  , pouvaient  être  rendus  indépendans  de  ces  données  , 
e*  empêchant  celles-ci  de  se  mêler  et  de  se  fondre  , pour  ainsi 
dire,  les  unes  avec  les  autres  par  les  calculs  arithmétiques, 
étendit  à la  désignation  des  quantités  connues,  l’usage  des  lettres, 
adopté  , à ce  qu’il  paraît  avant  lui , pour  celle  des  nombres  in- 
connus seulement.  Cette  innovation  lit  faire  un  grand  pas  à la 
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science  , et  Descartes , par  sa  notation  des  exposans,  compléta 
l'ensemble  des  symboles  nécessaires  pour  exprimer  les  diverses 
relations  que  les  opérations  de  l'Arithmétique  établissent  entre 
les  nombres,  et  pourdonner  à chacun  de  ces  nombres,  une  espèce 
de  nom  auquel  on  attache  toutes  les  propriétés  dont  il  doit 
jouir  dans  l'état  de  la  question  ( Lacroix , Essai  sur  l Ensei- 
gnement, pag.  3 76). 

6.  Pour  rendre  plus  sensible  ce  que  nous  venons  de  dire,  sup- 
posons que  l’on  se  soit  proposé  de  partager  le  nombre  treize  en 
deux  parties  telles , que  la  première  surpasse  la  seconde  de  cinq 
unités.  Puisque  la  seconde  partie  est  «gale  à la  première  dimi- 
nuée de  cinq , les  parties  réunies  sont  égalés  ait  double  de  la 
première  diminuée  de.  cinq , ou  au  double  de  la  première  moine 
cinq;  mais  d'après  l'énoncé  de  la  question  , la  somme  de  ces  * 
deux ‘parties  est  égale  à treize;  retranchantdonccinqdu  double 

de  la  première  partie , on  aura  treize , et  par  conséquent  la  pre- 
•rnière  prise  deux  fois  est  égale  à treize  plus  cinq.  Cette  pardo 
est  donc  égale  à neuf,  et  la  seconde  est  égale  à quatre. 

7.  En  considérant  d'autres  nombres  que  treize  et  cinq,  on 
trouve  par  le  même  raisonnement,  les  deux  partiesdemandées; 
mais  pour  ne  pas  le  recommencer  à chaque  fois  que  l'on  con- 
sidère de  nouveaux  nombres  , on  a cherché  à exprimer  le  résul- 
tat final  d'une  manière  indépendante  de  leurs  valeurs.  A cet 
effet  on  a représenté , comme  nous  l'avons  déjà  dit , les  deux 
nombres  par  des  caractères  généraux  ; les  plus  simples  et 
ceux  qui  nous  sont  les  plus  familiers  , sont  ceux  de  l’alpha- 
bet. Soient  donc  a le  plus  grand  de  ces  deux  nombres , et 
b le  plus  petit  ; en  appliquant  à ces  caractères  les  raisonne- 
mens  que  nous  venons  de  faire  sur  les  nombres  treize  et  cinq  , 
on  trouve  aisément  que  la  première  partie  demandée  est  égale 
à la  moitié  de  la  somme  des  deux  nombres  a et  b.  Pour  indiquer 
cette  somme,  c’est-à-dire,  l'addition  des  nombres  a et  b, 
on  se  6ert,  d’après  la  convention  déjà  faite  , du  signe  -f-,  dont 
01}  fait  précéder  le  nombre  qu’on  veut  ajouter,  ou  qu’on  inter- 
pose eutre  ces  deux  nombres  eu  cette  manière  : a -f-  b : donc 
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est  l’expression  générale  de  la  première  partie  demandée. 

Quelles  que  soient  les  valeurs  numériques  que  l'on  assigne  aux 
lettres  a et  b , ou  que  doivent  représenter  ces  lettres  dans  une 
question  particulière , il  ne  s’agit  que  de  les  substituer  dans 
cette  expression,  pour  avoir  cette  première  partie. 

8.  Ces  expressions  générales  dont  la  précédente  n'est  qu’un 
exemple  très  -simple  , sont  un  des  plus  grands  avantages  de 
l’Algèbre  , parce  que  tout  problème  dont  l'énoncé  est  compris 
dans  l’énoncé  général  qui  a conduit  à cette  expression , est  résolu 
sur-le-champ , sans  qu’on  ait  besoin  de  reconSnencer  les  raisonne- 
vnenssouventtrès-compliquésquienontfait  découvrir  la  solution. 

9.  Unautre  avantage  de  l’Algèbre,  dit  M.  Laplace , avantage 
qu’elle  doit  à la  simplicité  de  son  langage , est  de  faire  apper- 
cevoir  très-facilement  certains  rapports  des  nombres.  Nousci- 
terons  en  preuve  cette  proposition  : Le  plus  grand  de  deux 
nombres  est  égal  à la  moitié  de  leur  somme  plus  la  moitié  de 
leur  différence.  L’identité  de  cet  énoncé  exige  une  assez  grande 
attention  pour  être  reconnue j mais  traduite  en  langage  algé- 
brique , elle  devient  évidente.  En  effet , soient  m le  plus  grand 
des  deux  nombres  et  n le  plus  petit , la  somme  sera  m + n. 
Pour  indiquer  la  différence  ou  l’excès  du  nombre  m,  qui  est 
supposé  le  plus  grand,  sur  le  nombre  71 , nous  adopterons  ce 
signe— *•  ( qu’on  prononce  moins  ) , dont  nous  ferons  précéder  le 
nombre  à soustraire , ensorte  que  m — n sera  la  traduction  ou 
l’abréviation  de  cette  phrase  : excès  dunombre  m sur  le  nombre 
n.  Il  s’agit  d’écrire  cette  relation  : le  nombre  m est  autant 

que  fILitl—  — — -.  On  sent  ici  le  besoin  d’un  nouveau  signe 

1 2 ü 

qui  exprime  la  relation  d'égalité , qui  tienne  lieu  de  : est  autant 
que , est  égal  à , et  on  est  convenu  de  se  servir  de  celui-ci  = , 
interposé  entre  les  phrases  algébriques  équivalentes , ensorte 
que  la  proposition  traduite  est 


m — - 


’ n _j_  m ' 
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Dan9  cette  égalité , 4a  vérité  de  l’énoncé  se  manifeste  avec 
évidence , car  à droite  du  signe  = se  trouve  le  nombre  ^ ajouté 
et  soustrait  ; il  reste  donc 

m m 

TTL^Z — 4“  —S  771. 

a a 

ro.  Non-seulement  l’Algèbre  donne  la  facilité  de  saisir  les 
rapports , mais  elle  réduit  les  raisonnemens  à des  opération* 
en  quelque  sorte  mécaniques.  Reprenons  le  problème  que  nou* 
nous  sommes  proposé  d’abord , et  qui  a pour  énoncé  : partager 
le  nombre  a en  deux  parties  telles,  que  la  première  suipasse  la 
seconde  de  b.  Nous  observerons  que  résoudre  une  question  , se 
réduit  à découvrir  un  nombre  inconnu  d’après  ses  relations  avec 
d’autres  nombres  donnés  ; qu 'ainsi  il  est  convenable  de  distin- 
guer les  quantités  connues  ou  données,  des  quantités  inconnues 
ou  cherchées  : à cet  effet,  on  est  convenu  de  représenter 
celles-là  par  les  premières  lettres  de  l’Alphabet , et  celles-ci 
parles  dernières  x,y , z,  etc.  Nommons  donc  x la  première  des 
deux  parties  dans  lesquelles  on  doit  partager  le  nombre  a , 
x — b sera  la  seconde  , d’après  l'énoncé  de  la  question;  mai» 
d’ailleurs  cette  somme  est  a : on  a donc  la  relation 

x -f-  x — 6 = a.. 

Cette  traduction  algébrique  de  la  question,  estnommée  équation  ; 
elle  est  Çjflnosée  de  deux  parties  séparées  par  le  signe  = , qu’où 
appelle  membres  de  l’équation;  chacun  d’eux  exprime  une  des 
phrases  équivalentes  dont  se  compose  l’énoncé.  Quoique  x soit  la 
représentation  d'un  nombre  inconnu , cependant  comme  x est 
un  nombre,  on  a cette  réduction  dans  le  premier  membre,  x + x 
qu’on  note  ainsi  : ax,  ou  le  double  de  ar;  ensorte  que  l’égalité 
précédente  se  transforme  dans  celle-ci  : 

acr — b — a. 

Cette  égalité  ne  sera  pas  troublée  ou  altérée  en  ajoutant  à 
chaque  membre  le  nombre  b,  et  alors  elle  devient 

a x — b-j-b  — a-{-b,  ou  ax—a-^-b. 


N 
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puisque  b-*- b est  zéro,  d’après  l’acception  des  signes,  et  l'éga- 
lité des  nombres.  On  peut  encore  multiplier  ou  diviser  les  deux 
membres  par  un  même  nombre,  sans  altérer  l’égalité.  Divisant 
donc  par  a les  deux  membres  de  la  précédente  , on  aura 
celle-ci 

a-\-b 


dans  laquelle  on  lit  que  le  nombre  cherché  est  égal  à la  moitié 
de  la  somme  des  deux  nombres  a et  b.  Ainsi  la  relation  entre 
les  nombres  connus  et  inconnus , réstant  la  même,  la  question 
est  généralement  résolue  pour  tous  les  nombres  a et  b . 

On  a donc  ici,  non  pas  la  valeur  numérique  de  la  quantité 
inconnue,  mais  le  système  d’opérations  à faire  sur  les  quantité» 
données  , pour  en  déduire,  d’après  les  conditions  du  problème, 
la  valeur  de  la  quantité  qu’on  cherche  -,  et  le  tableau  de  ces  opé- 
rations représentées  par  les  caractères  algébriques,  se  nomme 
une  formule.  C’est  ainsi,  par  exemple , que  si  l’on  dénote  par  a 
les  dixaines  d’un  nombre , et  par  b ses  unités , et  qu’on  adopte  ce 
signe  X pour  indiquer  la  multiplication  à faire  de  deux  nombres , 
on  a cette  composition  constante  d’un  quarré , ou  cette  formule , 

«Xa+îX«Xi  + iXi, 

ainsi  que  nous  l’avons  fait  voir  en  arithmétique.  Cette  phrase 
algébrique  est  une  énonciation  briève  des  règles  àJÉfme  pour 
passer  d’un  nombre  à son  carré. 

îi.  C’est  dans  la  suite  des  transformations  qu’on  fait  subir 
à la  traduction  immédiate  d’une  question , à l’elfet  de  la  rame- 
ner à la  forme 

x=N, 


ou  d’opérer  la  séparation  des  nombres  connus  et  inconnus,  que 
consiste  la  résolution  de  l’équation.  La  suite  d’opérations  , pour 
ainsi  dire  mécaniques , à effectuer  pour  en  venir  à cette  der- 
nière forme  , équivaut  à un  raisonnement  complet , et  les 
transformations  successives  dont  nous  venons  de  parler  , cor- 
respondent aux  différentes  formes  que  reçoit  la  proposition 
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énoncée.  Ainsi , lorsqu’on  s'est  procuré  une  expression  concis# 
de  l’énoncé  d’une  question , on  lui  fait  subir  une  suite  de  ré- 
ductions par  lesquelles  on  groupe  peu  à peu  toutes  les  données 
dans  un  seul  membre  , et  en  isole  dans  l’autre  la  représentation 
du  nombre  inconnu. 

12.  L’art  de  raisonner , dit  Condillac , se  réduit  à une  langue 
bien  faite  : l’Algèbre  est  une  langue  dont  la  grammaire  est  d’au- 
tant plus  simple,  que  les  signes  qu’elle  emploie  pour  fixer  les 
idées , sont  en  très-petit  nombre.  On  doit  donc  en  bien  fixer 
la  signification,  entrer  dans  les  plus  grands  détails  sur  les  pre- 
miers principes,  rappeler  souvent  l’attention  des  commençant 
sur  les  notions  premières,  et  faire  souvent  aussi  l’inventaire  des 
matériaux  qu’on  a mis  en  œuvre  ; il  faut  encore  donner  aux  ' 
démonstrations  la  forme  eyliogistiqu#  , afin  qu’en  rendant  vi- 
sible la  logique  qui  préside  à toutes  les  opérations , on  ne  s’ac- 
coutume pas  à réduire  l’Algèbre  au  mécanisme  du  calcul. 

13.  Cette  propriété  de  l’égalité  , évidente  par  elle-même  , 
de  n’être  pas  .altérée , lorsqu’on  opère  de  la  même  manière 
sur  les  deux  membres,  est  extrêmement  féconde  en  consé- 
quences; aussi  avons-nous  tiré  de  ce  fonds  toutes  les  ressources 
qu’il  offre  naturellement.  Mais  comme  la  valeur  du  nombru 
inconnu,  qui  est  la  réponse  à la  question,  est  toujours  exprimée, . 
ainsi  que  nous  l’avons  bien  fait  remarquer , au  moyen  d’opéra-  \ 
tions  à faire  sur  les  quantités  données  , nous  démontrerons  de 
suite  les  règles  de  l’addition  , soustraction  , multiplication  , 
division,  formation  de  puissances,  extraction  des  racines  de* 
nombres  et  des  quantités  littérales  ou  algébriques. 


« 4 
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CHAPITRE  IL 


Addition  et  Soustraction. 

l4-  D’APRÈS  l’acception  convenue  de  ce  signe-}- (3)  , la 
somme  des  deux  quantités  a et  b , sera  a + b.  Si  dans  tel  cas 
particulier,  a vaut  5 et  6 vaut7,  la  somme  effective  sera  5 + 7 
°»ia-  Maintenant  si  à la  somme  a + b on  veut  ajouter  a + b , 
on  aura  pour  nouvelle  somme  a + A+c  + b,  ou  plus  briève- 
ment s a + 2 b \ le  chiffre  2 qui  précède  les  lettres  a et  b indi- 
que le  nombre  de  fois  que  chacune  d’elles  est  répétée  dans  la 
comme  : on  le  nomme  coefficient.  Ces  réductions  2 a , ab  sont 
les  seules  parties  de  l’addition  proposée,  qu’on  puisse  effectuer, 
indépendamment  de  toute  valeur  numérique  des  lettresaetà. 
Pareillement  les  quantités  5c  + 3b  , ga  -f-  ac,  gb-j-3d , qu’on 
peut  déjà  regarder  comme  des  résultats  d’additions  , auront 
pour  somme  indiquée  5a  + 36  + 90+20+  96  + 3rf,  et  par 
une  réduction  analogue  à la  précédente,cette  somme  pourra  ètra 
exprimée  plus  brièvement,  ainsi  qu’il  suit  ; i4a+iaA+2o+3rf, 
les  nombres  14,  ta  > a,  3 étant  des  coefilciens  dont  nous  avons 
défini  l’acception  ci-dessus. 

i5.  Lorsqu’une  lettre  doit  avoir  l’unité  pour  coefficient , on 
est  convenu  de  sous-entendre  le  coefficient. 


eG.  Nous  n’avons  pas  écrit  le  signe  + en  avant  de  i4c  dan* 
la  somme  précédente  , parce  que  nous  n’avons  pas  à indiquer 
l’addition  de  14a  à une  quantité  précédente. 

17.  D’après  l’acception  convenue  du  signe — (9)  , la  sous- 
traction de  la  quantité  b de  la  quantité  a , sera  indiquée  par 
a— b.  Les  nombres  a et  b étant  donnés,  il  peut  arriver,  i°  , que 
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a soit  plus  grand  que  b , relation  qu’on  désigne  ainsi  : a > b , 
(ce  signe  >•  étant  ce  que  devient  celui-ci  — , lorsqu’on  in- 
cline les  parallèles  -,  on  place  du  côté  de  la  pointe , la  plus 
petite  des  deux  quantités  comparées  ) ; a° , que  a — b.  Dans 
ces  deux  cas,  la  soustraction  numérique  est  possible.  Mais  on 
peut  être  conduit  par  l’énoncé  d’une  question , ainsi  qu’on  le 
verra  dans  les  chapitres  suivans  et  particulièrement  (ch.  1 4 ) , 
à considérer  le  cas  de  a b,  et  alors  nous  Exerons  d’une  ma- 
nière plus  précise  les  idées  sur  ces  sortes  de  restes  : si  l’on  ima- 
gine qu’on  prenne  dans  b,  une  partie  = a , ce  qui  est  toujours 
possible  dans  l’hypothèse  présente  , on  aura  d’abord 

a — a — o, 

et  il  restera  à soustraire  l’excédant  de  b sur  a.  Quoique  la  sous- 
traction suppose  deux  nombres  , et  qu’ici  il  n'y  ait  que  le  nom- 
bre d,  on  pourra  néanmoins  le  noter  comme  nombre  à sous- 
traire , en  écrivant— d ; et  le  signe — rappellera  que  le  nombre  d 
doit  entrer  soustractivement  dans  toutes  les  combinaisons  dont 
il  fera  partie.  Qu’on  ait,  par  exemple,  à combiner  par  voie 
d’addition, — d avec  un  nombre  cj  on  aura  pour  somme  c — d, 
ce  qui  signiEe  que  le  nombre  d doit  être  retranché  du 
nombre  r. 

En  effet,  il  revient  au  même  de  retrancher  b den-4-c,  ou 
de  retrancher  de  a une  partie  de  b égale  à a , et  d’ôter  le  sur- 
plus de  c.  Par  exemple  , que  de  la  somme  3 -f-  5 on  ait  à 
retrancher  7 , on  anra  3-f5 — 7 ou  8 — 7 = 1,  ou  0 — 7= — 4> 
puis  5 — 4— 1 i ou  enfin  5 — 7= — a,  puis 3 — a 

1 8.  Ainsi  ajouter  à a la  quantité  — b,  ou  retrancher  b de  a, 
revient  numériquement  au  même  : ajouter  , en  algèbre  , une 
quantité  à une  autre  , c’est,  à proprement  parler,  écrire  -la 
première  quantité  précédée  de  son  signe  à la  suite  de  la  se- 
conde. Reste  ensuite  à effectuer  les  opérations  rappelées  par 
les  signes  , lorsque  les  valeurs  numériques  des  lettres  sont 
données. 

Au  lieu  de  ab , on  pourrait  écrire  — b -f-  a , parce  que  de 
quelque  manière  que  la  soustraction  soit  indiquée , le  résultat 


*o 


) 
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est  numériquement  le  même  j mais  alors  il  faut  écrire  le  signe — 
en  avant  de  b , quoique  cette  quantité  soit  la  première.  Nous 
observerons  que  dans  l'addition  de  deux  nombres  a et  b , il  est 
indifférent  d’ajouter  b à a ou  a à b , mais  que  dans  la  sous- 
traction entre  les  mêmes  nombres,  on  ne  peut  plus  prendre 
a — b au  lieu  de  b — a,  et  vice  venu. 

ig.  Qu’on  ait  à ajouter  les  quatre  résultats 

(1) 5a-+-3i — /\c. 

(a) aa — 5i -j-  6c  -f  zd 

(3)  a — 4b — ac-f-3e 

(4)  y a -4-  4b — 3c — Se 

d'additions  et  de  soustractions  déjà  faites  sur  les  lettres  a,  b , 
c , d,  e : on  pourra  d’abord  indiquer  la  somme  de  toutes  les 
quantités  précédées  du  signe  -f-,  puis  celle  des  quantités  affec- 
tées du  signe—,  et  écrire  la  seconde  à la  suite  de  la  première  , 
ensorte  que  l’une  sera  diminuée  de  l’autre  ; ou  bien  encore  , oa 
pourra  «écrire  , l'une  à la  suite  de  l’autre , les  lignes  numé- 
rotées (i)  , (a)  , (3)  et  (4)  , ce  qui  donnera 

somme  = 5a -f-3i — 4c-f~2a — 5Z>— t—  6c  -f  ad  + a — 4^ — 2C 
-f-3e+7Œ  4~4^ — 3c — Se. 

Faisant  maintenant  la  réduction , c'est-à-dire  , effectuant  toutes 
les  additions  possibles , celles  qui  sont  indépendantes  des  valeurs 
numériqu  es  des  lettres  , on  trou  ve  1 5a  ; y b d’une  part , et  — g b 
de  l’autre  , ce  qui  fait  — ai  ; — gc  d’une  part,  et  -f-  6c  de 
l’autre , ceajui  donne  — 3c  ; enfin  a d et  — 3e.  La  somme  ré- 
duite est  donc 

1 5a — ai  — 3c  -+-  ad  — 3e. 

On  doit  pratiquer  cette  réduction  lorsqu’il  y a lieu,  afin  d'abré- 
ger les  résultats  , et  d’en  rendre  conséquemment  l’évaluation 
numérique  plus  facile. 

ao.  Les  élémens  ou  parties  d’un  résultat,  séparés  entre  eux 
par  les  signes -f-  et  — , sont  appelés  ternies  ou  monomes.  La 
collection  de  deux  termes , est  dite  binôme,  de  trois  termes , est 
dite  trinôme,  de  quatre  termes,  quadrinome , et  ainsi  de  suite.  ^ 
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^ ai.  La  collection  d’un  nombre  non  défini  de  termes  ou  de 

. monomes , est  dite  ' polynôme . 

2a.  L'addition  d’un  nombre  quelconque  de  polynômes  se 
fait  donc  en  écrivant  les  termes  des  polynômes , les  uns  à 
la  suite  des  autres  , avec  les  signes  qui  les  affectent  ; ces  termes 
peuvent  d'ailleurs  être  placés  dans  un  ordre  quelconque.  On 
pratique  ensuite  la  réduction,  quand  il  y a lieu . 

b3.  Supposons  que  de  !a  quantité  a on  ait  à retrancher  c — b ; 
on  déterminera  le  reste  en  quantité  et  en  signe  , d’après  la 
condition  à laquelle  doit  satisfaire  tout  reste  de  soustraction  , 
qu'ajouté  à ce  qu’on  retranche , la  somme  soit  la  quantité  de 
laquelle  on  retranche.  On  a donc  a — c-+-  b pour  résultat, 
puisque 

a — c-j-è+o — b — a. 

Ainsi  retrancher  une  quantité  d’une  autre  , c’est  écrire  la 
quantité  retranchée  après  en  avoir  changé  les  signes , à la  suite 
de  celle  dont  il  faut  la  retrancher. 

a 4.  Autrement  on  peut  écrire,  d’après  M.  Laplace  , 


a = a+^ — b (5) 

a — c —a  — c-f-6 — b (6); 


ensorte  que  si  de  a on  doit  retrancher  -J-  b ou  — b,  ou  , 
ce  qui  revient  au  même  , si  dans  a on  doit  supprimer  -{-  b , 
ou  — b , le  reste,  d’après  la  transformation  (5),  doit  être  a — b 
dans  le  premier  cas,  et  a-^-b  dans  le  second.  Si  de  a — c on 
doit  ôter  -f-  b ou  — b,  il  reste  d’après  (S)  a — c— -b  , ou 
a — c-f-  b. 

a5.  Ce  que  nous  venons  de  dire  deviendra  plus  sensible  encore 
au  moyen  de  la  considération*jui  suit  : 

8 -4=4; 

qu’on  ôte  ou  qu’on  supprime  la  diminution  — 4 • on  repassera 
de  8 — 4 à 8 , c’est-à-dire  qu’au  nombre  4 on  aura  véritable- 
ment ajouté  4'  > 
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26.  Ainsi,  retrancher  un  nombre  déjà  pris  sous  le  signe  — 
revient  à ajouter  ce  nombre  ; c'est  ce  qu’on  peut  encore  faire 
voir  comme  il  suit.  Si  de  a on  doit  retrancher  c — b,  on  a pour 
reste  a — c+i,  ou  a + b — cj  mais  si,  par  hypothèse, 
c — b = — d , parce  que  b excède  c de  d,  réciproquement 
b — c = d,  ensorte  que  pour  retrancher  — d d en,  il  faut 
écrire  a-\-d. 

uj.  Le  premier  raisonnement  s’applique  avec  succès  aux 
polynômes  : pour  en  donner  un  exemple,  supposons  que  de 

6a  — 3 b + 4e (7) 

on  ait  à retrancher 


5a — 5ù-f-6c (8) 

en  désignant  le  reste  par  R,  on  doit  avoir  l’égalité 

R + 5a  — 5b-\-Gc—6a — 3 ù-{-  4e  : 

laquelle  ne  sera  pas  altérée  (i3)  en  retranchant  5a  de  part  et 
d’autre  , ajoutant  5 b et  retranchant  6 c ; d’où  il  résulte 

R — 6 a — 5b  -f-  4c  — 5a -f-  5 b — Gc  = a-f-  ab — ac. 

Mais  la  règle  sera  plus  facile  à déduire  en  mettant  le  polynôme 
(7)  sous  la  forme  • 

6a  — 3b-i~4c  — 5b~f-6c — 5a  -f-5 b — 6c. . .(9); 


car  retrancher  5à  — 5è-+-6c  , se  réduit  à effacer  dans  (9)  le 
polynôme  qui  en  fait  partie.  Il  est  alors  évident  qu’on  aura 
pour  reste 

ü = 6a  — 3i  + 4e  “ 5a  + 5ù  — 6c , 


«t  après  les  réductions 


* 


/?  = a + 2Ù  — ac. 


a8.  Ainsi  pour  soustraire  un  polynôme  d'un  autre , il  faut 
changer  les  signes  du  premier  ; l’écrire  à la  suite  du  second  , 
puis  pratiquer  les  réductions. 


m 
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*9.  Les  termes  précédés  du  signe  + , sont  dits  additifs  ou 
positifs  ; ceux  qui  le  sont  du  signe  — , se  nomment  soustractifs 
ou  négatifs.  Nous  ferons  remarquer  qu’il  n’en  est  pas  , en  Al- 
gèbre, comme  en  Arithmétique , où  soustraire  est  toujours 
diminuer,  tandis  qu’ipi  le  reste  est  souvent  plus  grand  que  la 
quantité  retranchée  ; en  effet,  que  de  la  on  ait  à retrancher 
3 — 11 , on  aura , d’après  la  règle,  ce  reste  la  — 3 •+•  11 , ou 
I3-+-  11  — 3 = ao,  nombre  plus  grand  que  1 a . Cela  tient  à ce 
qu’une  quantité  n’a  que  deux  manières  d’être  : si  son  état  change 
deux  fois  de  suite , elle  repasse  à 1* état  primitif.  Si  cette  consi- 
dération paraît  abstraite , on  s’en  tiendra  au  fait  algébrique 
démontré  plus  haut. 


# 


♦ 
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CHAPITRE  III. 


De  la  Multiplication. 

g0.  Jja  multiplication  est , en  Algèbre  comme  en  Arithmé- 
tique , une  modification  que  reçoit  l’opération  de  l’addition  , 
lorsque  les  quantités  qu'on  ajoute  , sont  toutes  les  mêmes. 

3i.  Le  résultat  de  la  répétition  de  a,  autant^de  fois  qu’il  est 
marqué  par  b , ne  peut  que  s’indiquer,  sauf  à l’effectuer  lors- 
que les  nombres  a et  b sont  connus.  Il  y a donc  nécessité  de 
créer  un  nouveau  signe  pour  cette  nouvelle  opération  : on  est 
déjà  convenu  (10)  d’employer  celui-ci  X>  qu’on  interpose 
entre  les  quantités  à multiplier  : ainsi  b X a,  veut  dire  b fois  a, 
ce  qui  n’est,  à proprement  parler  , que  la  réduction  de 
c_j_a_f-a+a-f-etc. , la  lettre  a étant  écrite  b fois.  Souvent  on 
emploie  le  point  au  lieu  du  signe  X , et  on  écrit  b. a , ou  bien 
encore  on  écrit  simplement  ba , ce  qui  ne  peut  faire  équi- 
voque,puisque  dansl'addition  ou  la  soustraction,  les  deux  termes 
eont  séparés  par  les  signes-!-  ou — . Si  l’on  doit  multiplier  par  c 
le  produit  ai  , on  écrit  nX&Xc,  ou  a.b.c,  ou  abc , et  ainsi 
de  suite,  quel  que  soit  le  nombre  des  lettres  facteurs.  Ici 
a , b , c , etc.  , sont  des  quantités  absolues  , c’est-à-dire , des 
quantités  qui  ne  portent  pas  de  signes,  ou  qui  ne  sont  pas 
engagées  avec  d'autres  quantités  par  voie  d'addition  ou  de 
soustraction. 

3a.  Si  les  lettres  facteurs  sont  les  mêmes , le  produit  est 
ca  aaa,  aaaa , etc.,  d’après  la  notation  la  plus  simple  : 
dans  ce  cas,  pour  abréger  l’écriture  et  la  lecture  de  ces  pro- 
duits, on  est  convenu  de  n’écrire  qu’une  seule  fois  la  lettre  a,  et 
d’indiquer  par  un  chiffre  placé  au-dessus  et  à droite*  le  nombre 


Digitized  by  Google 


D’ilGÈBRE,  iS 

de  fois  qu’elle  est  facteur.  Ainsi  les  produits  précédens  s’écri- 
ront comme  il  suit  : aa,  à1,  a4,  etc.  ; enfin  am  si  la  lettre  a est 
m fois  f^teur  , m étant , bien  entendu  , un  nombre  entier  et 
positif. 

33.  Ces  chiffres  a , 3 m sont  nommés  exposons  : il 

ne  faut  pas  les  confondre  avec  les  coefficiens  dont  l’origine  et 
l’acception  sont  bien  différentes.  En  effet  , si  a vaut  i o , aa  vaut 
100,  et  a a valent  ao.  Cette  quantité  am  se  nomme  expo- 
nentielle. 

3 4-  Les  dénominations  de  carré , de  cube  , employées  dans 
l’Arithmétique , conviennent  à ces  produits  a*,  a3,  et  on  appelle 

puissances  4%  5' mUm“  les  produits  a4,  a.3 am.  La 

quantité  a est  dite  racine  carrée  de  a* , cubique  de  a 3 , 4“  de 
c4 mim‘  de  am.  * 

35.  Toute  lettre  qui  ne  porte  pas  d'exposant,  est  censée 
avoir  l’exposant  x , puisqu’une  lettre  est  toujours  une  fois 
facteur. 

36.  De  la  manière  dont  les  exposans  s’introduisent  dans  le 
calcul,  ori  peut  déduire  que  , pour  multiplier  a’  parc3,  il  faut 
écrire  une  seule  fois  la  lettre  a , et  lui  donner  pour  exposant 
la  somme  a -f-  3 des  exposans  des  facteurs.  En  glréral , le 
produit  am  par  c*  , m et  n étant  toujours  des  nombres  en- 
tiers positifs,  est  a"1'4"’’.  En  effet,  a™  est  l’abréviation  de  a fac- 
teur m fois,  et  an  celle  de  a facteur  n fois;  donc  , dans  le 
produit,  d’après  la  règle  de  la  multiplication  des  lettres,  a est 
m-f-  n fois  facteur  , et  d’après  cela , on  a cette  égalité" 

«mX»'  = a.™** (î). 

Ainsi  le  produit  de  a%b3c  par  a3bcad  sera  a‘&4cV. 

37.  La  pratique  de  la  multiplication  desquantiiés  raonomes, 
se  réduit  donc  , pour  les  lettres  non  communes  , à les  écrire 
les  unes  à la  suite  des  autres  ; et  pour  les  lettres  communes  , 
à n’écrire  chacune  d'elles  qu’une  fois  , en  lui  donnant  pour 
exposant  la  somme  des  exposans  de  la  même  lettre  dans  les 
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facteurs.  Réciproquement  , l' exponentielle  pourra  être 

remplacée  par  am  X an. 

58.  Tenons  maintenant  compte  des  coefliciens , et  supposons 
qu’on  ait  à multiplier  8 a?bc  par  oabm  : en  prenant  abm  pour 
multiplicateur  , le  produit  8 a]b*cm  ne  sera  que  le  tiers  du  véri- 
table ; il  faudra  donc  le  prendre  trois  fois  , ce  qui  donnera 
afadb'cm , dont  le  coefficient  24  est  le  produit  des  coefficiens 
des  facteurs. 

Donc  le  coefficient  d'un  produit , est  le  produit  des  coefficiens 
des  facteurs. 

3g.  Passons  à la  multiplication  d'un  binôme  par  un  monome. 

Soit  a-\-b  à.  multiplier  par  c : en  répétant  a autant  de  fois 
qu’il  est  indiqué  par  c , ce  qui  donne  ca , on  a un  produit 
trop  petit  de  celui  de  b par  c , qui  est  cb  ; il  faut  donc  aug- 
menter ca  de  cb , ce  qui  donne  pour  produit  cherché  ca-\-cb , 
où  le  terme  -f-  cb  est  dû  à la  multiplication  de  -f-  b par  c. 

Soit , en  second  lieu  , c à multiplier  par  a b : par  un  rai- 
sonnement semblable  au  précédent , on  trouvera  pour  produit 
ac  -f-ic,  le  même  que  le  précédent , et  dans  lequel  le  terme 
bc  est  dû  à la  multiplication  de  c par  -f-  b.  » 

Soit,#en  troisième  lieu,  le  binôme  a — b à multiplier 
par  c : en  répétant  a autant  de  fois  qu'il  est  indiqué  par  c,  ce 
qui  .donne  ac  , on  a un  produit  trop  grand  de  bc  , puisqu’en 
répétant  c fois  a,  on  prend  c fois  trop  la  lettre  b : il  faut  donc 
diminuer  ac  de  bc  , ensorteque  le  véritable  produit  estoc — bc. 
Qu’on  ait,  par  exemple,  7 — 2 à multiplier  par  4,  ou  à répéter 
4 fois , on  dira  : 7 X 4 ou  est  trop  grand  de  2 X 4 ou  de  8 j 
donc  le  vrai  produit  sera  le  premier  diminué  du  second , ou 
28 — 8,  c’est-à-dire  20.  En  effet  7 — 2,  ou  5 multiplié  par 
4 donne  20.  Le  terme  — bc  du  produit,  est  le  produit  de — b 
par  c. 

On  trouverait , par  le  même  raisonnement,  que  le  produit 
de  c par  a— b,  doit  êtreerc — bc  , le  même  que  le  précédent, 
et  dans  lequel  le  terme  — bc  est  le  produit  de  r par 

Venons  à la  multiplication  de  deux  binômes. 

Soit 
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Soit  d’abord  a -f-  b à multiplier  par  c-f-d  : a-f-b  pris  cfoi* 
est  ca-\-cb , comme  on  le  sait  déjà  ; mais  ce  produit  est  trop 
petit  du  binôme  a -f-  b répété  d fois,  il  faut  donc  lui  ajouter 
da  -f-  db , et  on  aura  pour  le  produit  cherché  ca+cb-\-da-+db> 
dans  lequel  le  terme  + db  vient  de  la  multiplication  de  b 
par  +■  d. 

Supposons  qu’on  ait  a b à multiplier  par  c — d ; le  pro- 
duit de  a -h  b par  c , c’est-à-dire , ca+cb  , sera  trop  grand 
de  celui  de  a-f-  b par  d qui  est  da  + db  -,  on  aura  donc  pour 
véritable  produit  ca  -f-  cb — da  — db , où  le  terme — db  est  U 
produit  de  ■+-  b par  — d : en  multipliant  c — d par  a-\-b,  on 
reconnaîtra  que  — bd  est  le  produit  de  — d par  -f-b. 

Soit  enfin  a — b à multiplier  par  c — d : on  multipliera  par  c, 
mais  alors  le  produit  sera  trop  grand  de  a — b par  d , puisque 
le  multiplicateur  c est  trop  grand  de  d ; il  faudra  donc  du  pre- 
mier produit  ac — bc  retrancher  le  second  ad — bd , et  la  dif- 
férence sera  (28)  ac — bc — ad-\-bd.  Ici  le  terme  + bd 
résulte  de  — h par  — d. 

Donc , en  général , si  les  deux  termes  quon  multiplie,  ont 
des  signes  différsns  , le  produit  doit  être  précédé  du  signe  — , 
et  s’ils  ont  le  même  signe,  le  produit  est  ajjeclé  du  signe +. 

4°  Nous  donnerons  de  cette  règle  une  autre  démonstra- 
tion due  à M.  Laplace. 

Soit  a — a à multiplier  par  b,  ou  à répéter  autant  de  fois 
qu  il  est  indiqué  par  le  nombre  absolu  b ; le  multiplicande  étant 
zéro,  le  produit  doit  être  zéro;  or  le  premier  terme  de  ce 
produit  est  ab , le  second  sera  donc  — ab , d’où  résulte  cetto 
conclusion 

— sX  b =ss  — « ab. . . .(1). 

Qu  il  s’agisse  démultiplier  ]£  nombre  absolu  a par  b — b 
ou  par  zéro,  on  aura  pour  premier  terme  du  produit  ab\  mai* 
ce  produit  doit  être  nul , donc  le  second  terme  6era  — ab  , 
ensorte  que 

aX  — 4=' — db,..,  (2). 

vSi  l’on  multiplie  c-j-apar6 — b ou  par  zéro , la  première 
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partie  du  produit , ou  c + a par  b étant , d’après  oe  qu’on 
vient.de  démontrer,  èc+  ba,  la  seconde  sera  nécessairement 

— bc — ba,  conséquemment 

-4-  a X — b = — ab . . . . (3)^ 

•En  partant  de  i — 6 par  c + a,  on  serait  amené  à cette 
conclusion 

— b X + a=  — ab.  (4). 

Enfin , si  l'on  multiplie  c — a par  b — b ou  par  zéro,  la  pre- 
mière partie  du  produit  étant  bc — ba , comme  on  le  sait,  la 
seconde  sera  nécessairement  — bc-\-ba\  conséquemment 

— a X — ô =+cZ>. . . .(5). 

Les  résultats  (i)  , (a),  (3),  (4)  et  (5)  nous  ramènent  aux 
règles  déjà  trouvées. 

4 1 . On  retiendra  donc  ces  conclusions  des  raisonnemens  pré— 
cédens  , savoir  : 

4-«X4~b=4-ai  ; — aX+^— — °b  +«X — b— — ab  ; 

— aX — b —-{-ab 

et  on  observera  surtout  que  ces  règles  n’ont  pas  été  démontrées 
directement  sur  les  facteurs  isolés  a,  -f -b,  — a , — b. 
Cependant  on  peut  avoir  à multiplier  une  quantité  soustractive 
par  une  quantité  absolue , ou  deux  quantités  soustractives 
l’une  par  l’autre,  ainsi  qu’on  le  verra  (chap.  V ). 

4a.  En  suivant  les  règles  précédemment  établies  à l’égard 
des  lettres , des  coefliciens , des  exposans  et  des  signes , on 
pourra  multiplier  un  monome  par  un  monome,  un  polynôme 
par  un  monome,  et  enfin  deux  polynômes  l'un  par  l'autre. 

43.  Nous  supposerons  qu’on  ait  le  polynôme 

3£l4__36a3 — 5ôaaI‘-t-è!a  à multiplier  par  le  monome  a3.  Dési- 
gnant— 3 ba3 — 5 b~a%-{- b3a  jpr  M , cette  multiplication  se 
réduira  à celle  de  au*  4-  M par  a ? , produit  qu’on  sait  faire  et 
qui  est  2a7  -+•  Ma3  ; mais  Ma 3 est  le  produit  indiqué  de 

— 3 ba3 — Sb^a1  4-  bsa  par  a1.  Qu’on  représente  encore 
— 56“aa4-  b3a  par  N , et  on  aura  à multiplier  — Sba^+  N 
par  u1,  ce  qui  fait  — 3ia6  4- A Xa3.  On  sait  faire  le  produit 


Digitized  by  Google 


D*  A L G È B R I.  > 19 

de  N par  a? , qui  est  —5 b,,a5-\-b3ai.  Le  produit  demandé 
est  donc  aa7 — 3 ba6 — 5é*a5-f-A3a*.  En  résumant  l’opération 
précédente , on  voit  qu’0/1  a multiplié  chacun  des  termes  dit 
polynôme  multiplicande , par  le  monome  multiplicateur. 

44 ■ Passons  au  cas  d’un  polynôme  à multiplier  par  un  polynôme,' 
et  soit  2a1 — 3in5— 5i*aa  à multiplier  par  a3 — 2 ba‘-+-3b*a  , et 
représentons  — aba‘  -f  3h“c  par  Ar.  Au  produit  du  multiplicande 
par  a3,  qu’on  sait  faire , il  faut  ajouter  celui  du  même  multipli- 
cande parla  lettre  N,  ou  par — uba'-\-3b^a  -,  mais  pour  obtenir 
celui-ci  , il  faut  augmenter  le  produit  du  multiplicande  par 
— 3 de  celui  du  même  multiplicande  par  3 b*a. 

On  étendra  facilement  ce  raisonnement  à de»  polynôme» 
composés  d’un  nombre  quelconque  de  termes , et  l’on  en  dé- 
duira la  règle  suivante  : Pour  faire  le  produit  de  deux  facteurs 
'polynômes , il  faut  multiplier  le  multiplicande  successivement 
par  chacun  des  termes  du  multiplicateur , et  ajouter  les  produits 
partiels,  c est-à-dire , faire  toutes  les  additions  possibles  , ou 
les  réductions. 

\ A 

Si  on  ne  veut  qu’indiquer  la  multiplication  précédente , 
on  écrit  chacun  des  facteurs  entre  deux  crochets , en  cette 
manière  : 

(2 a* — Zba3 — 5 b'a1')  (a3—  aia’-f-36*a) 

pour  dire  que  ces  deux  polynômes  doivent  être  multiplié* 
entre  eux. 

45.  La  multiplication  faite  , on  doit  ajouter  tousles  produits 
partiels  pour  avoir  le  produit  total  ; mais  cette  addition  ne  peut 
qu’être  indiquée,  si  ce  n’est  à l’égard  des  termes  semblables,  et  on 
entend  par  là  ceux  qui  renferment  les  mêmes  lettres , facteur» 
chacune  le  même  nombre  de  fois,  ou  les  mêmes  lettre*  sous  le* 
mêmes  exposans  , les  coelliciens  et  les  signe»  n’entrant  pour 
rien  dans  la  similitude.  Ces  termes  considérés , abstraction  faite 
des  signes  et  des  coelliciens,  sont  effectivement  les  seuls  qui  don- 
nent numériquement  le  même  résultat , quelques  valeurs  qu’on 
attribue  aux  lettres , et , par  la  réduction , on  fait  d’avance  cetta 
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partie  de  la  somme  qui  ne  change  pas  de  forme  , quelles  que 
soient  les  valeurs  numériques  des  lettres.  Ainsi,  par  exemple, 
— 56a5  + 6Z>a5+ia5=:2Z>a5  pour  tous  les  nombres  substitués 
aux  lettres  a et  b.  Cette  réduction  doit  être  pratiquée,  s’il  y a 
lieu,  après  chaque  opération. 

46-  Donnons  un  exemple  de  multiplication. 


Multiplicande aai—r-3ba<—5b'1a:‘ 

Multiplicateur a? — a ba^f-Zb^a 


1er  produit  partiel. . . 2a7 — 3 ba? — 5 b'a? 

3* — 4ba6-t-Sb*ai-)-loiï>ai 

3e +6è“a5—  i5Z^aJ 

Produit  total  ....  = sa7 — 'ybaB-\-jbta5-{-  A'e* — 1 5 b*a3. 


On  trouvera  dans  le  tableau  annexé  à la  page  3a  , des 
exemples  de  la  multiplication , que  l’élève  fera  bien  de  répéter 
pour  se  familiariser  avec  l’application  des  règles  précédemment 
démontrées. 

47.  Comme  on  distingue  les  puissances  par  le  nombre  de 
facteurs  égaux  qui  entrent  dans  leur  formation  (34)  , on  dis- 
tingue aussi  les  produits  par  le  nombre  de  tous  les  facteurs  tant 
«égaux  qu'inégaux  qui  les  composent  : le  produit  cf  Pc  , par 
exemple  , qui  renferme  6 facteurs  simples  égaux  et  inégaux, 
sera  dit  du  sixième  degré , celui-ci , a.7 b* c sera  dit  du  dixième 
degré , et  en  général  ce  que  nous  nommons  degré  d'un  produit , 
sera  le  nombre  de  tous  les  facteurs  de  ce  produit.  Il  résulte  de* 
règles  précédemment  établies , que  si  tous  les  termes  du  multi- 
plicande sont  , par  exemple  , du  quatrième  degré , et  ceux  du 
multiplicateur  du  troisième,  chacun  des  termes  du  produit,  sera 
du  degi'é  4+3,  ou  du  septième  degré.  De  tels  polynômes  dont 
tous  les  termes  sont  d’un  même  degré,  sont  dits  homogènes. 
Ainsi  quand  deux  facteurs  sont  homogènes , le  produit  l'est 
aussi.  Cette  remarque  qu’il  ne  faut  pas  oublier , sert  à faira 
découvrir,  à la  seule  inspection,  les  erreurs  du  produit,  qui 
viennent  de  l'oubli  de  quelques-uns  des  facteuisdans  les  multi- 
plications partielles. 
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D’i.  L a È B R e;  « 

4?.  Si  l’on  doit  multiplier  Mf-N  par  M — N,  opération 
qn’on  indique  de  cette  manière  (M- \-N)  ( M — N)  , en  écri- 
vant entre  des  parenthèses  les  facteurs  du  produit  (44)  > oa 
trouve  ce  résultat 


(M  + N)(M-N)=M'+MN  1 


M et  N représentant  des  quantités  et  polynômes  quelconques. 

Ainsi  la  somme  de  deux  quantités  ou  de  fieux  polynômes  , 
multipliée  par  leur  différence , donne  la  différence  des  carrés  , 
en  observant  de  prendre  avec  le  signe  — celui  des  deux  carrés 
dont  la  racine  est  retranchée. 

Qu’on  pose  M = a3 , et  N— b',  on  aura  à effectuer  cett» 
multiplication  ' 

a3  + P 
a3—  P 

a 6 -f -a3P 
—a3  P— P 

p roduit r=a6  — bf  ; 


où  a6  est  le  carré  de  a3  , et  i6Helui  de  P,  et  ce  dernier  quarré 
est  retranché  du  premier. 

Réciproquement,  la  différence  de  deux  carrés}/!1 — N*,  peut 
se  mettre  sous  la  forme  (M  -f-  N)  (M — N). 

Ce  résultat  est  une  formule  qu’il  faut  retenir. 
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CHAPITRE  IV. 

De  la  Division. 

T r' 

4g.  JÜ  A division  algébrique  a le  même  objet  que  la  division 
numérique  : elle  résout  encore  cette  question  : Etant  donnés 
un  produit  et  l'un  des  facteurs , trouver  l'autre  facteur. 

50.  II  peut  arriver,  i°.  que  le  dividende  et  le  diviseur  soient 
des  monomes;  a°.  que  le  dividende  seul  soit  un  polynôme; 
3*.  que  le  dividende  et  le  diviseur  soient  des  polynômes. 

51.  Nous  considérerons  d’abord  la  division  algébrique  dans 
le  premier  cas,  et  alors  il  faudra , cette  foi*  pour  toutes,  avoir 
égard  aux  signes , aux  coefliciens , aux  lettres  et  aux  exposans. 

5a.  Occupons-nous  d’abord  des  signes  : de  ce  que  le  produit 
du  diviseur  par  le  quotient  doiLêtre  le  dividende , il  suit  de  ce 
qui  a été'démontré  (3g  , 4°>  40  > que  lorsque  le  dividende  et  le 
diviseur  ont  même  signe  , le  produit  doit  avoir  le  signe  et 
que  lorsqu’ils  ont  des  signes  différens  , ce  produit  doit  avoir  le 
signe — . 

D’ailleurs  diviser  une  quantité  soustractive  par  une  quantité 
absolue  , c’est  prendre  , par  exemple , le  tiers,  le  quart , le  cin- 
quième, etc.  de  laquantitésoustractive  ; le  résultat  est  doncsous- 
tractif  : ainsi  le  quotient  de  — 8 par4  est — a.  Diviser  une  quan- 
tité absolue  par  une  quantité  soustractive , c’est  prendre  de 
celle-là  la  moitié,  le  tiers  , le  quart  soustractivemant.  D’après 
cette  notion  , 4 divisé  par  t—  2 , donne  le  quotient  — 2.  Enfin 
le  quotient  de  deux  quantités  soustractives , est  évidemment 
-le  même  que  celui  des  deux  mêmes  quantités  regardées 
comme  absolues  ou  considérées  abstraction  faite  des  signes  : 
ainsi  — 8 contient  — 4 autant  de  fois  que  8 contient  4- 
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53.  Le  coefficient  du  quotient  doit  être  le  quotient  de  celui 
du  dividende , divisé  par  le  coefficient  du  diviseur , ce  qui  ré- 
sulte de  ce  que  le  coefficient  d’un  produit  est  le  prodûit  des 
coefficiens  des  facteurs  (38). 

Les  lettres  du  quotient  doivent  être  celles  du  dividende  , non 
communes  au  diviseur,  quand  toutes  les  lettres  du  diviseur  le 
sont  au  dividende  : par  exemple  , le  produit  abc,  divisé  par  ab , 
donne  c pour  quotient , parce  que  le  produit  de  ab  par  c est 
abc.  Lorsque  le  diviseur  renferme  en  outre  des  lettres  non 
communes  au  dividende , alors  la  division  ne  peut  plus  être 
qu’indiquée , et  le  quotient  s’écrit  sous  la  forme  de  fraction  dont 
le  numérateur  est  le  produit  de  toutes  les  lettres  du  dividende  , 
non  communes  au  diviseur,  et  le  dénominateur  celui  de  toutes 
les  lettres  du  diviseur  non  communes  au  dividende  : ainsi  abc 

divisé  par  amb  dorme  pour  quotient  — , en  observant  qu’on 

peut  supprimer  tant  au  dividende  qu’au  diviseur,  le  facteur 
commun  ab , sans  altérer  le  quotient,  et  qu’ainsi  la  division 

se  réduit  à celle  de  c par  m.  Cette  notation  — du  quotient, 
a déjà  été  employée  à l’égard  des  nombres.  Cependant  pour 
certaines  valeurs  numériques  de  c et  m , la  fraction  — peut 

77V 

devenir  un  nombre  entier. 

54.  Faisons  maintenant  abstraction  des  signes  et  des  coeffi- 
ciens , et  occupons-nous  de  la  division  de  deux  exponentielles 

» A • {2^  f 

d’une  même  lettre , savoir  , de  -y , p et  q étant  des  nombres 
entiers  positifs,  on  peut  avoir 

p>q,  P = <t  ,P<‘ h , 

Si  l’on  observe  que , d’après  ce  qui  a été  démontré  (36)  , à 
l’égard  de  la  multiplication  de  deux  exponentielles  d’une  même 
lettre,  la  lettre  du  quotient  doit  encore  être  a,  et  si  l’on  dé- 
signe par  x l’exposant  inconnu  de  a dans  le  quotient , on  doit 
avoir 

X a*  — a’’** , 


■ l 


1 


Digitized  by  Google 


*4  £ L É M E K S 

d'où  résulte  nécessairement  cette  égalité  entre  les  exposant 
. p = q+x-, 

et  comme  en  retranchant  q de  part  et  d’autre  , les  deux  reste» 
sont  égaux  (10)  , on  aura  la  suivante 

p—q  — x (O , 

dans  laquelle  on  lit  que  V exposant  du  quotient,  est  égal  à celui 
du  dividende , diminué  de  l'exposant  du  diviseur. 

Dans  le  second  cas , on  a 

af=  q,Xï'= , 
d’où  résulte  l’égalité  entre  les  exposans, 

p=p-\-x,  et  x —p — p — o (2); 

donc  on  a pour  quotient  ax  — a°,  résultat  qu’il  s’agit  d’inter- 
préter. A cet  effet,  nous  reprendrons  la  division  de  a*  par  a*, 
qui  donne  pour  quotient  l'unité , et  comme  deux  quotient 
d'une  même  division , sont  nécessairement  égaux , on  a donc 

a°  = 1. 

ce  qui  signiBe  que  toute  quantité  élevée  à la  puissance  zéro , 
vaut  l'unité , et  que  réciproquement  l'unité  peut  se  traduire 
en  a°.  Cette  conclusion  a lieu  quel  que  soit  le  nombre  a. 

Dans  le  troisième  cas  , soit  q = p -f-  d,  d étant  l’excès  de 
q sur  p : on  aura  toujours 

a’’  — a^d  X ax  = af+d+x, 

V 

et  en  égalant  les  exposans,  puisque  l’égalité  précédente  ne 
peut  avoir  lieu  que  sous  cette  condition , 

P=p  + d + x, 

retranchant p-\-d  de  part  et  d’autre,  on  obtient  enfin  (17) 
x = — d. . . • .(3)  ; 

donc  le  quotient  est  a~ J.  Pour  l’interpréter,  reprenons  la  divi- 
sion de  a r par  a’,  ou  par  aP**—  a?  X ad  i en  effaçant  le  fac- 
teur a?  commun  au  dividende  et  au  diviseur  , d'après  ce  qui  a 
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été  démontré  à l’égard  de  la  division  des  lettres  (53) , on  a pour 

quotient  : donc 

a"‘,  = ^r (4)> 


ce  qui  donne  une  transformation  d’un  fréquent  usage  dans  le 
calcul  : pour  s’en  rendre  raison  , on  se  rappellera  que  a+i 
n’est  autre  chose  que  la  lettre  a écrite  d fois  en  facteur  ; donc, 
d’après  l’acception  des  signes  et  l’opposition  de  ces  signes  , 
a~d  doit  représenter  la  meme  lettre  a écrite  d fois  en  divi- 
seur (chap.  1 4)- 

55.  La  règle  générale  à suivre  dans  la  division  des  deux  ex- 
ponentielles de  même  lettre , se  réduit  donc , d’après  lewésul- 
tats  (î),  (a)  et  (3)  , à écrire  la  lettre  et  à lui  donner  pour 
exposant  celui  du  dividende , diminué  de  l’exposant  du  di- 
viseur. 

Cet  énoncé  sera  bientôt  généralisé,  c’est-à-dire,  étendu  à 
des  exposans  fractionnaires  positifs  et  négatifs  et  même  irra- 
tionnels. 

56.  On  observera  que  si , par  rapport  aux  exponentielles  , 
on  eût  suivi  la  règle  pour  la  division  des  lettres , on  n’aurait 
pas  rencontré  ces  deux  résultats  singuliers  a°,  a~d,  que  nous 
n’avons  pu  interpréter  qu'en  opérant  d'après  cette  règle  qui 
nous  a donné  deux  autres  expressions  des  mêmes  quotiens. 

57.  De  ce  que  om  = o,  il  suit  que 


mais  si  dans  , on  suppose  e=  o,  ce  qui  est  bien 

permis,  puisque  a désigne  tout  nombre,  on  a 


Si  l'oneffectue  réellement  la  division  de  o par  o,  on  pourra  poser 
au  quotient  un  nombre  quelconque, puisque  tout  nombre  multi» 
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plié  par  zéro , donne  pour  produit  zéro  qui  est  ici  le  dividende. 
Cette  expression  o°  paraîtrait  donc  comporter  une  in&nité  de 

valeurs  numériques  ; cependant  un  tel  résultat  ^ peut,  dans 

plusieurs  cas,  admettre  une  valeur  fixe  et  déterminée.  C’est 

Ko?* 

ainsi , par  exemple  , que  la  fraction  — — , dans  l’hypothèse  de 

a=o , devient ^-^2—-,  Mais,  si  d’abord  on  écrit  cette 

o o 

fraction  sous  la  forme  Kam~H , et  qu’on  pose  a = o , 
on  trouve  qu’elle  devient/£  X o"*-''  qui  est  opour  m n-,  dans 

K.  K. 

le  cas  de  m , ou  de  mx=n — d,  on  a (54)  = — , résultat 

que  nous  interprétons  plus  loin  : enfin  pour  m = n , on  peut 
diviser  haut  et  bas  par  am,  et  la  fraction  se  réduit  à K.  Nous 

rencontrerons  souvent,  par  la  suite  ,’  ce  symbole  ^ , et  nous  en 
prendrons  occasion  de  le  mieux  définir. 


58.  Ces  règles  posées  pour  la  division  des  monomes , nous 
passerons  de  suite  au  cas  de  deux  polynômes.  La  règle  pour 
opérer  cette  division  se  trouvera  dans  l’énoncé  suivant  : 

On  ordonnera  le  dividende  et  le  diviseur  par  rapport  au  plus 
haut  exposant  d'une  même  lettre  prise  à volonté,  c’est-à-drre 
qu'on  écrira  pour  premier  terme  , tant  au  dividende  qu'au  divi- 
seur , celui  qui  renferme  le  plus  haut  exposant  de  cette  lettre, 
et  à la  suite  tous  les  autres  termes  sous  - ordonnés  par  rapport 
aux  exposons  successifs  de  la  même  lettre;  puis  divisant  le 
premier  terme  du  dividende  par  celui  du  diviseur,  on  obtiendra 
un  terme  du  quotient  ; ce  terme  trouvé  , on  le  multipliera  par 
tous  ceux  du  diviseur , et  on  retranchera  le  produit  du  divi- 
dende. Cette  première  opération  faite  , on  divisera  celui  des 
termes  du  dividende-reste  , qui  a le  plus  haut  exposant , par  le 
premier  terme  du  diviseur , et  on  obtiendra  le  second  terme  du 
quotient.  On  continuera  à procéder  de  la  même  manière. 

On  conçoit  que  le  quotient  obtenu  de  cette  manière , sera 
lui-même  ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  de  cette 
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lettre.  Nous  donnerons  la  démonstration  de  cette  règle  sur  des 
exemples. 

Soit bai  -f.  b’a*  -f-  bJa‘  bia 

J>  multiplier  par. . . ma’  -4-  m'a*  4-  m>a 

( bnia1-t-b‘mae-ub'mas  (i) 

on  sora  pour  I +bm’a*-b>”ni’aS-hb'm*a*+r,ini’a' fa) 

produit  ^ -t-bmias  +A*mJa*+A'n»,o,+i4n»,a’ (3) 

On  remarquera  , i°  que  , dans  ce  produit , il  se  trouve  un 
terme  qui  renferme  la  plus  haute  puissance  de  la  lettre  a. 

2°.  Que  ce  terme  résulte  .du  terme  analogue  du  multipli- 
cande par  le  terme  analogue  du  multiplicateur  (*). 

On  tire  de  là  cette  conclusion  : si  après  avoir  écrit  pour 
premier  terme  , tant  au  dividende  qu'au  diviseur , celui  qui 
renferme  le  plus  haut  exposant  d’une  lettre  qui  est  a dans 
l’exemple  proposé  , on  divise  l’un  par  l’autre  , le  résultat  est  le 
terme  du  quotient,  qui  renferme  aussi  la  plus  haute  puissance 
de  la  même  lettre. 

Ainsi , dans  notre  exemple , le  produit  étant  considéré  comme 
un  dividende  , et  le  multiplicande  comme  un  diviseur,  on  di- 
Visera  hma?  par  èa* , ce  qui  donnera  ma3,  premier  terme  du 
quotient. 

Si  dans  un  dividende  proposé  on  distinguait , comme  ici , 
les  produits  partiels  numérotés  (1)  , (3)  et  (3)  , il  y aurait  plu- 
sieurs manières  d’obtenir  le  premier  terme  du  quotient. 


1°. 

) ( 

bma 7 / 

■ ba * 

2°- 

f en  1 

) AV 

3°. 

f divisant 

IW  ?ar< 

| Z>Vt* 

4°- 

J 1 

s.  bftrui*  J ( 

A*a 

fma? 
ce  qui  ) ma3 


C 


f 

S 


ou  enfin  comme  le  produit  partiel  uuméroté  (1)  est,  en  ne  fai- 
sant que  l'indiquer  , 

( ba * -f-  b* a3  -f-  b3 a*  -f-  b*a  ) ma3 , 
on  obtiendrait  encore  le  même  premier  terme  du  quotient,  en 


(*)  J’entends  par  termes  analogues,  ceux  <jui  renferment  là  plus  haute 
puissance  de  la  même  lettre  a. 
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divisant  (èa4-f_^*a,+^3aI+^4a)  ma%  Par  bai-\-b'al-^-biœ‘->rb^a  : 

car  ce  dernier  polynôme  étant  facteur  commun  au  dividende 

et  au  diviseur,  on  l’effacerait,  et  il  viendrait^-  ou  ma3. 

1 

Il  est  donc  démontré  que  pour  obtenir  le  premier  terme 
du  quotient , il  suffit  de  diviser , l’un  par  l’autre  , les  termes  du 
dividende  et  du  diviseur,  qui  renferment  la  plus  haute  puissance 
d’une  même  lettre. 

D'où  l’on  peut  conclure  encore  que  la  division  de  ces  deux 
termes,  équivaut  à celle  de  tout  le  produit  partiel  numéroté  (1) 
par  le  multiplicande  qui  sert  de  diviseur. 

Donc  à cette  dernière  division,  qu’on  devrait  réellement  faire, 
mais  qui  généralement  n’est  pas  possible  à cause  des  réduc- 
tions entre  les  termes  semblables , on  peut  substituer  la  pre- 
mière qui  l’est  toujours,  et  qui,  de  plus,  donne  le  même 
résultat. 

Ceci  fait , on  multiplie  tout  le  diviseur  par  ce  premier  terme 
du  quotient , et  le  produit  représente  la  partie  du  dividende  , 
qui  a été  effectivement  divisée  par  le  diviseur  , d’après  ce  que 
nous  venons  de  remarquer  ; on  soustrait  ensuite  ce  produit  da 
dividende.ee  qui  détruit  la  ligne  (i)  dans  notre  exemple,  ou  son 
analogue  dans  un  autre. 

Ensuite  on  regarde  le  reste  qui  se  compose  des  lignes  (a) 
et  (3)  , comme  un  nouveau  produit , ayant  toujours  le  même 
multiplicande,  et  pour  multiplicateur  , le  précédent  moins  son 
premier  terme,  ensorte  qu’il  s’agit  encore , connaissant  ce  pro- 
duit et  le  multiplicande,  de  trouver  le  multiplicateur  corres- 
pondant. Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  s’applique 
donc  ici , et  on  en  conclut  qu’on  pourrait  se  dispenser  d’or- 
donner , en  prenant  à chaque  nouvelle  division  , dans  le  di- 
vidende, le  terme  de  plus  haut  exposant  d’une  lettre  choisie 
une  fois  pour  toutes  , et  le  divisant  par  le  terme  analogue  du 
diviseur. 

5g.  Dans  l’exemple  sur  lequel  nous  avons  raisonné  , le  terme 
qui  renferme  la  plus  haute  puissance  de  la  lettre  a , était  uni- 
que ) mais  on  conçoit  qu’il  peut  s’en  rencontrer  plusieurs  de 
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cette  espèce  , ce  qui  serait  arrivé  dans  la  division  précédente  , 
si  l’on  eût  ordonné  par  rapport  à la  lettre  b. 

Le  cas  analogue  sera  fourni  par  la  multiplication  de 

m ba^-\-b1a3-{-b3a'-\-bia 
par ma*+na,*-+-m1a  + n'a 

rbma*-\-b'mœ'  -f ■b3mai  -J-Zdma3 (i) 

dontlepro-Sèru^-f-i’/ra5  -\-b3na ' -f-Zdnn3 (a) 

duit  est  \ +im’as  +èsmVH-Z>!maa3-f~iW’a'1 (3) 

( +én.’a5  -j-b'n'a^  -\-b3n'a3  -\-bin*a'' (4  ■ 

Nous  supposerons  d'abord  qu’on  ait  à diviser  le  produit 
par  le  multiplicande. 

Dans  ce  cas,  après  avoir  ordonné  le  dividende  et  le  diviseur  , 
par  rapport  à la  plus  haute  puissance  de  la  lettre  a , ce  qui 
donne  au  dividende  deux  termes  de  plus  haut  exposant,  on 
peut  commencer  indifféremment  la  division  par  l’un  ou  l’autre 
de  ces  deux  termes» 

En  effet , si  c'est 

b ma6 1 qu’on  divise  ( baS  1 on  aura  pour  ( ma * 
bna 6 J par  l / quotient  \ «a1 

Aussi  l'ordre  dans  lequel  se  présentent  ces  deux  termes  du  quo- 
tient doit-il  être  indifférent,  puisqu’ils  sont  de  même  exposant 
par  rapport  à la  lettre  a. 

L’un  ou  l’autre  de  ces  termes  trouvé,  on  le  multiplie  par  le  . 
diviseur,  ce  qui  donne  l’une  des  deux  lignes (i)  ou  (2)  , pui# 
on  fait  la  soustraction , ce  qui  efface  l’une  de  ces  deux  lignes. 

Cela  fait , on  trouve  le  terme  du  quotient  du  même  exposant 
en  a que  le  précédent , en  divisant  l’autre  terme  de  même 
ordre  en  a du  dividende  par  le  premier  du  diviseur  : on  multi- 
plie le  diviseur  par  ce  nouveau  terme  , et  on  soustrait. 

Alors  l’opération  se  continue  comme  dans  l'exemple  pré- 
cédent. 

On  étendrait  aisément  ce  que  nous  venons  de  dira,  au  cas 
où  les  termes  de  même  plus  haut  exposant , seraient  en  nombre 
quelconque  au  dividende  seulement. 
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Nous  supposerons  pour  second  cas  , qu’on  prenne  le  multi- 
plicateur dans  l'exemple  ci-dessus  pour  diviseur;  et  alors  le 
dividende  et  le  diviseur  offrent  plusieurs  ternies  d’un  même 
plus  haut  exposant. 

On  peut  toujours , pour  plus  de  commodité  , ordonner  le 
dividende  et  le  diviseur  : ceci  fait,  on  choisit  parmi  les  termes 
de  même  ordre  du  dividende  , celui  qui  est  exactement  di- 
visible par  celui  qu’on  a écrit  le  premier  au  diviseur  ; ou , 
plus  généralement , dans  les  termes  de  premier  ordre  du 
dividende  et  du  diviseur,  on  en  prend  deux  qui  se  divisent 
exactement.  Ainsi , dans  notre  exemple , on  divise 

bma 6 ) ( ma * 1 . , ■)  ba* 

w|Par{n^}Ceqiud0nne  f ba*' 

La  raison  de  ce  procédé  est  que , si  l’on  divisait  bma 6 par  na‘  , 

on  aurait  qui  ne  fait  pas  partie  du  multiplicande,  et  qui 

conséquemment  ne  doit  pas  être  l’un  des  -termes  du1  quotient. 
Ce  quotient  obtenu  , on  le  multiplie  par  tout  le  diviseur,  puis 
on  fait  la  soustraction.  Maison  remarquera  qu’alors  on  efface 
à-la-fo'is  les  deux  termes  du  même  plus  haut  exposant , plus 
les  deux  termes  t/n’a5  et  bn%ab. 

Il  sera  facile , d’après  ce  que  nous  venons  de  dire , de 
terminer  l'opération. 

6o.  Il  reste  à supposer  que  les  deux  facteurs  de  la  division 
renferment  plusieurs  termes  du  même  plus  haut  exposant  de 
la  lettre  a,  comme  si  l’on  avait 

ba ♦ -\~cai-\-U'a'i-\-b'a 
à multiplier  par. . . . ma 1 

ibmai  i-\-bima‘i 

cma6  -\-cm‘ai-^-b  nn*  -\-b*na? 
bnas  4 -bn>a&  +blm*a*+b*m'a? 

cna 6 -j-cn'a5  -| -bm'a* 

' ' 

Le  multiplicande  étant  pris  pour  diviseur , on  cherchera  parmi 
les  quatre  termes  d’un  même  plus  haut  exposant  dans  le  diyi- 
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dende , ceux  qui  sont  exactement  divisibles  par  celui  qu’on  a 
écrit  le  premier  au  diviseur  ; on  divisera  alors  l’un  quelconque 
de  ceux-là  par  ce  terme  du  diviseur  , ce  qui  donnera  un  terme 
du  quotient  par  lequel  on  multipliera  le  diviseur,  et  la  soustrac- 
tion de  ce  produit  effacera  ceux  des  termes  de  même  plus  haut 
-exposant  du  dividende , qui , divisés  par  le  même  terme  du 
diviseur , donnent  le  même  quotient. 

On  se  conduirait  d’une  manière  analogue  pour  trouver  le 
second  terme  du  quotient.  Il  sera  facile  de  généraliser  ce  que  < 

nous  venons  de  dire. 

Gt.  Tous  les  nombres , dans  le  système  décimal , sont  des 
polynômes  ordonnés  suivant  les  puissances  de  îo,  ensorte  que 
la  formule  générale  qui  les  représente  , est 

etc.-f -k  (io)4-f-/(io)3+m(to)a  -+-  n (io)‘ -f-j^io)* 

p étant  le  chiffre  des  unités , n celui  des  dixaines , m celui  des 
centaines,  etc.  Pour  le  système  binaire,  la  formule  précédente 
procéderait  suivant  les  puissances  de  2;  pour  le  système  ter- 
naire, elle  procéderait  suivant  les  puissances  de  3 , et  généra- 
ralement , elle  irait  suivant  les  puissances  successives  de  la  base 
du  système.  Les  polynôme»  , lors  même  qu’on  les  a ordonnés 
suivant  les  puissances  d’une  lettre , ne  représentent  plus  ce 
mode  de  formation  d’un  nombre  ; ils  le  donnent  au  moyen  de» 
opérations  à faire  sur  les  valeurs  numériques  des  lettres  dans 
un  système  quelconque  de  numération,  dont  la  bas»  n’est  plu» 
la  lettre  par  rapport  à laquelle  on  a ordonné;  car  alors  le  fac- 
teur de  cette  lettre  , dans  chacun  des  termes,  ne  devrait  être 
que  d’un  seul  chiffre.  Nous  avons  reconnu  , à l’égard  de  ces  po- 
lynômes, qu’en  ordonnant , on  facilitait  Indivision  qui  se  rédui- 
sait à celle  du  terme  de  plus  haut  exposant  du  dividende  , par 
le  terme  analogue  du  diviseur:  c’est  à quoi  se  réduirait  aussi 
la  division  numérique , sans  les  retenues  qui  font  que  le  terme 
de  plus  haute  puissance  de  10  au  produit,  n’est  plus  le  pro- 
duit des  termes  analogues  du  multiplicande  et  du  multiplica- 
teur , comme  il  arrive  en  Algèbre.  Lorsqu’on  aura  vu  le  cha- 
pitre des  fractions  littérales , on  ret  iendra  sur  cette  division 


/ 
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/C.o)’+  mW+«,o)+p  ■ 

j^este nm'1 — Ip'm — mm'  ri  -\-ln'%  ^ ^ ^ pm' — mm  p' -\-lri p' 

Pour  le  dividende  ia34,  et  le  diviseur  12a , on  * 
l—i,  m=a,  ti— 3, p=4,  m'= 1 , n'=a,  p'= a. 


Q mmmm  Q 

donc  Ç=iXi<H - — = îo. 

3 — a — 2.2-H4  4—  a.a  + a.a  . 

Reste  = (îo)  + - — - = 1 4 , 

résultats  donnés  par  la  division  numérique. 

6a.  On  reconnaît  qu’une  division  algébrique  est  terminée  , 
ou  qu’on  a obtenu  la  partie  entière  du  quotient,  lorsque  le 
plus  haut  exposant  de  la  lettre  par  rapport  à laquelle  on  a 
ordonné  , est  moindre  dans  le  reste  qu’au  diviseur. 

Les  Elèves  feront  les  divisions  indiquées  dans  le  tableau 
suivant , et  0ur  acquérir  l’habitude  de  cette  opération , il  sera 
nécessaire  qu’ils  en  effectuent  un  grand  nombre  d’autres. 


i 

i 

•j 
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CHAPITRE  Y. 


Des  Fractions  littérales * 


63.  I. vous  avons  vu  dans  la  division  de  deux  monomes , 
que  lorsque  certaines  lettres  , facteurs  dans  le  dividende  , 
ne  se  trouvaient  pas  au  diviseur  , et  réciproquement , le  quo- 
tient ne  pouvait  être  qu’indiqué,  et  qu’on  le  représentait  alors 
par  une  fraction  ayant  pour  numérateur  le  produit  des  lettres 
du  dividende,  non  communes  au  diviseur,  et  pour  dénominateur 
celui  des  lettres  du  diviseur,  non  communes  au  dividende,  et 
qu’ainsi  on  ayait,  par  exemple  , 


abmn  ab 
cdmn  cd 


On  observera  que  îa  fraction  peut  bien  être  un  nombre 

entier  pour  certaines  valeurs  numériques  des  lettres  a,  b,  c et 
d (53)  , comme  si  l’on  avait  a =4,  b=.  S , c = a , d=  3 ; 
mais  que,  généralement  parlant,  elle  sera  une  fraction  numé- 
rique pouvant  être  réduite  à une  plus  simple  expression. 

64.  Quoique  ces  fractions  littérales  partagent  les  propriétés 
des  fractions  numériques , et  qu’elles  en  suivent  les  règles  „ 
puisqu’en  dernier  résultat  elles  doivent  être  évaluées  en 
nombre  , néanmoins  nous  en  établirons  la  théorie  autrement 
qu’on  ne  le  fait  en  Arithmétique  , en  partant  de  ce  principe 
évident  (10)  , que  si  l’on  opère  de  la  même  manière  sur  les 
deux  membres  d'une  égalité , c’est-à-dire  , sur  deux  quantités 
ou  sur  deux  nombres  équivalens  , les  résultats  sapt  toujours 
égaux.  C’est  en  passant  ainsi  de  la  notation  fractionnaire  à 
l’algorithme  de'  l'égalité , que  la  marche  à suivre  dans  la  re- 
cherche des  propriétés  et  des  règles , devient  simple  et  uni- 
forme. . , . , 


t 


< 
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65.  Soit  donc  l’égalité 

0 a—  b.v. . î) 

qu'on  divise  de  part  et  d’autre  par  b qui  n’a  pas  de  facteur 
v commun  avec  a , on  aura 

‘ ï = *-  «•  ’ , 

Ainsi  v représentera  la  valeur  de  la  fraction  ^ , ou  le  quotient 
de  la  division  de  a par  b. 

66.  Sil’on  multiplie  par  m les  deux  membres  de  l’égalité  C1 3 » 
on  aura  ces  résultats  équivalens  (*) 

ma  = mb.v — (3)  : 

divisant  de  part  et  d’autre  par  mb , pour  a^gir  v , on  parvient 
à cette  propriété  connue 

ma  a 

m étant  un  nombre  quelconque  entier  ou  fractionnaire. 

Donc  on  ne  change  pas  la  valeur  d'une  fraction,  en  multi- 
pliant ou  en  divisant  ses  deux-  ternies  par  un  même  nombre. 

67.  Si  on  divise  par  S les  deux  membres  de  l’égalité  (3)  , 
dn  obtient  la  suivante 


ma 

~T 


: m X v.'i  i . .(5). 

L’égalité  (î)  peut  encore  se  mettre  sous  la  forme 


y?*'  ' a ~ — bXmv. . . . (6)  , 

Tïl 

de  laquelle  on  tire  , en  divisant  de  part  et  d’autre  par  — b , 

7ÏI 

•^-=roXv....(7). 

* £* 


(*)  On  démontrera , ehap.  VIII , et  «an*  supposer  ce  qui  est  dit  dan* 
lui-ci,  qu'on  multiplie  ou  qu’on  divise  nu  produit,  en  multipliant  ou  As 

1 r... - 


celui-c  . . 
divisant  un  de  res  facteur* 
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Les  égalités  (5)  et  (7)  démontrent  qu'on  multiplie  une  frac- 
tion par  m , soit  en  multipliant  son  numérateur , soit  en  di- 
visant son  dénominateur  par  m. 

68.  Ces  égalités  évidentes  déduites  de  (î)  , savoir  : 

(8) £=  èX  a=m*X  V~ (9). 

divisées  la  première  par  b et  la  seconde  par  mb  pour  avoir 
— ; donnent 


(10). 


77—  -~i  — r — — (1 1). 

b m mb  m 


D’où  l’on  voit  que  pour  diviser  une  fraction  par  m , il  faut 
ou  diviser  son  numérateur  par  m,  ou  multiplier  son  dénomi- 
nateur par  m. 

a 

On  observera  que  dans  ^ , lenumérateur  est—  , et  le  dé- 
b m - ~ 

nominateur  b,  et  qu’on  emploie  le  plus  grand  trait  pour  sé-r 

parer  le  numérateur  du  dénominateur. 

<Î0.  Soient  maintenant  les  deux  égalités 

(12) ar=b.v;  a'=b.v' (i3>  . ” ' 

qui  correspondent  aux  fractions 


a 

b 


r-' 


lesquelles  ont  même  dénominateur;  si  on  les  ajoute  membre 
à membre,  on  aura 

a -f-  a!  = bv  -J-  bv‘  — b (u  -f-  v'  ) ; 
et  divisant  de  part  et  d’autre  par  b , pour  avoir  la  somme 
cherchée  v -f-  v ' , il  vient 

a +a' 


= v -i-  v'. 


•04) 


Donc  pour  ajouter  deux  fractions  qui  ont  même  dénomina- 
teur, il  faut  faire  la  somme  des  numérateurs , et  la  diviser  par 
le  dénominateur  commun. 
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I 

Si  on  opère  sur  les  deux  égalités  (js)  et  (i3)  , par  vpie 
de  soustraction,  on  obtiendra  cette  différence 

—j—  = v — v (i5)  , 

résultat  qui  donne  une  règle  connue. 

70.  Supposons  que  les  deux  fractions  aient  des  dénominateur» 
difterens , ou  qu’on  ait  les  égalités 

àz=b.v,  a'=.b' .v'  ; 

on  pourra  multiplier  les  deux  membres  de  la  première  par  b'  et 
ceux  de  la  seconde  par  b , opération  qui  donnera 
ab'  = bbX , a'i=UV; 
puis  ajoutant  et  soustrayant , on  a 

ab'  ±a'b=zbb'  (v  dtfv'), 

le  double  signe  rfc  qu’on  prononce  plus  ou  moins , indiquant 
en  même  temps  l’addition  et  la  soustraction  : divisant  de  part 
et  d'autre  par  bb'  pour  avoir  la  somme  et  la  différence  cher- 
chée v dt  v',  on  trouvera 

- ' .(,6). 


bb' 


= V 2ZV 


d’où  l’on  tire  la  règle  connue  pour  l’addition  et  la  soustraction 
des  fractions  non  réduites  au  même  dénominateur. 

71.  Il  serait  sans  doute  plus  simple  de  recourir  à la  pro- 
priété (4)  pour  réduire  au  même  dénominateur  les  fractions 


--v' 

V 


mais  nous  avons  pour  but  de  faire  voir  que  le  principe  de 
l'égalité  , suffit  pour  établir  toute  la  doctrine  des  fraction  . 

72.  Nous  avons  donné  la  règle  pour  multiplier  une  fraction 
par  un  entier  m , laquelle  convient  encore  à la  multiplication 
d’un  entier  par  une  fraction.  Nous  allons  supposer  maintenant 
qu’on  ait  deux  fractions  à multiplier  l’uue  par  l’autre. 

73.  Soient  les  deux  égalités 

a^b.v,  a'-b'v'i 
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en  les  multipliant  membre  à membre , les  deux  produits  seront 
égaux;  ainsi 

ad  — b b'  .vvr , 

et  divisant  par  bb'  de  part  et  d’autre  pour  avoir  le  produit 
vv'  qu’on  cherche  , on  obtiendra 

ad  , . . 

■j-p=VV  . . . .(t7). 

Donc  le  produit  de  deux  fractions , est  une  fraction  ayant  pour 
numérateur  le  produit  des  numérateurs , et  pour  dénominateur 
celui  des  dénominateurs. 

7 4-  Reste  à diviser  un  entier  par  une  fraction  et  deux  frac- 
tions l’une  par  l’autre. 

Soient , pour  le  premier  cas  , les  deux  égalités 
m~m  ) a = b.  i>; 

si  on  les  divise  l’une  par  l’autre  , on  aura  les  deux  quotiens 
égaux 

m 771 
a b.v  ’ 

et  multipliant  de  part  et  d'autre  par  b , pour  avoir  l’expres- 
sion cherchée  de  — , on  trouvera 
v 


mb 

a 


m 

v 


(*8). 


Donc  pour  diviser  un  entier  par  une  fraction,  il  faut  multiplier 
l’entier  par  la  fraction-diviseur  renversée. 

Pour  traiter  le  second  cas , on  partira  des  deux  égalités 
a-=zb.v,  a'—b'.d, 

lesquelles  divisées  membre  à membre , donnent  les  quotient 
égaux  # 


a 

a! 


b.v 

FT7: 


multipliant  de  part  et  d’autre  par  b'  et  divisant  par  b , afin 
d’ en  revenir  à l’expression  de  ^ , on  parvient  à 


Digitized  by  Google 


58 


£ L É M ’E  N S 

a b'  v a b' 

a b v'  b a 

Donc  pour  opérer  la  division  de.  deux  fractions , il  faut 
raulti d.er  la  fraction  dividende  par  la  fraction-diviseur  ren- 
versée. 


75.  Ces  propriétés  et  ces  règles  auraient  encore  lieu  dans 
le  cas  où  a et  b représenteraient  des  polynômes  quelconques. 

La  transformation  a~ d = — démontrée  n°  5 4 , donne  le 

cr 

moyen  de  faire  passer  une  quantité  de  la  forme  fractionnaire 
à la  forme  entière  , et  réciproquement.  De  sorte  qu’on  a 

- =bx-=bXa-',-1=bx—.  = ba  u 
a a a a 

a a 

76.  Supposons  qu’on  ait  à faire  la  division  indiquée. 

2a5 — 5 bai+Ç/ic* — — 6m5-|-5i5 — 3i4c4a— : 3-j-6 b^mia~^ 
v ' 2 a' — 53a'-f-3c^a“ 1 — 6/j5a~®  ‘ 


on  pourra  écrire  cette  fraction  sous  la  forme 
2 a5 — 5 ta4- f-  (3  c4 — ni4)  a — 6m5-f-  5 b6- 


3 i4c4  , 6£4m5 


cl  » 3cl  6,jS 

-5iaa-|— 

a a 

où  le9  exposans  négatifs  ne  paraissent  plus  : on  se  débarrassera 
des  dénominateurs , en  multipliant  haut  et  bas  par  le  produit 
«d,  et  on  aura 


2 n3 — 5ia8-J-(3c4 — 2&4)as+(5i5 — 6 m5)  a4 — 3è4c4a-)-6i,m5 
V 2 a7 — 5ba6-\-Zc'd' — 6rc5a*  • 

Par  cette  multiplication  , la  valeur  de  la  fraction  n’a  pas  chan- 
gé (56),  et  les  polynômes  à diviser,  ne  renferment  plus  que  des 
puissances  entières  et  positives,  l^e  cette  manière  , on  n’est  pas 
obligé  de  prononcer  suHe  rang  des  termes  à exposans  néga- 
tifs de  la  lettre  par  rapport  à laquelle  on  ordonne  , ce  que 
nous  ne  pouvions  faire  qu’après  avoir  considéré  les  quantités 
négatives  isolées , et  les  avoir  comparées  entre  elles  et  avec  les 
quantités  positives  ( chap.  14). 
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77.  Nous  rechercherons  enfin  ce  que  devient  une  fraction 
lorsqu’on  augmente  ou  qu'on  diminue  ses  deux  termes  d’un 
même  nombre. 

Qu’aux  deux  termes  de  la  fraction 

» • / 

- a 

b = v> 

on  ajoute  un  même  nombre  m,  la  valeur  v de  la  fraction 
variera  en  plus  ou  en  moins;  en  désignant  cette  variation, 
par  l'y  .on  aura 


a-f-  m 
b-f-m 


: v +/1 , 


} désignant  la  différence  des  deux  fractions,  différence  in- 
connue en  nombre  et  en  signe,  puisqu’on  ne  sait  ni  de  com- 
bien doit  varier  la  fraction  donnée  , ni  si  elle  doit  varier  en 
plus  ou  en  moins.  On  concevra  donc  que  S représente  tout-: 
à-la-fois  le  nombre  inconnu  et  le  signe  sous  lequel  il  doit 
être  combiné  avec  la  valeur  primitive  v.  Cette  observation 
s’étend  à toute  inconnue.  Pour  connaître  qu’on  retranche 


des  deux  membres  v ou  ■ 


et  on  trouvera 
a b(a  -f-  m) 


a(b  -f-  771) 


et  enfin 


b + 77i  b b(Jb  -f-  771)  b(b  -f-  m) 

_ ba  ~t~  bm — ab — am bm — am  m(b — à) 

b(b-{-m)  ~~b(b~t-m)  b{b-\-ni) 

(so). 

b O 4-771  0 

Or  il  peut  exister  entre  les  deux  nombres  a et  b , l’une  de 
ces  trois  relations 

I 

a>è,  a=zb,  a<fb~. 

sous  la  première  , la  différence’^ — a est  soustractive  ; divisée 
par  le  nombre  absolu  b -f-  m , lé  quotient  sera  soustractif  ; ce 
quotient  répété  autant  de  fois  qu’il  est  marqué  par  le  nombre 

absolu-^-  , donnera  un  produit  ou  une  différence  soustrac- 
tive , et  conséquemment  au  lieu  de  v 4-  S'  , on  doit  lire  v — f. 
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Donc  la  valeur  d’une  fraction  j?  plus  grande  qûe  l’unité  * 

diminue  , lorsqu'on  augmente  ses  deux  termes  d’un  même 
nombre. 

Dans  le  second  cas , la  différence  ^ =o  j effectivement  dans 
^ette  hypothèse 

a a a-f-m. a-f-m 

b a b ~\~m  a-}-  tn 

Dans  le  troisième  cas  , la  différence  S'  est  additive.  Donc 
la  valeur  (Tune  fraction  vraie  g,  augmente  lorsqu’ à ses  deux 

termes  on  ajoute  un  même  nombre. 

On  remarque  ici  qu’aux  hypothèses 

a > b , a — b , a < b 
correspondent  — , <t  = o,  f =+, 

c’est-à-dire  que  la  différence  J1  va  du  négatif  au  positif , en 
passant  par  zéro. 

Supposons  maintenant , pour  compléter  cette  discussion  , 
qu’on  diminue  d’un  nombre  m les  deux  termes  de  la  fraction», 
ensorte  qu’on  ait 


a Tn 


b — m 


— v + ï. 


Payant  même  acception  que  ci-dessus.  Nous  aurons,  en  retran- 
chant v ou  ^ de  part  ou  d’autre  , 

2 a — m ^ b{a — m)  a(b  — m) 

b—m  b b(b — m)  . b(b  — m) 


et  enfin 


ba—  bm  — ba~ 4-  am m(o  — b~) 

b(b — m)  b(b-~-rn) 

.»  « 

. m a — b , . 

b X 


Pour  que  la  discussion  soit  régulière  , nous  supposerons 
d’abord 

h>maveco>6,  a = i,c<è. 
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•t  on  trouvera  ; 1°  la  différence  ê'  additive  ; 2°  nulle  3°  sous- 
tractive ; ce  qui  est  en  tout  l’inverse  de  ce  qui  arrive  , lorsque 
m s’ajoute. 

D’où  l’on  conclut  que  lorsqu.' pn  diminue  les  deux  termes 
d’une  fraction,  d’un  même  nombre  plus  petit  que  le  dénomina- 
teur , sa  valeur  augmente  si  Infraction  vaut  plus  d’une  unité  ; 
elle  ne  change  pas  si  la  farction  vaut  un  entier  ; elle  diminue 
si  elle  est  une  fraction  vraie. 

* Soit  en  second  lieu 

J=mavica>J,  a = b , a <^b  j 
et  nous  aurons  d’abord  b — m avec  a>  b , auquel  cas 


. a — b a — b , 

* i'  — l X — — - = — “ - > 

* 

ensorte  que  si  a = 3,  b— a,  on  tombe  sur  ce  résultat 

singulier  J"  = - , que  nous  avons  déjà  rencontré  (57) , et  dont 
^ • 
nous  donnerons  la  signification  (chap.  7). 

Sil’on  prend  b=mayeca  = b , on  trouve 

k o#o 

^=1  X-  = - ; 

00 

symbole  déjà  trouvé  (57) , et  qui  est  ici  celui  de  l’indétermi- 
nation. 

En  prenant  b—m  avec  a < b , et  faisant , par  exemple , 
a — u ,b—  3,  on  trouve 


*=s  — 


», 

o’ 


résultat  qui  est  le  même  au  signe  près , que  celui  que  nous 
avons  rencontré  plus  haut. 

Pour  terminer  cette  discussion , il  resterait  à examiner  le 
cas  de  pris  avec  , a=6,  a<^b , ce  que  nous 

laisserons  à faire  à l’élève. 


« 
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CHAPITRE  VI. 

Recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre 
des  nombres. 

.78.  (Quoique  ce  procédé  ait  été  démontré  (Arith.)  , cepen-* 
dant  nous  croyons  devoir  l’exposer  ici , en  l’étendant  au  cas  de 
plusieurs  nombres  , et  en  partant  de  principes  qui  conviennent 
également  aux  polynômes,  comme  on  le  verra  (chap.  a5). 

Pour  trouver  Je  plue  grand  commun  diviseur  entre  un 
nombre  quelconque  de  nombres  A , B , C , etc.,  il  suffit  de 
savoirle  trouver  entre  deux  nombres.  A cet  effet,  on  cherchera 
d’abord  le  plus  grand  commun  diviseur  D entre  les  nombres  A 
et  B , puis  le  plus  grand  commun  diviseur  D'  entre  D et  C , et 
ainsi  de  suite,  et  enfin  ce  dernier  plus  grand  commun  diviseur 
sera  celui  qu’on  demande^  Soient  , pour  le  démontrer , trois 
nembres  A , B , C : on  aura 

(Az=.mDA  [A~  mrD'>  ) 

' l fi=nO,  „ )B  = nrD',1 

<D=,D-,  0°“ 

Z---\C=qD',  ) {c  = qD'1) 

m et  n sont  nécessairement  des  nombres  premiers  entre  eux(*), 
autrement  D ne  serait  pas  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  A et  B \ il  doit  en  être  de  même  des  nombres  r et  q , 
pour  que  D‘  soit  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  D et  C. 
Or  rD',  plus  grand  commun  diviseur  entre  A et  B , ne  pourrait 
l'être  entre  A , B et  C qu’autant  que  r serait  égal  à q , ou  serait 
nu  facteur  de  q : mais  r et  q étant  des  nombres  premiers  entre 
eux,  D' reste  plus  grand  diviseur  commun  entre  A,  B et  C. 

79.  Comme  la  question  de  trouver  le  plus  grand  commun 

(*)  Voyex  (Arith.)  la  définition  d’un  nombre  premier  et  celle  des  nombre» 
premiers  entre  eux. 
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diviseur  entre  deux  nombres  A et  B,  revient  à cellede  réduire  une 
fraction  — à sa  plus  simple  expression  f puisqu’en  divisant  A 

• et  B par  ce  plus  grand  commun  diviseur  , on  a les  deux  plus 
petits  quotiens  possibles,  nous  poserons  ce  dernier  énoncé  , en 
supposant  A'~-  B.  . 

Le  plus  grand  commun  diviseur  entre  A et  B , ne  peut  excé- 
der B ; il  peut  être  Z?  lui  même  , ce  qu'on  reconnaîtra  en  faisant 
la  division  qui  donne 

A R 

B ~C/^~B ^ 

q étant  le  quotient  en  nombre  entier,  et  R le  reste,  si  la  di- 

jl 

vision  ne  se  fait  pas  exactement.  La  fraction  — ne  peut  se 

J^éduire  sans  que  la  fraction  ^ou  son  inverse  ~ réduise  , puis- 
que q est  un  nombre  entier  toujours  irréductible-,  or»/?  étant 
j>/ï , le  nombre  qui  doit  réduire^,  ne  peut  excéder/?;  il  peut 
être  R lui-même,  ce  qu’on  reconnaîtra  par  la  division  qui  donne 

Ti=< 

q'  étant  le  quotient  en  nombre  entier , et  R'  le  reste  < R ; 

JB  ^ 

on  dira  encore  que  la  réduction  de—  dépend  de  celle  de  —, 

n. 

R 

ou  de  son  inverse  ^7,  parce  que  q'  est  un  nombre  irréductible  ; 

ensorte  que  continuant  de  cette  manière , on  aura  les  décora-* 
positions  suivantes  : 

r?  n * 

:.(3)  , 


R'  q +R/ 


R 

R> 


R' 

R" 


■( 4), 


» 1 

etc. 

On  voit  bien  clairement  ici  que  le  nombre  qui  doit  réduire  -D 

B 

R B ......  R'  R 

est  celui  qui  doit  réduire  ^ ou  ^ , qui  doit  réduire  -=-ou  -s?  , 
& R h R 
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R»  R' 

qui  doit  réduire  j^ou^p.  Si,  par  exemple , R"—o,  ce  nombre 
ne  peut  excéder  R"  : R"  est  donc  le  plus  grand  nombre  qui 
puisse  réduire  la  fraction—;  conséquemment  il  est  le  plus 
grand  commpn  diviseur  entre  A et  D. 

80.  On  peut  encore  présenter  la  chose  comme  il  suit. 
Soient  toujours  A et  D les  deux  nombres  entre  lesquels  il  s’agit 
de  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  que  nous  appelle- 
rons D : q étant  le  quotient  de  A divisé  par  B,  et /île  reste  , 
on  sait  que 

A=z  Bq  d’où  A — Bq  = R) 


or  D divisant  séparément  A et  B , et  conséquemment  le  mul- 
tiple Bq  , divisera  la  différence  A — Bq  , ce  qui  est  évident , 
puisque  D est  facteur  dans  chacun  des  termes  de  cette  diffé4k^ 
rence  ; .donc  D divisera  R ; conséquemment  D sera  en  même 
temps  diviseur  de  B et  R , et  de  plus  ces  deux  nombres  ne 
pourront  avoir  un  diviseur  commun  qui  excède/),  autrement 
un  tel  diviseur  divisant  A,  parce  que  A — Bq  -J-  R , serait, 
contre  l’hypothèse  , le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les 
nombres  A et  B.  Donc  la  recherche  du  plus  grand  commun 
diviseur  entre  A ex  R est  ramenée  à celle  du  plus  grand  divi- 
seur entre  B et  R,  lequel  est  le  même.  Or  ce  nombre  peut 
être  jR  , ce  qu’on  reconnaîtra  en  divisant  B par  jR  , et  on  a , 
en  supposant  que  R ne  divise  pas  exactement  B , 

£—Rq'+R 

on  prouvera , comme  ci-dessus , que  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  R et  R'  ne  peut  différer  de  celui  qui  convient 
à B et  JR,  ou  aux  nombres  A et  B ; et  ainsi  de  suite. 

81.  On  est  donc  conduit  à cette  pratique  de  calcul: 

Pour  avoir  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  deux  nom- 
bres , il  faut  diviser  le  plus  grand  des  deux  nombres  par  le  plus 
petit , le  plus  petit  par  le  premier  reste , le  premier  reste  par  le 
second  et  ainsi  de  suite , jusqu'à  ce  qu'on  soit  arrivé  à une 
division  exacte  ; alors  le  dernier  diviseur,  celui  qui  fait  sa  di- 
vision exactement,  est  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché. 
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8a.  Soient  Rm  =o  et  Æ"=  1 : l’unité  sera , d’après  ce  qui 
a été  démontré  plus  haut,  le  plus  grand  commun  diviseur 

entre  A et  B ; la  fraction  ^ sera  donc  sa  plus  grande  expres- 
sion , c’est-à-dire  qu’elle  sera  irréductible.  Réciproquement , 
le  dernier  diviseur  étant  l'unité  , on  conclura  que  la  fraction  1 
proposée  sera  irréductible. 

83.  Si  on  découvre  dans  le  nombre  A des  facteurs  qui  ne 
soient  pas  communs  à B , et  dans  B des  facteurs  étrangers  à A, 

* on  pourra  les  effacer  sans  craindre  d’altérer  le  plus  grand  com- 
mun diviseur.  En  effet,  ces  deux  nombres  étant  de  la  forme 
mna  et  pqa,  on  peut  supprimer  dans  l’un  le  facteur  mn  , et 
dans  l’autre  pq  , et  fl  est , après  comme  avant , le  plus  grand 
commun  diviseur.  Si  les  nombres  étaient  mncN , pqclS' , on 
pourrait  encore , pour  simplifier  l’opération  , supprimer  c , 
quoique  facteur  commun  , en  observant  cependant , après 
avoir  trouvé  le  plus  grand  commun  diviseur  a,  entre  les  deux 
quotiens  N et  JV",  de  le  multiplier  par  ce  facteur  c qui  doit 
faire  partie  du  plus  grand  commun  diviseur  total.  Si  on  intro- 
duisait un  facteur  d dans  les  deux  nombres , il  faudrait  diviser 
le  plus  grand  commun  diviseur  par  ce  facteur  introduit. 

84.  Si  dans  l’égalité  (1)  on  substitue  pour  ~ sa  valeur 

4 R! 

tirée  de  (2),  dans  celle-ci  pour  — sa  valeur  déduite  de  (3 J ,. 
R" 

dans  cette  dernière  pour  sa  valeur  déduite  de  (4)  , et  ainsi 

de  suite , on  aura  ces  transformations  de  la  fraction  — , 

* ’ B 
A . R 


1 il 


9'  + S 


17=9  + 


9'-f 


5S 

n • •** 

? +~ 


:9  + 


9'  + 


q"  + 


q"  + 


/r 

R • 
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qu’on  appelle  fractions  continues  ( Arith.  lec.  ).  Ainsi  toute 
fraction  ordinaire,  réductible  ou  non,  est  convertible  en  une 
fraction  continue  qui  sera  toujours  terminée  , puisque  la  suite 
des  divisions  à faire  pour  trouver  le  plus  grand  commun  divi- 
seur, s'arrête  dans*  tous  les  cas. 

Prenons  pour  exemple  la  fraction  j en  opérant  sur 

elle , comme  si  on  en  voulait  trouver  le  plus  grand  commun 
diviseur  , on  fera  cette  suite  de  divisions 


864co 


20929 

2684  2141 

543j5 1 a'3 1 

l6 

ÜËI 

1 

4 

7 1 

3 j 1 li  b- 

1 

M 

i5 

on  aura  donc  , en  observant  qu’ici  le  numérateur  est  plus 
petit  que  le  dénominateur  , et  qu’ainsi  le  premier  quotient 
q—o, 

* 

20qaq 1 

8&400 


4 _) 

7- 


1 + 


l'-f 


16+ 


10 


Le  problème  inverse  du  précédent  consiste  dans  le  retour 
de  la  fraction  continue  à la  fraction  ordinaire  qui  lui  a (Jonné 
naissance.  Soit  donc  la  fraction  continue 


a ~h 


3 + 


S+4; 


on  aura  cette  suite  de  fractions  égales 
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q_l.  1 

3 

, * 

î 

7J_ 

1 + 


1 + 


1 + - 

71 


1C2 


«H ^ 

3+ » 


fl  + 


9 


7 1 

co  qu’on  peut  vérifier  en  réduisant  la  fraction  en  frac- 
tion continue  par  le  procédé  que  nous  venons  d’enseigner. 


85*.  Nous  reviendrons  dans  la  seconde  section , sur  la  théorie 
des  fractions  continues  , que  nous  traiterons  avec  toute  l’éten- 
due qu’exige  son  importance. 

86.  On  a été  conduit  au  procédé  que  nous  venons  d'exposer 
pour  obtenir  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  deux  nom- 
bres , par  l’opération  graphique  pour  trouver  la  commune  me- 
sure entre  deux  lignes  , lorsqu’elles  sont  commensurables. 
Si  on  a deux  lignes  A et  B dont  B soit  la  plus*  petite , on 
mesure  A avec  B , ce  qui  donne  un  reste  R , puis  on  mesure 
£ avec  R ; et  en  supposant  un  reste  R',  on  porte  R'  sur  R , 
et  si  R contient  exactement  R',  alors  R'  est  la  commune  me- 
sure exacte  des  deux  ligues  A et  B : car  d’abord  R'  mesure 
exactement  nR  -f-  R'  = B , n indiquant  le  nombre  de  fois 
que  R est  exactement  contenu  dans  B ; donc  il  mesure  aussi 
n' B -f-  R — A , n'  désignant  le  rapport  en  nombre  rond  entre 
A et  B.  On  apperçoit  facilement  ici  que  R est  la  plus  grande 
commune  mesure  entre  A et  B, 

Mais  si , au  lieu  de  porter  le  premier  reste  sur  B , le  second 
reste  sur  le  premier  et  ainsi  de  suite , on  mesure  tous  les 
restes  sur  la  ligne  A qu’on  suppose  = i,en  portant  R sur  A,  le 
premier  reste  sur  A , le  second  reste  sur  A,  et  prenant  toujours 
un  quotient  plus  grand  d’une  unité  quel  le  véritable , ce  qui 
donne  des  restes  négatifs  , on  aura,  en  désignant  ces  restes 
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par  fl , fl*  , fl* , fl*,  etc.  et  les  quo  tiens  successifs  par  q , q' , 
q",  q"y  etc*  cette  suite  d’égalités 

i — qD — fl , i =q'fl— fl',  i=q"fl'  — fl*,  etc. 
Ajoutantflaux  deux  membres  de  la  première  égalité  , et  divi- 
sant par  q , aux  deux  membres  de  la  seconde  fl'  et  divisant 
par  q',  aux  deux  membres  de  la  troisième  fl"  et  divisant  par  q", 
on  aura  celles-ci  : 

,1+fl'  n,_l-ffl" 

. _ “ / > “ 

q q q 


._I±* 

JS  — » 


, etc. 


.Substituant  dans  la  première  pour  fl  sa  valeur  prise  dans  la 
seconde  , dans  le  résultat  pour  fl'  sa  valeur  donnée  par  la 
troisième,  et  ainsi  de  suite  , on  aura  cette  transformation 
de  B 

i i.i,  i , , •• 

B A , -1 T,  H T— a— S,  + etc. 

• ° q^qq  qqq“  qqq  q 

Cette  suite  de  termes  ne  s’arrêtera  pas  si  A et  B n’ont  aucun» 
commune  mesure,  ou  plutôt  si  B n’a  pas  de  commun* mesure 
avec  l’unité,  auquel  cas  ce  nombre  est  dit  irrationnel  ou  incom- 
mensurable. < 

Supposons,  par  exemple  , que  , pour  un  certain  nombre  fl, 

on  ait  trouvé  q — i , q'  — 2,  q"  — q — 4 , etc-  > ces  quo- 
tiens  étant  la  suite  naturelle  des  nombres  , indéfiniment  pro- 
longée j on  aura 

fl=i+  — -4 — -^->+etc* 

1 î.a  1.2.3  î.a. 3. 4 

Ajoutant  î de  part  et  d’autre , on  trouvera 


i+fl  = i + i+--  + -l  + 


1.2  ’ 1.2.3  1.2. 3. 4' 


+ etc. 


Cette  série  représente  la  base  des  logarithmes  neperiens- , 
ainsi  qu’on  le  verra  dans  la  seconde  partie  de  ce  Traité.  Les 
coiumençans  pourront  omettre  ce  dernier  numéro. 


CHAPITRE  VII. 
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CHAPITRE  VII. 


De  la  résolution  des  Quotiens  en  suites  infinies. 


87.  JA  ous  avons  assigné  (6a  ) le  caractère  auquel  on  re- 
connaissait qu’une  division  algébrique  était  terminée  , ou  , 
ce  qui  revient  au  même  , qu’on  avait  obtenu  la  partie  en- 
tière du  quotient.  Alors  ce  dividende-reste  n’est  plus  divi- 
sible par  le  diviseur , et  le  quotient  ne  peut  être  qu’indiqué. 
C’est  ainsi , par  exemple , que  si  l’on  doit  diviser  1 ou  a°  par 


, . . 1 . 

a 4- 1 , on  écrit  pour  quotient 


treprendre  la  division  suivant  les  règles  données,  et  même  la 
pousser  aussi  loin  qu'on  voudra,  comme  on  le  verra  bientôt. 

88.  D’une  autre  part,  si , dans  la  division  de  deux  polynômes  , 
on  s’écarte  des  règles  établies  (chap.  IV) , on  arrive  encore 
à des  quotiens  qui  ne  se  terminent  pas.  Ainsi , en  divisant  a* — b% 
par  ü + 4,  suivant  les  prineipes  donnés  (cbap.  IV)  , on  trouva 
pour  quotient  a — b,  tandis  que  si  l’on  essaie  la  division  de  0“ — 6* 
par  b — a,  on  est  conduit  à cette  opération,  qu’il  est  facile  de 
suivre , en  appliquant  les  règles  démontrées  sur  les  fractions  : 


a*  — b*r  b-t-a 

* fl3U  » a‘  a*  . *4  °5 


-f-etc. 


-T-* 

ü3 

+ 4+7. 


a + 

F 


a? 

F 

-S-** 

etc. 


1 
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le  quotientne  s’arrête  pas, puisqu’on  a toujours  un  reste.  Dansce 
cas,  c’est-à-dire,  en  prenant  b-\-a  pour  diviseur,  il  faudrait,  pour 
retrouver  le  quotient  a — b,  diviser  la  totalité  du  dividende  par 
tout  le  diviseur,  c’est-à-dire  a'1 — Z>a  ou  (o-f-è)  (a — b ) par  a -J-  b. 
8g.  Supposons  la  division  de  1 par  1 — a,  et  nous  aurons 


1 — a 
a* 


— 1 -f- 


a .a  or 

, mais = a4 -, 

i — a 1 i—o 


a 4 


— 3 

i — a a i — a a "r  i — a* 

a*  ii®5 

-=044-- — -.etc. 


i — a i — a' 

La  fraction  — 1 — peut  donc  se  mettre  sous  toutes  les  formes . 

i — a 9 

fl4 


1*.  ..1 


. • i 4-  <H-a*4-a3-f 


-,  5i*...i+o+oa+a3-Hi4+- 

î — a i 

etc. 


Or  , en  considérant  la  première  de  ces  formules,  qui  est 
cl  c . . i — a 

i 4 , et  taisant  attention  que  i = , on  a 

i — a 1 i — o 


1 + • 


i — a a 


-a  i — a i — a 


1 

1 —a 


Si  on  suit  le  même  procédé  à l’égard  de  la  seconde  expres- 
sion, cest-à— dire  , si  Ion  réduit  i 4- a au  dénominateur 

1 a > 0Q  aura  la  fraction  -,  laquelle  ajoutée  à — , 


i — ga-}-aa 
i — a 


donne  (6g), 

Dans  la  troisième  formule  duq^tient,  l’entier  i -f-  0'4-a1, 

réduit  au  dénominateur  1 — a,  donne  —,  et  si  on  v 

1 — a ■ J 

1 


, on  a pour  somme 

1— a r 1 — a 


, Donc  cha- 


ajoute  la  fraction 

cune  de  ces  formules  est  en  effet  la  valeur  de  la  fraction 
, 1 

proposée  - — 
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qo.  On  pourra  donc  aller  plus  loin  , et  même  aussi  loin 
qu’on  voudra,  sans  avoir  bêsoin  de  calculer  davantage,  en 
observant,  l'h  que  chacune  de  ces  formules  se  compose  d'une 
partie  entière  qui  est  la  somme  des  puissances  successives 
de  a , à partir  de  a°  = t inclusivement  ; 2°.  d’une  fraction 
qui  a toujours  pour  dénominateur  i — a , et  pour  numéra- 
teur la  lettre  a , avec  un  exposant  plus  grand  d’une  unité 
que  celui  de  la  même  lettre  dans  le  dernier  terme  de  la 
partie  entière.  Cette  composition  constante  des  formules  suc- 
cessives , est  ce  qu’on  nomme  une  loi.  Cette  manière  de  s’é- 
lever aux  lois  générales  par  la  considération  des  cas  parti- 
culiers, se  nomme  induction.  Elle  est, dit M.  Laplace,  la  source 
de  presque  toutes  les  découvertes  dans  l’analyse  et  dans  la 
nature  dont  tons  les  phénomènes  sont  les  résultats  mathéma- 
tiques d’un  petit  nombre  de  lois  invariables.  C’est  ainsi  que 
Newton , en  suivant  la  loi  des  coefTiciens  numériques  dans  le 
carré , le  cube , la  quatrième  puissance  , etc.  d’un  binôme  , 
parvint  bientôt  à la  loi  générale,  c'est-à-dire,  à la  formule 
générale  qui  porte  son  nom , et  qui  sera  démontrée  dans  l’un  des 
chapitres  suivans.  Ce  géomètre  a soin  d’ajouter  que,  dans  cette 
méthode  d 'induction,  il  ne  faut  pas  généraliser  trop  prompte- 
ment; car  il  arrive  très-souvent  qu’une  loi  qui  se  soutient  dans 
un  assez  grand  nombre  de  cas,  est  démentie  dans  le  cas  suivant. 

9 1 . D’après  ce  qui  a été  observé  sur  les  quotiens  successifs 
(89)  , on  peut  poser  généralement 

a«+i 

= 1 -4-a+aa-f-a3-f-cd -j-a"+- , 

1— a : . • 1^* 

n étant  un  nombre  entier  positif  qui  augmenté  d’une  unité  [ 
donne  le  rang  du  terme.  En  effet,  faisant  n— 3,  an  devient 
<i*,  qui  est  le  quatrième  terme  du  quotient;  poürn  = 4>  a ■" 
devient  <d,  qui  est  le  cinquième  terme.  Mais  comme  rien  n’em- 
pêche d’éloigner indéfiniment  le  terme  fractionnaire  qui  termine 
la  suite,  c’est-à-dire , d’ajouter  toujours  un  ternie  à la  partie 
entière,  nous  pourrons  supposer  que  celle-ci  ne  se  termine  pas, 
et  alors  on  écrira 
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— î — = i -4-  a + e“  •+■  o3  + cd  + etc. 


ga.  Nous  allons  éclaircir  ce  qui  précède,  par  la  considéra- 
tion de  quelques  cas  particuliers. 

Supposons  d’abord  a — 1 ; alors  le  quotient  général  ci-dessus 
deviendra  un  quotient  particulier  correspondant  à la  fraction 

— La  suite  prise  indéfiniment , sera 


i i -4*  i -4- 1 "4*  1 4"  i ”1“  etc. 

O 

Pour  interpréter  ce  résultat  qui  s’est  déjà  offert  ( 57 , 77  ) , 
supposons  qu’on  ait  à diviser  l’unité  successivement  par  les 

nnmhres  i — — . — — . — - — , etc.  on  aura  les  quotiens 
nomDres  1 , 1Q  » 1QO-  100Q  » 10ooo’  ^ 

1 10, 100,1000,10000,  etc.  continuellement  et  indéfiniment 
croissans  , puisque  les  diviseurs  sont  continuellement  et  indéfini- 
ment décroissans  : mais  ces  diviseurs  tendent  vers  zéro  qu’ils  ne 
peuvent  atteindre,  quoiqu’ils  en  approchent  sans  cesse,  ou  qu’ils 
en  diffèrent  de  moins  en  moins  ; et  en  même  temps  la  valeur 
croissante  de  la  fraction  tend  vers  celle  qui  correspond  audiviseur 
zéro  j et  il  est  autant  impossible  que  la  fraction , dans  ses  augmen- 
tations successives  , atteigne  - , qu’il  l’est  que  le  dénomi- 
nateur , dans  ses  diminutions  successives  , arrive  à zéro.  Ainsi 

i est  le  dernier  terme  ou  la  limite  des  accrois semens  de  la 
o 

fraction  : à cette  époque  , elle  a reçu  toutes  ses  augmenta- 

lions  : - n’est  donc  pas  un  nombre  , c’est  la  limite  supé- 
o 

rieure  des  nombres  : telle  est  la  notion  qu’on  doit  se  faire  de 


ce  résultat  - que  les  géomètres  appellent,  par  abréviation, 

O A 

l’infini , et  qu’ils  notent  par  ce  caractère  00  ; il  est  souvent 
donné  comme  réponse  à une  question  impossible  , ainsi  qu’on 
ie  verra  (cbap.  18),  et  en  effet,  il  est  très-propre  à annon- 
cer cette  circonstance , puisqu’on  ne  peut  assigner  le  nombre 
noté  par  ce  signe.  , 
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On  remarquera  encore  que  si  l’on  veut  ne  prendre  de  la 
série  que  les  six  premiers  termes , il  faut  clorre  le  déve- 
loppement par  le  reste  correspondant  divisé  par  le  diviseur  » 
ce  qui  donne 

— — si  -f- 1 *j-  1 -{-  i -f-  i + 1 4’  “î 

1 — 1 o o 

cette  égalité  , absurde  en  apparence , prouve  que  six  terme» 
de  moins  n empêchent  pas  que  la  série  ne  soit  indéfiniment 
prolongée  ou  ne  s’arrête  pas.  Et  en  effet  , si  après  avoir  ôté 
six  termes  de  cette  série  , elle  cessait  d’être  infinie,  ou  deve- 
nait terminée,  en  lui  restituant  ces  six  termes,  elle  serait 
composée  d’un  nombre  défini  ou  assignable  de  termes , ce  qui 
n’est  pas.  Donc  le  surplus  de  la  série  doit  avoir  même  somme 
que  la  totalité.  En  Arithmétique , nous  avons  rencontré  une 
circonstance  semblable  dans  la  sommation  des  fractions  déci- 
males périodiques  , lorsqu’après  avoir  fait  passer  toute  une 
période  de  la  droite  à la  gauche  de  la  virgule , nous  disions 
que  le  reste  était  une  fraction  décimale  périodique  encore  in- 
finie et  la  même  que  la  fraction  totale.  On  peut  encore  dire 

que  ^ , en  tant  qu’il  n’est  pas  une  grandeur  , ne  peut  rece- 
voir d’augmentation,  qu’ainsi  1 -f-  i 1 + etc.  -f-  idoitres- 

o 

ter  égala  i •,  ou  bien  encore  qu’à  ce  terme  le  nombre  a reçu 
tous  ses  accroissemens. 

93.  Si  l’on  suppose  dans  la  même  fraction,  a— a,  on  trouve 
^ 1 = — 1 = 1 + a + 4 + 8 -f-t64-32-f-G4  -J-etc.  , 

ce  qui  paraît  d’abord  absurde.  Mais  il  ne  faut  pas  oublier 
que  si  l'on  veut  s’arrêter  à un  terme  quelconque,  il  faut  joindre 
à la  partie  entière , la  fraction  qui  complète  .le  quotient.  Sup- 
posons , par  exemple  , qu’on  n’aille  que  jusqu’au  terme  64  in* 
clusivement,  il  faudra  à la  somme  i+a-j-4+8-f-i6-f-3a-j-64 

ajouter  la  fraction  ■ 1 ■■  , on  — ia8  , ce  qui  donnera 
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127 — 128==*—  1.  Ici  , quelque  éloigné  que  soit  le  terme 
fractionnaire,  sa  valeur  numérique,  qui  est  négative  , sur- 
passera toujours  d'une  unité  celle  de  la  partie  entière  , en- 
sorte  que  celle-ci  est  détruite  en  totalité;  et  comme  dans 
l’hypothèse  de  a 1 , on  retranchera  toujours  plus  qu’on 

, • , f , 1 * t J 

n aura  ajoute  , on  ne  rencontrera  jamais  ce  résultat  -• 

\ é3 

g4-  Considérons  maintenant  le  nombfea  entre  zéro  et  l’unité» 
et  soit , par  exemple  , a = - , on  aura 


~~zn  — a = i + ï + ^ + 3+f6  + îî  + 6Î+  etc-: 

or  si  Ton  prend  les  deux  premiers  termes  de  cette  suite  ; 
on  a 1 + k > et  s’il  s’en  faut  de  ^ que  cette  somme  ne  soit 
égale  à 2 : si  l'on  prend  trois  termes , la  différence  à 2 
n’est  plus  que  de  i‘.  On  voit  donc  bien  clairement  que  plus  on 
prend  de  termes  du  quotient,  plus  la  différence  devient  petite, 
et  que  par  conséquent  si  on  continue  à prendre  des  portions 
successives  de  cette  suite,  les  différences  entre  ces  sommes 

consécutives  et  la  fraction  — — - =2,  décroîtront  et  finiront 

> — ï 

par  devenir  moindres  que  tout  nombre  donné,  quelque  petit 
qu’il  soit.  Le  nombre  2 est  donc  encore  une  Imite  dans 
l’acception  de  ce  mot.  Les  véritables  limites,  suivant  les  no- 
tions des  anciens,  sont  des  quantités  qu’on  ne  peut  dépasser, 
quoiqu’on  puisse  en  approcher  autant  que  l’on  veut;  telle 
est , par  exemple , la  circonférence  du  cercle  à l’égard  des 
polygones  inscrit  et  circonscrit , parce  que , quelque  grand  que 
devienne  le  nombre  des  côtés  de  l’un  ou  de  l’autre  de  ces 
polygones  , jamais  le  polygone  intérieur  ne  sortira  du  cercle, 
et  l’extérieur  n’y  entrera. 

Dans  le  cas  de  a=j,  on  a 

-L_=I=r  + j+|  +i  + iL.etc. 

1 3 

Si  l’on  prend  deux  termes , on  trouve  1 -f- 1 , et  la  diffé- 
rence : trois  termes  donnent  1 + £ > l’erreur  =77;  pour 
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quatre  termes,  l'erreur  n'est  plus  que  de  Puisque  l’erreur 
est  toujours  divisée  par  3,  elle  tend  vers  zéro  qu’elle  ne  peut 
atteindre , et  la  somme  tend  vers  ~ qui  en  est  la  limite. 
Prenons  encore  az=~,  et  nous  aurons 

~ — à = 3 = i +TT  + gî'+  zTj  + etc.  ; 

pour  deux  termes , la  différence  à 3 est  de  î -J-|;  pour  troi* 
trois  termes  elle  devient  f ; pour  quatre , elle  est  jj. 

Enfin  pour  n=  i , on  trouve 


: — r — f — 1 + î — 1 + s + TT  + irï+iÿs'+etc- 

1 A 

l’erreur,  en  prenant  trois  termes  pour  la  totalité  de  la  sé- 
rie , n’est  déjà  plus  que  de  ^y. 

g5.  Il  résulte  donc  de  là,  que  lorsqu’on  substitue  pour  a 
un  nombre  fractionnaire  compris  entre  zéro  et  l’unité  , i°.  tous 
les  termes  de  la  suite  , à partir  du  premier  , vont  en  dimi- 
nuant , ensorte  que  le  premier  terme  est  le  plus  grand,  que 
le  second  surpasse  chacun  de  ceux  qui  le  suivent,  et  ainsi  des 
autres-,  a°.  que  lorsque  les  termes  décroissent  rapidement,  un 
petit  nombre  de  ces  termes  pris  dès  l’origine , équivaut , à 
une  très-petite  différence  près,  à la  totalité  de  la  suite  ; d’où 
il  résulte  que  si  l’on  ne  connaît  que  la  suite  , on  peut  toujours 
approcher  de  la  fraction  correspondante  d’aussi  près  que  le 
requiert  l’état  de  la  question.  Ces  suites  ont  été  dites  conver- 
gentes , d’après  la  propriété  dont  elles  jouissent  de  donner  pac 
les  premiers  termes,  une  valeur  très -approchante  de  celle 
de  la  totalité  de  la  série , qu’on  ne  peut  obtenir.  Les  suites 
dont  les  termes  vont  continuellement  en  augmentant,  sont  nom- 
mées divergentes  celles-ci  ne  sont  propres  qu’à  faire  con- 
naître des  propriétés  de  la  quantité  qu’on  développe  , et  ne 
peuvent  servir  à faire  approcher  de  la  valeur  totale , puis- 
que les  derniers  termes  sont  les  plus  considérables. 


96.  On  pourra  résoudre  en  suite  infinie  la  fraction 


en  divisant  1 par  1 + a , ainsi  que  nous  avons  divisé  plus 


1 
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haut  1 par  i — a : on  trouve  ainsi 

— ; — = i — a +aa — a3  4- a4 — c5+a6—  a7  4- etc.  T 

î -f-a  1 ’ 

et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Faisant  a=  1 , il  vient 

— . = 1 = 1 — i + z — î-f  i — i + etc., 

suite  qui  offre  une  contradiction  apparente , en  ce  que  si 
on  s’arrête  à — i , le  résultat  est  zéro,  et  si  on  la  termine 
à + 1 , le  résultat  est  + 1 . Mais  c’est  là  précisément  ce  qui 
tranche  le  nœud , car  puisqu’on  doit  prendre  un  nombre  in- 
défini de  termes , il  ne  faut  pas  s’arrêter  plutôt  à — i qu’à 
— f—  x : il  est  donc  clair  que  la  somme  ne  doit  pas  être  plutôt 
o que  + 1 > e*  qu’elle  doit  tenir  le  milieu  entre  ces  deux 
nombres  , c’est-à-dire  qu’elle  doit  être  £.  C’est  bien  aussi  ce 
qu'on  trouve  en  terminant  la  portion  de  la  suite  à laquelle  on 
s’en  tient , par  le  reste  divisé  par  le  dénominateur  : pour  six 
termes,  on  aurait 

i'—  i + t-i-f  i — l+S  = ï» 


et  pour  sept  termes 

î — i -f- 1 — i + t — i+t  — i—  i- 
Faisons  a = 4,  le  développement  précédent  sera 


la  somme  des  deux  premiers  termes  est  4 , ce  qui  est  trop 
peu  de  g : trois  termes  donnent  \ , ce  qui  est  trop  de  ~ ; 
quatre  termes  ont  pour  somme  f , trop  petite  de  etc.  On 
voit  ici  que  les  portions  successives  de  la  suite , sont  alterna- 
tivement plus  grandes  et  pluspetites  que  la  fraction  | qui  la  re- 
présente , mais  qu’elles  en  diffèrent  de  moins  en  moins , soit  par 
excès , soit  par  défaut. 

Supposons  encore  a =£ , on  aura 


Or  , en  considérant  seulement  deux  termes  , on  a une  somme 

T 
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trop  petite  de  -Jjî  trois  termes  excèdent"  de  enfin  quatre 
termes  diffèrent  en  moins  de  j-j-,  et  ainsi  de  suite. 

07.  La  fraction  - — 7 — peut  se  résoudre  en  une  série  diffé- 
i+a  • 

rente  de  celle  que  nous  avons  trouvée  précédemment,  laquelle 

résulte  de  la  division  de  1 par  a i , qui  donne 

i 1 i.i  l,i  î 

, — — —T  “ —7  -4-  — r — “g  «4-  etc. 

a-f-  1 a a i*  et  a*  a5  as 

C’est  ainsi  qu’en  changeant  l’ordre  des  termes  “dans  le  dé-r 

nominateur , on  obtient  le  quotient  sous  diverses  formes,  et 

qu’on  passe  d’une  série  divergente  dans  une  certaine  étendue 

des  valeurs  de  a,  à une  série  convergente  pour  les  memes 

valeurs. 

98.  Qu’on  fasse  la  division  indiquée  — : on  trouvera 

x — b 

a a ab  ab 1 ab3 

^b==x  + ^ + l^+l^  +etC’ 

Supposons  a=mb  : cette  substitutiqn  donnera 

a b ( b , b*  , b3  , b*-  , _ ) 

^Tb-m7=b-m{x  +?+?+^+etC*  1 

Ainsi , lorsque  le  dénominateur  d’une  fraction  sera  peu  au- 
dessous  de  10,  de  100  , de  1000 , etc. , on  obtiendra  parla 
série  précédente  sa  valeur  en  décimales  , plus  rapidement  que 
par  les  moyens  arithmétiques,  en  posant  x=  10  , =100, 
= 1000,  etc.,  et  prenant  pour  b la  différence  dû  nombre  à 10, 
100,  1000  , etc.  Pour  avoir  le  nombre  m , facteur  de  la  suite,, 
on  comparera  mb  avec  le  numérateur  de  la  fraction  propo- 
sée , et  comme  déjà  le  nombre  b est  connu , il  sera  très- 
facile  d’avoir  le  nombre  m qui  doit  être  tel  qu’en  le  multipliant 
par  b,  le  produit  soit  mb.  C’est  ce  que  les  deux  exemples  sui- 
vans  feront  mieux  entendre. 

v .56 

Soit  à réduire  en  décimales  la  fraction =.  Je  décom- 

9.9!P 

. ■ 56  8.7 

pose  cette  fraction  en = : comparant 

10000 — 7 10000 — 7 
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* jyiJj 

cette  dernière  avec  on  trouve  m = 8,  b=j,x=  iooooj 

donc 

—3— =■ 8 {",0007  + (0,0007)'  + (0,0007)»  •+•  (0,0007) < 4-  «<=•  }• 

Si  on  veut  se  borner  à 7 décimales  dans  l’évaluation  de  cette 
fraction,  on  ne  prendra  que  les  deux  premiers  termes  du  dé- 
veloppement , qui  sont,  0,0007+0,00000049,  ou 0,00070049, 
qu’il  faut  multiplier  par  8 , ce  qui  donne  0,00580^92. 

/O 

Si  on  avait  à évaluer  la  fraction  -2— , on  la  mettrait  sous 

99 1 


ilv  q 

la  forme 


1 000—9 


, pour  la  comparer  avec 


mb 


■ b * 


99.  Qu’on  effectue  la  division  - c~^~  etc;  on  aura 

m + etc. 

ce  tableau  d’opérations  , 

f-etc.  i m-f-w-f-jH-ctc. 

an  np  \ a an  . 

— rt î etc.  I -f-  — - — etc. 


v m m * 


an  ap  .... 

— — —— — — etc.  -f-  b c -f-  etc. 

m m 

. an  an*  t anp  , 

*4-— H H 7 -h  etc. 

fh.  m * m > 


, «n*  anp  , <7p  .... 

“f"  • — -f*  — 1 — *4“  etc.  — — — etc.  *4-  & -4-  e -f*  etc. 
ma  m3  m 

an 3 an 3 ^ 


an1  a/i*p 

etc.- 


.Î2E  -f-etr.  •— — — ete.-t-W-«+ete. 

m • m * m*  m 

Si  l’on  multiplie  le  diviseur  par  le  quotient , et  qu’à  ce  pro- 
duit on  ajoute  le  reste  correspondant , on  retrouvera  le  di- 
vidende ; ensorte  que 

a+i+c  + etc.  a an  an* 

m-f-n-f-p -f-etc.  m m*  > m* 

Que  l’on  fasse  maintenant  b — o,c=o,  d~o,  etc. , on  trouvera 

a a an  an*  . ■ 

m-f-n  + p-f- etc.  m m*  m? 
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Le  quotient  sera  donc  le  même  de  part  et  d'autre  ; mais  les 
restes  différeront,  en  ce  que  le  second  ne  contiendra  pas 
les  lettres  b , c etc. 

Si  l’on  ne  conserve  au  numérateur  que  la  lettre  a , et  au 
dénominateur  que  le  binôme  m + n , on  déduira  de  la  formule 
générale  celle-ci  : 

a a an  an* 

m-f-n  m /n.1  ' rn3 

dans  laquelle  on  peut  faire  toutes  les  hypothèses  qu’on  vou- 
dra sur  les  valeurs  numériques  des  lettres  a,  metn,  et  sur 
les  signes  de  ces  lettres,  pourvu  qu’on  les  répète  de  part  et 
d’autre  , puisque  d’un  côté  on  a la  fraqtion , et  de  l’autre  sa 
valeur. 

îoo.  Lorsqu’on  veut  réduire  une  fraction  vraie  g en  une 

fraction  décimale  , le  quotient  donné  par  notre  arithmétique  , 
est  de  la  forme 

± 4.  JL  _i_  _5l  JL  4.  etc 

10^  (io)»+  (10)*^  (10)*^ 

q , q',  q",  qm,  etc.  étant  les  chiffres  des  dixièmes,  centièmes, 
millièmes. 


101.  Proposons-nous  maintenant  de  résoudre  une  fraction 


a 

b 


en  une  Qfite  de  fractions  dont  les  dénominateurs  soient  toutes 
les  puissances  successives  entières  et  positives  d’un  nombre 
donné  m. 

Cette  question  est  résolue  par  la  suite  ( M ) , mais  nous 
la  traiterons  ici  directement , c’est-à-dire  , d’après  le  procédé 
arithmétique.  Supposons , à cet  effet , 


b — m — n,  d’où  ô-f-  n — m‘. 
si  1 on  veut  que  le  quotient  de  a par  b ait  m pour  dénomi- 
nateur , on  multipliera  a par  m,  ou  par  son  équivalent  b ra; 
puis  on  divisera  le  quotient  et  le  reste  par  m,  pour  en  revenir  à 

la  valeur  de  Or  ab  -f-  an  divisé  par  b , donne  le  quotient  a 
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et  le  reste  an  : le  quotient  exact  sera  donc  —,  et  le  véritable 

m 

an 

reste  — : 


Nous  continuerons  la  division  de  — par  b , sous  la  condi- 

m 

tion  d’avoir  un  quotient  divisé  par  m*.  A cet  effet  nous  multi- 

C Tl 

plierons  le  dividende  — par  m , ou  par  (b  -j-  «) , ce  qui  don- 

anb  -f-  an*  . an  an% 

nera  ; on  aura  pour  quotient  • — -,  et  pour  reste—; 

divisant  par  m , le  véritable  quotient  sera  ^ et  le  reste 

Il  faut  donc  diviser  par  b , et  trouver  un  quotient 

sous  le  dénominateur  m3  ; on  multipliera  par  m,  ce 

. , an*ro  an*b  -f-  an3  , ...  , . 

qui  donnera  — — ou - ; ensorte  qu  on  obtiendra  le 

^ m*  m*  » '± 

an * , an3  . . . 

quotient  — 5-  , et  le  reste  — , et  ainsi  de  suite. 

nr 

On  a donc  enfin  ce  développement  de  la  fraction  proposée 


an  ..  an*  . an’ 


- — _ 4.  _ a. 

b m m*  m3  1 m* 


etc. 


On  observera  ici  que  les  numérateurs  , dans  la  suite , ne 

sont  pas  les  chiffres  successifs  de  la  valeur  de  la  fraction  j, 

dans  le  système  qui  aurait  m pour  module.  Soit,  par  exemple,  à 

réduire  - en  fraction  décimale  : on  a,  dans  ce  cas, 

7 

a — 1 , ô = 7 , m=io,  7 +n=  10  » d'où  n = 3; 
substituant  ces  valeurs- pour  les  lettres  dans  le  développement 
ci-dessus,  on  trouve 


, , 3 


9 . a7 

i • , 


81  , 243  , 72  g 

* V . I 


7 io^(io)*^(io)3^(io)*^(io)5^tio)8  ^ (10 y 

^(10)» 


g + etc.  ; 
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tandis  que  le  procédé  arithmétique  donne 

f 1 , 4 i3  l8_l_5  i 7 , t 

7 ” 10  (10)*  (io)3  ^ (io)+  “r  (io)s  "**  (io)6"*"^ 

= o}  142857  etc. 


Les  numérateurs  de  ces  deux  suites  sont  très-différens  : car  * 

dans  la  première  ils  sont  composés  de  plusieurs  chiffres , à 
partir  du  quatrième,  tandis  qu’il  n’entre  qu’un  seul  chiffre 
dans  chacun  de  ceux  de  la  seconde.  Cependant  si  l’on  somme 
un  nonibre  suffisant  des  premiers  termes  de  la  première  suite , 
on  retrouve  le  résultat  0,142867,  etc. 

102.  Ainsi,  par  l’Algèbre  on  peut  obtenir  la  valeur  d’unefrac- 
tion  sous  des  formes  essentiellement  d.Iférentes,  ce  qui  est  un 
des  caractères  distinctifs  de  cette  branche  de  calcul. 
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CHAPITRE  VÏII. 

* T • : . . ' \ ; ... 


De  quelques  propriétés  des  Nombres.  Traduction 
d’un  nombre  d’un  système  dans  un  autre  système 
de  numération.  '■  : :ri  : :r 

• 

io3.  NûVS  avons  réuni  dans  ce  chapitre  les  seules  propriétés 
des  nombres  considérés  comme  facteurs  ou  diviseurs,  dont  la 
connaissance  soit  indispensable  dans  la  suite  de  cet  ouvrage  , 
ou  supposée  dans  ce  qui  précède.  Nous  y avons  aussi  traité 
comme  application  la  question  de  traduire  un  nombre  d’un 
système  dans  un  autre  système  de  numération  , question  qui 
trouve  naturellement  place  ici  , et  dont  la  solution  sert  de 
complément  à ce  qui  a été  dit  dans  l’Arithmétique  sur  les  dif- 
férens  systèmes  de  numération. 

j 04.  On  multiplie  ou  l’on  divise  un  produit , en  multipliant 
ou  en  divisant  l’un  de  ses  facteurs. 

Pour  démontrer  la  première  proposition  dont  la  seconde 
n’est  qu’une  conséquence , nous  partirons  du  produit  de  a 
par  b' — b,  qui  esta(ù' — b)  = ab' — ab=P' — P,  en  posant 
ab'=.P' , ab  — P : si  l’on  fait  b'=ab  , on  a 

a{b'—b)  — ab—P  — P'—  P ; d’où  ^aP; 

donc  quand  dans  ab,  le  facteur  b devient  double  , le  produit 
P devient  2P.  Supposons  b'  = 3 b , auquel  cas 

a(Jb' — i.)=aXai=aP=P/ — Pj  d’où  P'=3P. 

Ai  nsi  lorsque  le  facteur  b devient  3 b , le  produit  P devient 
5P , et  ainsi  de  ?uite , ce  qui  démontre  l’énoncé. 
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io5.  Le  produit  d'un  nombre  quelconque  de  nombres , reste 
le  même  dans  quelque  ordre  qu’on  multiplie  les  facteurs. 
Soient  d’abord  deux  nombres  a et  b : je  dis  qu’on  aura 
a.  X b = b X a , 

proposition  déjà  démontrée  (Arithm.),et  que  nous  allons  prou- 
ver autrement. 

En  supposant  n>  b , qu’on  décompose  n dans  tous  les  nom- 
bres b qu  il  contient  : en  sus  de  tous  ces  nombres  b coutenus 
d*ns  a,  il  y aura  un  certain  excédant  r<  b , ensorte  que 

aX  é = + -f-r)  b. 

Or  dans  tous  les  termes  de  la  forme  b X b , on  peut  intervertir 
à volonté  "l’ordre  des  facteurs  ; la  chose  reste  donc  à démon- 
trer à l’égard  du  produit  r X b.  On  supposera  de  même  b dé- 
composé en  tous  les  nombres  r qu’il  peut  contenir , et  dési- 
gnant 1 excédant  par  / <[  r , on  aura  la  décomposition 

rXi  = r(r|(.r+r-fr4- +/) 

et  comme  dans  chacun  dès  produits  partiels  rX  r,  l’ordre  des 
facteurs  peut  Être  changé , il  ne  s’agira  que  de  prouver  la 
chose  à l’égard  du  produit  rXr.  On  aura  donc  encore 

r X/  =</+/+  /+/  + r")/ 

et  il  faudrait  faire  voir  qu’on  a t"  X / = / >4*,  et  ainsi  de 
suite.  U 


Nous  ayons  donc  divisé  g par  b,  b par  r par  /,  / par 
r,  etc.;  c est-a-dire  que  nous  avons  opéré  W les  deux  nom- 
bres a et  b comme  pour  en  avoir  le  plus  grand  commun  di- 
viseur qui  ne  peut  être  que  l’unité  ou  un  nombre.  Dans  le 
premier  cas,  on  aura  à démontrer  la  proposition  énoncée  à 
1 egard  du  produit  /">  X i qui  est  visiblement  égal  à î X /*)  • 
dans  le  second,  on  arrivera  à des  produits  tels  que  /n>XrW 
dont  on  peut  alterner  les  facteurs.  On  aura  donc 


«XJ  = JXd. 

On  s exercera  a démontrer  ces  égalités 

abc  = bac  = acb  — cab~bca  — cba 
entre  (les  produits  de  trois  facteurs  , et  de  là  on  conclura  celles 
qm  ont  heu  entre  les  produits  de  cinq,  six , etc.  facteurs. 
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106.  Si  leproduit  axb  est  divisible  par  c , et  que  b et  c soient 
des  nombres  premiers  entre  eux , je  dis  que  c divise  a.  On  suppose 
que  a,  b,  c soient  des  nombres  entiers.  D’après  l’énoncé  et 
ce  qui  a été  démontré  (8 1 ) , le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  b et  c , est  l’unité.  Si  b est  plus  grand  que  c,  on  aura  , 
d’après  le  procédé  (8»  ) , en  supposant  que  l’opération  se  ter- 
mine à la  troisième  division  , 

b=cq  + r,  c = rq'  ■+•/,  r = r'q”+i  ; 

donc 

ab  sa  acq  + ar  ; ac  —arq'-\-  a/ , ar  = a , 

et  conséquemment 


ab  — acq  — ar,  ac  — arq'— a /,  ar — a / q’  — a ; 

ainsi  ab  étant  divisible  par  c,  ab — acq,  ou  ar  sera  divisible  parc, 
il  en  sera  de  même  de  ac — arq’  ou  de  a / , de  ar — ad  q"  ou 
de  a. 

Si  b est  plus  petit  que  c , on  divi^ra  c par  b , et  on  aura , 
en  supposant  encore  l’opération  terminée  à la  troisième  di- 
vision , 

c — bq-j-r,  b—rq'-\-d,r=dq’+i\ 
de  là  • 

ac=abq-\-ar } ab  = arq'  -f-  a/  ; ar  = ad q"~i~a , 


et  ac — a|^=ar;  ab — arq'  — ad  ; ar  — adq"=za. 

Ainsi , de  ce  que  ac  et  ab  sont  divisibles  par  c , on  conclura 
que  ar,  ad  et  a sont  divisibles  par  c.  Donc  etc. 

107.  On  conclut  de  là  que  si  b étant  premier  avec  c,  l’autre  fac- 
teur a est  plus  petit  que  c , le  produit  ab  nestpas  divisible  par  c. 

A 

1 08.  Il  suit  de  ce  qui  vient  d’être  dit  (107) , que  la  fraction  — 
dans  laquelle  A et  B sont  des  nombres  premiers  entre  eux,  ne  peut 

g • 

être  égale  à une  fraction  a et  b étant  des  nombres  entiers  moin- 
dres que  A et  B. 

Supposons,  en  effet,  qu’on  puisse  avoir  j » d’où  a =—^-, 

B devrait  donc  diviser  b A , et  comme  il  ne  divise  pas  A , il 
devrait  diviser  b , ce  qui  est  impossible  puisqu’on  a , par  hy- 
pothèse 


/ 


! 
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pothèse  B^>b.  Donc  la  fraction  est  irréductible , puis- 
qu'elle n'est  pas  convertible  en  une  fraction  exprimée  par  de 
plus  simples  termes. 

Ainsi  deux  fractions  irréductibles  égales  , ont  leurs  termes 
correspondons  égaux. 

^ g 

icq.  Lorsqu  une  fraction  non-irréductible  ^ est  égale  à une 
A 

fraction  irréductible  g-  , les  deux  termes  de  la  première  sont 

les  mêmes  multiples  des  deux  termes  de  la  seconde. 

On  ne  peut  avoir  (108).  a <C,A  et  b B,  ni  a=  A et 
b~  B ; donc 


a~^>  A 

et 

b>B-> 

d’ailleurs , d’après  l’énoncé  , 

a = da'’ 

et 

^6 

II 

O 

a'  et  V étant  premiers  entre 

eux 

-,  donc 

a 

b 


a 

V 


A 

B 


or  , d’après  le  théorème  précédent , 

a! —A  , b' = B ■ 

donc  da'  = dA  — a ; db'=  dB  — b\ 

110.  Tout  nombre  premier  qui  ne  divise  ni  l’un  ni  laulre 
des  facteurs  A et  B ,■  ne  peut  diviser  leur  produit  AB. 

Soit , s'il  est  possible , 6 un  nombre  premier  qui  ne  divise 
ni  A ni  B , mais  qui  divise  le  produit  AB.  On  pourra  toujours 
supposer  qu’en  divisant  A par  0,  on  ait  le  quotient  m qui 
sera  zéro , si  A est  0 , et  le  reste  A'  ; ainsi 
A r=  mfl  -f-  A' , 

et  pareillement , 

B = n0  -f  B' ; 

donc  . 

AB  — mnl*-^-  nArd-{-mB'&~\-  A' B'. 

Ce  produit  AB  doit,  d’après  l’hypothèse  , être  divisible  parfl  h 
et  comme  la  partie  nm6a  -f-  uA'ù  -f-  mB'Ü  se  divise  d’elle-^ 


, < 
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même  par  0 , il  faudra  que  le  produit  A'  B'  soit  séparément 
divisible  par  0.  Dans  ce  premier  résultat,. nous  remarquerons, 
I*.  que  A'  et  B'  ne  peuvent  être  zéro,  parce  que  A et  B sont 
supposés  non  divisibles  par  fi  ; a®.  que  A'  et  B'  étant  des  restes 
de  division,  sont  moindres  que  le  diviseur  6;  3®.  qu’aucun  des 
nombres  A'  et  B'  ne  peut  être  égal  à l’unité:  car  si  l'on  avait^ 
A'—  t , le  produit  A' B'  deviendrait  B'  j or  JS'  étant  <9,  il 
est  impossible  que  B'  soit  divisible  par  ô Nous  avons  donc 
deux  nombres  entiers  A'  et  B',  tous  deux  plus  grands  que 
l’unité,  et  tous  deux  moindres  que  fl,  dont  le  produit  est 
divisible  par  fi , de  sorte  que 

A' B'  = fi  C. 

Voyons  les  conséquences  qui  en  résultent  : puisque  A'  est 
moindre  que  ô , on  peut  diviser  9 par  A ' j soient  m'  le  quotient 
et  A"  le  reste  , on  aura 

fl  = m’A'+  A",  donc  6 B'  = m'A'B'+  A’ B'. 

Le  premier  membre  est  divisible  par  ô , il  faut  donc  que  le 
second  le  soit  aussi  ; mais  la  partie  m' A'B1  est  divisible  d’elle- 
même  par  fi , puisque 

A'B'  = SC'; 

donc  l’autre  partie  A" B'  doit  être  divisible  par  fl.  Le  nombre 
A"  qui  est  un  reste  de  division,  est  moindre  que  le  divi- 
seur A',  il  ne  peut  d’ailleurs  être  zéro  ; car  dans  cette  hy- 
pothèse , ô serait  divisible  par  A' , et  ne  serait  plus  un  nombre 
premier,  comme  on  l’a  supposé.  Donc  du  produit  A'B'  sup- 
posé divisible  par  6,  on  tirera  un  autre  produit  A" B'  encor» 
divisible  par  fl  , lequel  est  plus  petit  que  A'B',  sans  cepen- 
dant être  zéro.  En  suivant  le  même  raisonnement , on  déduira 
du  produit  A" B'  un  autre  produit  A'" B’  ou  A" B'"  encore  plus 
petit  , et  qui  sera  toujours  divisible  par  fi  , sans  être  zéro. 
En  continuant  la  suite  de  ces  produits  décroissans  , on  par- 
viendra nécessairement  à un  nombre  moindre  que  ô : or  il 
est  impossible  qu’un  nombre  moindre  que  fi , et  qui  n’est  pas 
zéro  , soit  divisible  par  fi;  donc  l'hypothèse  d’où  l’on  est  parti 
est  inadmissible.  Cette  proposition  est  extraite  de  la  ! Théori • 


i 
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dis  nombres  , par  M.  Legendre  (*)  : nous  allons  la  prouver 
autrement. 


n 1 ..  Si  deux  nombres  A et  B sont  premiers  avec  9 , leur  pro- 
duit ne  peut  être  divisé  exactement  par  9. 

Soit , s’il  est  possible  , 


AB 

6 


9> 


0) 


q étant  un  nombre  entier.  Or  A et  B étant  des  nombres  pre- 
miers avec  9 , la  fraction  ^ est  réduite  à sa  plus  simple  ex- 
pression : donc  les  termes  de  la  fraction  ~ sont  respec- 

1 A 

tivement  égaux  à ceux  de  la  fraction  — , ou  ils  en  sont'  les 
mêmes  multiples  (109).  Ces  deuxhypothèses étant  inadmissibles, 


(*)  On  peut  encore  derlfcntrer  ce  théorème  (le  la  manière  suivante.  En 
divisant  B par  8 , désignant  le  quotient  par  q , et  le  reste  pur  B,  on  a l 'égalité 

B—qh+R; 

multipliant  de  part  et  d’autre  par  A , on  trouve 
AB  — — qA9  4*  AR  ) 

d’oii  Ton  conclut  que  AB' ne  peut  être  divisible  par  9 , sans  que  AR  soit 
divisible  par  ô,  puisque  tout  nombre  qui  divise  une  somme  et  l’une  de  ses 
parties  , doit  diviser  l'autre  partie.  A cause  de  R<^9  f on  divisera  6 par  Rcf 
et  on  aura 

9=zRq'+R' 

et  en  multipliant  par  A , on  obtiendra 

AB=ARq'+AR': 

Ainsi  9 devrait  diviser  yf/T.  On  prouvera  de  la  même  manière  qu’il  devrait 
diviser  AR!\  ARm  etc.,  et  enfin  Axi , parce  que  les  restes  R,  K,  R". . , . qui 
sont  des  nombres  entiers  décroissait? , doivent  arriver  h l’unité.  Or  6 ne 
divise  pas  A , donc  il  ne  divisera  pas  AB . Ce  qui  prouve  encore  que  la 
divisibilité  d’un  produit  par  un  nombre  premier , exige  que  Rua  des 
facteurs  soit  divisible  par  ce  nombre  premier . 

On  pouira  s’exercer  *\  démontrer  , i°.  qu’un  nombre  divisible  successi- 
vement par  deux  nombres  a et  b premiers  entre  eux  , est  divisible  par 
le  produit  aX  b:  a*,  qu'un  nombre  divisible  par  deux  fadeurs  non 
premiers  entre  eux , est  divisible  par  Vun  de  ces  nombres  , multiplié  par 
le  facteur  de  V autre , non  commun  au  premier  nombre. 


A 
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on  est  forcé  d’en  conclure  que  l’égalité  (1)  ne  peut  avoir  lieu  , 
et  qu’ainsi  AB  n’est  pas  divisible  par  0. 

Il  est  facile  d’étendre  cette  conclusion  aux  trois  nombres 
A ,B , C séparément  premiers  avec  0 ; car  de  l’hypothèse 
ABC 

T* 

q étant  un  nombre  entier,  on  déduirait 

é.  — JL 

0 — BC'  - 

Or  la  fraction  -j  ayant  lieu  entre  des  nombres  premiers  , on 
devrait  avoir 

. q •==  mA , BC—  m5. 


Or  de  2?C— m9,  on 


conclut  = m,  égalité  impossible  d’a- 


près ce  qui  a été  démontré  précéderrftnent. 

Même  raisonnement  à l’égard  d’un  nombre  quelconque  de 
nombres  A , B , C,  etc.  séparément  premiers  avec  0. 

lia.  Il  suit  de  ce  théorème  considéré  dans  le  cas  particulier 
de  A—B—C  — D — etc. , que  si  deux  nombres  a et  b sont 

cim  am 

premiers  entre  eux,  les  fractions  ^ ne  peuvent  se’  ré- 


duire à des  nombres  entiers. 


Car  d’abord 


am 

T 


ne  peut  être 


un  nombre  entier.  Je  dis  maintenant  qu’il  en  sera  de  même 

dm  ^ 

de  ^ ; car  si  l’on  pouvait  avoir 


CLm 


on  en  conclurait 


am  serait  donc  exactement  divisible  par  b , puisque  q bn~l  est  un 
membre  entier. 

1 13.  Une  fraction  ordinaire  n'est  convertible  en  une  fraction 
décimale  terminée , qu’ autant  que  son  dénominateur  est  a ou 
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5 , ou  une  puissance  de  a ou  de  5 , ou  le  produit  d'une' 
puissance  de  2 par  une  puissance  de  5. 

Ën  effet , représentons  par  ? une  fraction  réduite  à sa  plus 

simple  expression  , et  supposons  a<^b,  pour  prendre  le  cas 
d’une  fraction  vraie  ; on  aurait,  d’après  l’énoncé , 

a n 

b (io)f  ' 

n étant  la  partie  significative  de  la  fraction  décimale  comp- 
tée en  nombre  entier,  et  p le  nombre  total  des  chiffres  déci- 
maux,}^ compris  les  zéros  à droite  de  la  virgule  : on  déduit  de-là 

_ a X (1  o)p 

”*"7  b • 

1 or  n étant  un  nombre  entier , et  b ne  divisant  pas  a , il  faut 
(1 10  ou  111)  que  b ne  soit  pas  premier  avec  (io)P;  mais  (io)p 
ne  peut  avoir  pour  diviseur  que  2 ou  5,  ou  une  puissance  soit 
de  u , soit  de  5,  ou  enfin  un  produit  de  ces  puissances  : donc 
b doit  être  un  de  ces  divis^rs. 

n 4-  Il  est  souvent  nécessaire  de  comprendre  tous  les  nombres 
entiers  possibles  dans  un  nombre  défini  de  formules.  Je  dis, 
par  exemple  , que  tous  les  nombres  sont  représentés  par  le» 
quatre  formules 

4n  , 4n 1 » 4n"4~ 2,  4n "f” 3* 

Soit  IV  un  nombre  quelconque  : si  on  le  divise  par  4»  et  qu'on, 
désigne  le  quotient  par  n,  cette  division  ne  peut  donner  que 
l’un  de  ces  quatre  restes  o , 1 , a,  3 , puisqu’un  reste  doit  tou- 
jours être  moindre  que  le  diviseur  : donc,  comme  un  dividende 
est  toujours  égal  au  produit  du  diviseur  par  le  quotient  plus 
le  reste  , on  aura 

N ~4n  , ou  N = 4n+  1 j ou  iV=4n"f*2i  ou  iVi: 4rt  + 3: 
On  prouvera  d’une  manière  analogue  que  ces  cinq  formules 
5 n,  5/i  —j—  1 , 5n-f- 2 , 5/i -f-3 , 5n  +4 , 
donnent  tous  les  nombres  qu’on  en  déduit  effectivement  dans 
les  hypothèses  n = o,  n = i , n=a,  n=3  , etc.  car  sous  la 


* 
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première,  ces  formules  donnent  les  nombres  o,  1 , a,  3, 4 ; 
sous  la  seconde,  elles  donnent  les  nombres  suivans,5,6,  7, 
8,9:  sous  la  troisième  , les  nombres  consécutifs  10,  xi  , 12, 
1 3 , 14  , et  ainsi  de  suite. 

1 15.  Soient  N un  nombre  , et , j8  , y , etc.  ses  facteurs  nom- 
bres premiers  : le  nombre  N pourra  toujours  être  représenté 
parotmjS*j>’  etc.  En  effet,  la  méthode  à suivre' pour  décom- 
poser le  nombre  N en  ses  facteurs  nombres  premiers(v4Wt//.) , 
consiste  à essayer  la  division  de  N successivement  par  les  nom- 
bres premiers  a , 3 , 5 , 7,  etc.  Lorsque  la  division  réussit  parle 
nombre  premier»,  que  je  ■suppose  être  le  plus  petit  des  divi- 
seurs de  cette  espèce  , on  la  répète  autant  de  fois  qu’il  est  pos" 
sible  , 7nfois,  par  exemple  , et  désignant  le  quotient  par  P , 
on  alV=stmP,  le  nombre  P n’étant  plus  divisible  par  <*,ni 
par  un  nombre  premier  < a,  puisqu’alors  «t  ne  serait  pins, 
comme  on  l’a  supposé  , le  plus  petit  nombre  premier  diviseur 
de  IV.  Or  C ne  divisant  pas  et , ue  divisera  pas  um  (11a);  il  doit 
diviser  N ou  etmP  \ donc  il  divisera  P,  et  si  P est  divisible  n 
fois  par  C,  on  aura  P~  C"Q.  Oj  trouvera  successivement 
Q — ynR,  etc.  Ce  qui  donne  N—<tm(iny*  etc.  en  observant 
que  le  dernier  des  quotiens  P , Q,  R,  etc.  sera  nécessaire- 
ment un  nombre  premier. 

Si  après  avoir  essayé  la  division  du  nombre  2V  par  les  nom- 
bres premiers  2,  3,  5, 7,  etc.  jusqu’à  la  racine  carrée  de  N,  qu’on 
note  ainsi  y'JV  (*)  , on  n’en  trouve  aucun  qui  divise  éV , on 
sera  certain  que  N est  un  nombre  premier  ; car , supposons 
que  N soit  divisible  par  un  nombre  premier 9 > {/N , et  dé- 
signons le  quotient  par  T : dans  l’hypothèse  actuelle  , le  quo- 
tient T du  nombre  N par  6,  est  moindre  que  celui  de  N par 
sa  racine  carrée , ou  moindre  que  la  racine  carrée  de  N , parce 
que  si  l’on  divise  le  produit  des  deux  facteurs  , par  un  nombre 
plus  grand  que  l’un  de  ces  facteurs , on  aura  un  quotient  plus 
petit  que  l’autre  ; donc  le  nombre  N serait  divisible  par  un 


(*)  La  racine  carrée  d’un  nombre  , multipliée  par  elle-même  , donne  le 
«ombre  qui  résulté  alors  de  deux  lutteurs  égaux,  ebup.  q. 
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«ombre  T moindre  que  \/N,  et , à fortiori , par  un  nombre 
premier  moindre  que  ÿN,  ce  qui  est  contre  l’bypothese. 

Cherchons  les  diviseurs  autres  que  les  nombres  premiers  f 
<t , £ , y , £ , etc.  et  supposons , pour  plus  de  facilité  , qu  ou  ait 
N=  • on  reprendra  les  divisions 

et ;*  Gy  £ | 


et  GyS 
Cyï 

y * 

i- 


etGyi',  Gyï,  y},}  étant  les  quotiens  successifs  correspondan* 
aux  diviseurs  »,  *,  f,  y,  puis  on  formera  les  lignes 

1° et  , 

.a" «,  et3; 

3° G,  etS,  tt*C; 

4° y ,*y,  fy, *' y » *&y> *Xy ’> 

5° ï,  «Î,  Gt,yl,  et3}  , «a,  et'CÏ,  *yï,  Gy*,  «V, 

etGyi' , a'Gy} , 

dont  chacune  renferme  les  produits  de  tous  les  diviseurs  déjà 
formés  qui  se  trouvent  au-dessus  , par  le  diviseur  nombre  pre- 
ipier  qui  est  en  tête  de  la  ligne.  Il  est  visible  que  chacun  de 
ces  produits  est  diviseur  du  nombre  N , puisqu’il  n’est  aucun 
d’eux  qui  n’ait  pour  facteurs  les  diviseurs  même  de  N ; d ail- 
leurs et  ne  peut  être  au  plu»  que  deux  fois  facteur  dans  1 un 
quelconque  des  diviseurs  ; G , y et  } ne  peuvent  l’être  quune 
fois  ; donc  on  ne  peut  avoir  d’autres  diviseurs  que  les  pre- 
cédens. 

Ainsi,  pour  le  nombre  îao , on  a ce  tableau  de  diviseurs 

i 


120 

6o 
3o 
i5 
■ 5 


9 

3,4 

2,8  « 

3 , S,  12,  24 

5 , 10,  i5 , 20,  3o , 4o>  60  , 120. 


Dans  le  chapitre  douzième  , nous  donnerons  une  fonnulaqui 
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compte  le  nombre  des  diviseurs  composés  d’un  nombre  donné. 

1 16.  Traduire  un  nombre  d'un  système  dans  un  autre  sys- 
tème de  numération. 

Quoique  cette  question  soit  ici  traitée  d’une  manière  pu- 
rement arithmétique  , cependant  nous  avons  cru  devoir  la 
transporter  dans  l’Algèbre  , parce  que  cette  branche  de  cal- 
cul ne'suppose  pas  plutôt  un  système  de  numération  qu’un  autre, 
ainsi  que  nous  l’avons  observé  dans  les  notions  préliminaires. 

Proposons-nous  la  traduction  d’un  nombre  dans  le  système 
duodécimal. 

En  général , pour  qu’un  chiffre  exprime  des  douzaines  , il 
suffit  de  mettre  un  zéro  à sa  droite  ; ainsi 

(io),  (20),  (3o),  (4o),  (5o),  (60),  (70), (80),  (90) , (^o),(«o) 

exprimeront  1,  2,  3 , a douzaines,  <J“ , a désignant 

les  collections  dix  et  onze  : nous  avons  d’ailleurs  écrit  ces 
nombres  entre  parenthèses,  pour  rappeler  la  convention  du  sys- 
tème duodécimal.  Si  on  remplace  le  zéro  par  les  caractères 


primitifs  1 , a , on  aura  toutes  les  collections  12, 

i3 i43.  Le  nombre  i44est  (ico)  : en  écrivant  en 


place  des  odans  (100),  tous  les  nombres  antécédens',  on  ob- 
tiendra , dans  ce  système  , tous  les  nombres  de  trois  chiffres, . 
dont  le  plus  grand  est  (aaa) , qui  vaut  1 1 X 1 + 11  X 12 

+ il  X i44  = 1727- 

Pour  énoncer  dana  le  système  décimal , le  nombre  , 
on  en  multipliera  le  premier  chiffre  5 par  1 , le  second  chiffre  a 
par  12 , et  le  troisième  par  1 44  > ce  <îu‘  donnera  . 

5+24+ 1440  = 1469. 

Le  nombre 

(J'oSa»)  = 1 1 + ta  X 5 + 1728  X 10  = 17351 . 

Les  nombres  (dw) , (^2*5) , (iha5^3)  raient , dans  le  système 
décimal,  i3i , 17705,  227211. 

Venons  à la  question  énoncée  qui  est  l’inverse  de  la  pré- 
cédente. Dans  le  système  duodécimal , douze  unités  d’un 
ordre  quelconque , valent  une  unité  de  l’ordre  immédiatement 
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à gauche  : lorsqu’on  divise  par  îa  un  nombre  d’un  ordre 
quelconque  , dans  le  système  décimal  , le  reste  plus  petit 
que  1 2 , exprime  des  unités  de  cet  ordre  dans  le  système 
duodécimal  , et  le  quotient  compte  le  nombre  d’unités  de 
l’ordre  immédiatement  supérieur.  Ainsi , pour  écrire  dans  le 
système  duodécimal  le  nombre  146.9  , on  divisera  1469  par  12  , 
et  on  aura  122  au  quotient  avec  le  reste  5 : ce  chiffre  5 
^que  nous  noterons  (5)  , compte  les  unités  du  premier  ordre , 
et  on  en  ai  2a  du  second  ordre  : pour  trouver  celles  du  troi- 
sième, on  divisera  122  par  12,  ce  qui  donnera  au  quotient 
avec  le  reste  2 : on  aura  donc  (2)  unités  du  second  ordre  et 
«f'du  troisième.  Ainsi,  pour  traduction  d8  1469,  on  aura  (<f25). 
Celle  de  1 755 1 sera  (^obw). 

Ce  que  nous  venons  de  dire  sera  plus  que  suffisant  pour  l’in- 
telifgence  de  cee  quatre  premières  opérations  faites  dans  le 
système  duodécimal. 


Addition. 

Soustraction. 

Multiplication. 

Division . 

‘ (a7®5) 

(<t«53) 
C (57») 

(700 1*) 

(**5) 

(ut) 

(<fQ7i2)  Ç (S&K 

(J057)  fQuot.=(a»rf} 

Diff.  = (48;»i) 

(9I&>) 

(<To57o) 

(9162) 

(9162) 

Som. =(12107) 

Prod.=f<f<y;'2) 

(0)  1 

Les  considérations  précédentes  peuvent  s’appliquer  à tous 
les  systèmes,  et  nous  observerons  que  le  système  duodécimal 
réunirait  le  plus  d’avantages,  si  l’habitude  n’avait  consacré 
celui  qui  est  en  usage  : dans  le  premier  , 6?'  5?0  4,ig  s’écri- 
ront ainsi  (6^,54)  , chaque  unité  du  5 étant  un  douzième  de 
l’unité  du  6,  et  chacune  des  unités  du  4 étant  un  douzième 
de  l’unité  du  5 , ou  un  cent  quarante-quatrième  de  celle  du  G , 
ou  de  l’unité  du  premier  ordre.  . 

Nous  allons  traiter  avec  plus  d’étendue  la  question  de  traduire 
un  nombre  d’un  système  dans  un  autre  système  de  numération. 

a •/ 

I.' expression  d’un  nombre  dans  une  échelle  étant  donnée , 
trouver  l’expression  du  même  nombre  rapporté  à une  autre 
échelle  dont  la  racine  est  donnée. 
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Désignons  par  a la  racine  donnée  du  nouveau  système  dont 
les  chiffres  inconnus  sont  A,  B,  C. ...»  et  supposons,  pour 
plus  de  simplicité  , que  ce  nombre  cherché  ne  doive  avoir 
que  cinq  chifFres  , de  sorte  qu  on  ait 

JV=Aa^-{-  B a'  -f-  Cà1  -J-  Da  -f-  E \ 

JS  étant  le.  nombre  donné  qu’il  s’agit  de  traduire  : on  pourra 
écrire 

N — (,Aci?-\-Ba?-\-  Ca~\~D')  a E ; f 

cette  décomposition  du  nombre  N , fait  voir  qu  en  divisant  I\ 
par  a,  on  a pour  quotient 

Aa'fi-Ba'+Ca  + D 

et  pour  reste  le  chiffre  E des  unités  du  premier  ordre. 

Le  quotient  précédent  n’est  autre  chose  que 
{Aa*  -f"  Ea  -f-  C ) o -)-  D \ 

si  donc  on  le  divise  par  a , on  trouvera  pour  quotient 
Aa*  -f-  Ea  -f*  C 

et  pour  reste  le  chifFre  D qui  compte  les  unités  du  second 
ordre.  Si  l’on  écrit  A a?  ■+•  Ba  -f-  C sens  la  forme 
( Aa  •f-  B')  a -J-  C , 

et  sll’on  divise  par  a , on|aura  pour  reste  le  chiffre  C des  unités 
du  troisième  ordre  , et  pour  quotient 

Aa  -f-  B , x 

lequel  divisé  par  a , donne  pour  reste  B et  pour  quotient  A. 

Soit , pour  exemple  , le  nombre  4497  qu’on  propose  de  tra- 
duire du  système  décuple  dans  celui  dont  la  base  est  7.  On  fera, 
conformément  à ce  qui  vient  d’être  dit,  la  suite  d’opérations 

reste  = 3 ( gi  f 7 

reste=5  l i3.(7_ 
reste=o  \ 1 f Z. 
reste=6  ' \ 0 
reste— 1 

Ainsi  le  ncfmbre  4497  traduit  dans  le  système  septénaire,  est 
4497=  1 .7!  -H5.73-f*°-7,+  5.71  -f-  3.7°=  ib'o53. 
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Réciproquement , pour  repasser  du  nombre  l6o53  à sa  tra- 
duction dans  le  système  décuple , on  observera  que  le  nombre 
proposé  étant  écrit  dans  le  système  septénaire,  il  faut  traduire 
10  dans  le  même  système,  c’èst-à-dire , écrire  i3  pour  di- 
viseur , de  sorte  qu’on  a cette  suite  de  divisions 


i6o53 


{— 

l 1211 


1 6’a  fK 


reste  = 7 \ 62 

reste  = 9 1 4 ( 

reste=4  l 

reste  =4 


i3 

o 


On  lira  chaque  dividende  et  le  diviseur  correspondant  dans 
le  système  septénaire  : ainsi,  dans  la  première  division,  on  dira 
en  16  qu’on  énoncera  treize,  le  diviseur  i3  qu’on  énoncera 
di  e , est  1 fois  avec  un  reste  3 à la  gauche  duquel  il  faut 
descendre  zéro  , ce  qui  donnera  3o , ou  'vingt-un  qui  contient 
deux  fois  dix  avec  le  reste  1 qui,  avec  5 écrit  à sa  droite, 
donne  i5  ou  douze  , qui  contient  1 fois  10  avec  un  reste  a, 
à la  droite  duquel  on  doit  écrire  3 , ensorte  qu’on  a a3  ou 
dix-sept  à diviser  par  10,  ce  qui  donne  1 pour  quotient  et 
7 pour  reste.  Ainsi  4497  est ‘la  traduction  du  nombre  pro- 
posé dans  le  système  décimal.  Ou  bien  encore  , on  calculera 
les  termes 

1 .7*  = 2401  ; G.73=  ao58  -,  o.7ï=o;5.7=35;3.7°=3 
et  faisant  là  somme  des  seconds  membres , on  trouvera  en- 
core 44.97- 

1 17.  Passons  aux  caractères  de  divisibilité  d’un  nombre  , dont 
il  a été  question.  ( Arilh .)  » 

Considérons  , potfr  plus  de  facilité , un  nombre  de  cinq 
chiffres  dans  le  système  décuple,  et  recherchons  la  condi- 
tion sous  laquelle  il  serait , par  exemple  , divisible  par  g.» 
On  a toujours 

N=J  (io)‘  + £(  to)3  + C(io)a  -H  Z?(i  0)  -+■  E: 

3I  est  visible  que  le  second  membre  de  cette  formule  revient  à 
^(io<— i)-fC(toV-i  +£>;(i°— 04-  A+  B 

+ C + D ■+•  £ , 


Digitized  by  Google 


7S  ÉLÉMENS 

puisqu’on  n’a  fait  que  soustraire  et  ajouter  la  somme  de* 
chiffres  A , B , C , D : or,  pour  que  le  nombre  N soit  divisible 
par  q ou  par  îo — 1 , il  faut  que  la  somme  A B C 
+ D + E soit  divisible  par  g * puisque  les  facteurs  îo* — 1 , 
101 — i,  ioa — 1 et  îo — î , sont  chacun  séparément  divisibles  par 
1 o — î (*).  Ainsi  un  nombre  est  divisible  par  g , lorsque  la 
somme  de  se*  chiffres  considérés  comme  s’ils  ne  comptaient 
que  des  unités  simples,  est  divisible  par  g,  c’est-à-dire, 
lorsque  cette  soihrae  est  un  multiple  de  g.  De  plus  , si  le 
nombre  proposé  n’est  pas  divisible  par  g , le  reste  de  la  divi- 
sion de  ce  nombre  par  g , sera  le  même  que  celui  qu’on 
obtiendrait  en  divisant  par  g la  somme  de  ses  chiffres , con- 
sidérés comme  deB  collections  d’unités  simples. 


(*)  a" — b"»  est  exactement  divisible  par  a— b,  m étant  un  nombre  entier 
absolu.  A ccl  effet,  de  la  divisibilité  de  a° — par  a — b , prouvée  par  le 
fait , nous  conclurons  celle  de  a3 — b 3 par  a — b.  Or  de 


iT—b* 
a — b 


7 


on  déduira 

a"1—  b'+q  {a — b) 

et  conséquemment , après  la  multiplication  des  deux  membres  par  a , 


al=abJ+aq  (a — b) 

donc 

a3 — b^—ab*-+-aq{a—b) — &3=Z»a(a — b)-\-aq(a — A'=(£a-f-a<7)  {a — b.) 

Or  de  ce  que  le  second  membre  est  divisible  par  c — b , il  s’ensuit  que  le  premier 
membre  l'est  aussi.  De  la  divisibilité  de  a 3 — A1  par  a — b . on  passerait  de 
la  meme  manière  h celle  de  a4—  b*  para — b j car  en  posaut,  à l'imitation 
de  ce  qui  vient  d’ëtre  fait, 

- -g-  = q\  on  aurait  a3=63-*-q'  (a — b) , 


et  en  multipliant  par  a , 

a*  = a£3  -J-  aq'  [a  — b)  , 

et  de  là 

a l-blz=xibï-{*aqXn — b) — b 4=b*(a~b)-l-aq'(a~-b)  $ 


donc 


O* — bl—'b^-t-aq')  (a — b). 


De  la  divisibilité  démontrée  de  a* — b * para — b , on  déduirait  celle  de  a5 — b5 
par  a—, h.  De  sorte  qu’il  est  démontré  généralement  que  am-^~bm  est  divisible 
par  fi  — f,  ) m étant  un  nombre  entier.  Kous  donnerons  une  démonstration 
générale  de  ccttç  proposition  (chap.  12). 
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S’il  s’agissait  du  diviseur  8 , on  écrirait  la  formule  du  nombre 
/V,  ainsi  qu’il  suit: 

A(lO* 2*)  -f-5(l03 — 23)  -f-  C(l  O*  — 2a)-f-  Z5(lO Q.)-\-2*A 

+ 2 3 B +2aC  + 2 D + E. 

Or  tous  les  termes  de  ce  développement , à l’exception  de 
a aC+  2 D -f-  E , sont  d’eux-mêmes  divisibles  par  8 , ou  par 
io — 2 j donc  s’il  y a un  reste , il  ne  peut  être  que  J^C-\-o.D-\-E, 
et  si  cette  somme  est  divisible  par  8 , le  nombre  proposé  sera 
divisible  par  8.  Or  îoo  divisé  par  8 donne  4 pour  reste , i o de- 
visé par  8 donne  le  reste  2 ; donc  en  divisant  par  8,  un  nombre  de 
centaines,  il  doit  rester  4 fois  le  chiffre  des  centaines  ; en  divi- 
sant par  8 un  nombre  de  dixaines , il  doit  rester  2 fois  le  ' 
chiffre  des  dixaines  : si  à la  somme  de  ces  deux  restes , on 
ajoute  le  chiffre  des  unités  , on  a une  somme  qui  sera  ou  non 
divisible  par  8 , suivant  que  le  nombre  lui-mèmei  sera  ou  non 
divisible  par  8 , et  réciproquement. 

Tout  nombre  , en  tant  qu’on  doit  le  diviser  par  7,  peut  être 
mis  sous  la  forme  • 

A{\on  — 3")  + 3"—)+  C(io"“a  — 3"-a)  +... 

4-it/(ioa— 3a)  4-  T(io— 3)-fÇ»(io°— 3°) 

+ ^.3"4-5.3*-,+C.3"-a+..  .gi»/+3.P-f  <?- 

Les  premiers  termes , c’est-à-dire , ceux  des  deux  premières 
lignes  étant  divisibles  par  10  — 3— 7,  s’il  y a un  reste  , il  ne 
peut  venir  que  de  la  dernière  ligne  divisée  par  7.  Or  le  reste 
de  la  division  de  3°  par  7 est  1 , celui  de  la  division  de  3 par  7 
est  3,  de  3a par  7 est  2, de  33par  7 est  6,  de  3*  par  7 est  4, de  33 par  7 

est  5,  de  3®  par  7 est  î , de  37  par  7 est  3 et  l’on  voit  que  les 

mêmes  restes  reviennent  dansle  même  ordre, et  qu’ils  forment  des 
périodes  qui  commencent  toutes  par  l’unité.  Il  suit  de  là  que 
si  on  a le  nombre  i352y54i  , à diviser  par  y,  les  restes  de» 
divisions  des  unités,  des  dixaines , centaines,  etc. , par  7,  seront 
1 fois  le  chiffre  des  unités,  3 fois  celui  des  dixaines,  2 fois 
celui  des  centaines , etc.  de  sorte  que  la  somme  des  restes 
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s’obtiendra,  en  multipliant, l’un  par  l’autre,  les  chiffre*  corres- 
pondans  des  deux  nombres  13527541  et  3i546a3i.  Après  avoir 
trouvé  1 o4  pour  somme  des  restes  , on  répétera  l’opération 
sur  cette  somme,  et  on  obtiendra  le  reste  final  de  la  division. 

Terminons  parle  caractère  de  divisibilité  par  1 1 . Le  nornbrê 
2V  peut  se  mettre  sous  la  forme 

2V=^(u— i)"+£(n— ] 1)— +C(n— 1)— ’ •+ 

+P(i !-.)+<>,  # 

«étant  le  nombre  des  chiffre*  moins  un  de  N.  Or  dans  lesdéve- 
loppemensde  ces  binômes  (11 — i)n,  (11 — i)n— ",  etc.  supposés 
ordonnés  suivant  les  puissances  décroissantes  de  n (chap.  1 2),  tous 
les  termes,à  l’exception  du  dernier , sont  divisibles  par  1 1 : de 
plus,  ledernier  terme  des  puissances  impaires  de  1 1 — 1 , est  né- 
gatif, et  celui  des  puissances  paires  de  n — 1 est  positif.  C’est  ce 
dont  il  est  facile  de  s’assurer,  en  effectuant  les  opérations  in- 
diquées par  11  — 1,  (11  — i)a,(n  — 1)3,  etc.  Donc  si  la  di- 
vision par  1 1 donne  un  reste , il  sera  le  même  que  celui  de 
la  division  par  1 1 de  Q — P-\-  M — N , etc.  qui  n’est  que  la 
somme  des  chiffres  successifs  du  nombre  , alternativement 
affectés  des  signes  -f-  et — . Ainsi,  pour  avoir  le  reste  de  la 
division  par  11  du  nombre  64573,  on  fera  les  deux  sommes 

, 3 -f-  5 6 — 14 

— 7 — 4—  n 
Reste  = 3 

d’où  l’on  conclut  que  la  division  du  nombre  proposé  par  1 1 , 
donne  le  reste  3. 
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CHAPITRE  IX. 

* 

Des  Radicaux. 

118.  La  puissance  de  l’ordre  m d'une  quantité,  m étant 
un  nombre  entier  absolu , est  le  produit  de  cette  quantité 
multipliée  m — 1 fois  de  suite  par  elle-même , ou  le  produit 
de  cette  quantité  m fois  facteur  (34).  Ainsi  on  a 

{ap)n=af  X X aP  -+-  etc.  = af+r+P  + =a»n . . . . ( 1 ) 
où  le  nombre  des  facteurs  ap  est  égal  à m. 

On  aura  de  même  (32,35) 

(<i?i’c,)m=(a?i’cr)  (a?  fcc')  etc.  = apap. .Mi. . ,cV. . . 

=:{flp)m  ( bl)m  (cOm....(2) 

en  observant  que  dans  chacun  desproduits,  tels  que  a? a?  etc. 
ou  bibi  etc.  , il  entre  m facteurs  égaux. 

D’après  ce  qui  a été  démontré  (chap.  Y)  et  (1 1 7)  on  a 

/a\m am  /apbi\m (è?jp  _ g?mbim 

\l)  ~ b"‘  ’ \ccF  ) (c")"  (dr)m  cHmd’m ^ ' 

Nous  conclurons  de  (1)  que  pour  élever  une  quantilé 
monome  à une  puissance  quelconque , il  faut  multiplier  F ex- 
posant de  la  quantité  par  celui  de  la  puissance. 

Les  égalités  (2)  et  (3)  nous  montrent,  i°.  que  la  puissance 
d'un  produit,  est  le  produit  de  cette  même  puissance  de  chacun 
des  facteurs. 

a0.  Que  la  puissance  d'une  fraction , est  la  quotient  de  la 
puissance  de  même  ordre  de  son  numérateur  et  de  son  déno- 
minateur. 

119.  Toute  puissance  de  degré  pair  d’une  quantité  positive 
ou  négative,  est  nécessairement  positive.  En  effet  ant  étant  la 
formule  des  nombres  pairs,  on  a 

( dta)""  = ( (±ay  yn=  (-j-a1)'n3=4-aam, 

a*.  Tout»  puissance  d»  degré  impair  d’ une  quantité  , pst  de 


< 
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même  signe  que  celte  quantité.  La  formule  générale  des  nom- 
bres impairs  étant  2 m + 1 , on  a 

(±:a)’m+l  = (±a),mX  (±n)  = a4MX  ±ta  — ± a5"14", 
dise  prononçant  -f-  ou — . 

120.  La  quantité  qui  a été  élevée  à une  puissance  , se  nomme 
racine  de  cette  puissance;  ainsi  la  racine  du  degré  m d’une 
puissance,  est  cette  quantité  qu’il  a fallu  multiplier  m — 1 
fois  par  elle  - meme  , pour  avoir  la  puissance  en  question. 
On  couclut  de  cette  définition  d’une  racine  et  des  exemples 
donnés  (118).  i°-  que  la  racine  ni1'"'  d’urje  quantité  telle  que 
a?  d,  p étant  un  multiple  de  m , s'obtient  en  divisant  l’exposant 
p de  celte  quantité  , pur  l'i-ndice;de  la  racine  m;  20.  que  la  ra- 
cine d’un  produit  est  le  produit  de  cette  même  racine  de  chacun 
des  facteurs.  3*.  que  la  racine  dune  fraction  , est  le  quotient 
entre  la  racine  du  numérateur  et  la  même  racine  du  déno- 
minateur. 

121.  Supposons  maintenant  qu’on  ait  à extraire  la  racine 
m,me  de  ap,  l’exposant  p de  la  puissance  n’étant  plus  exac- 
tement divisible  par  l’indice  m de  la  racine  à extraire.  Puisque 
dans  le  cas  où  l'exposant  p de  a est  divisible  par  m , la  racine 

£ 

mUmr  de  ap,esta"\  il  paraît  fort  naturel  d’employer  encore  cette 
notation  dans  l’hypothèse  présente  , puisqu’au  fait  on  a à indi- 
quer une  division  qui  ne  peut  se  faire  : alors  la  racine  ne  pourra 
plus  s’obtenir  exactement,  on  ne  l’aura  qu’approchée.  Ces  expo- 
sons fractionnaires  indiqueront  donc  des  racines  de  puissances 
imparfaites. 

122.  Pour  indiquer  une  racine  à extraire,  on  est  convenu 
d’employer  ce  signe  \/  qui  n’est  autre  chose  que  la  lettre  ini- 
tiale du  mot  racine , déformée  ; on  le  place  en  avant  de  la 
puissance  , et  on  écrit  dans  l'ouverture  l’indice  m de  la  racine 
à extraire.  On  a donc 


/ m P 

y/a?  = am 

S’il  ne  s’agissait  que  d’une  racine  quarrée 


on  écrirait  sim- 
plement 


d'alcébre.  8i 

plement  \/a?  sans  l’indice  2 , ainsi  que  nous  l'avons  déjà 
fait  (a  1 5). 


123.  On  aura  donc  généralement,  d’après  le*  conventions 
faites  (121  et  122)  et  les  règles  données  (120)  , 

m m m m £ 

)/  a? . b * . cr  = \Zap  X J/é?  X I/o'  = am  X é’"X  c"  ; 


P 9 

. mm  — — 

arbi V a P . ¥ \/a?  Y \/i» a"‘  X bm 


/ _ 
V 7d‘~ 


]/' crd!  \Ar  -X  c>n  x JP 


On  déduit  de  là  cette  composition 

33  33 

1/378  000  = a3 . 33 . 53 . 2 . 7 =2.3.5 y/  14  = 3o  v/14  î 

ce  qui  fait  voir  que  l’opération  arithmétique  pour  extraire  la 
racine  troisième  de  378000,  se  réduit  à celle  de  la  même  racine 
du  nombre  r4,  et  que  préliminairement  on  a décomposé  le  nombre 
proposé  eu  ses  facteurs  nombres  premiers.  On  aura  de  même 
3 3 

V^378oooaloil5cl3  = 3o a?b5c*  \/  1 4ac. 

124.  Deux  ou  plusieurs  radicaux  du  même  indice  , sont  dits 
de  même  dénomination  ; et  ils  sont  routés  de  dénominations 
différentes , quand  ils  portent  des  indices  différens.  Dans  ce 
dernier  cas,  on  peut  quelquefois  les  rappeler  à une  même 
dénomination  ) fie  qui  a lieu  à l’égard  des  deux  suivans  [/  a"b% 

4 «4  3 J « ■* 

et  y'a6i*=  a*.b*=z  a1 . b1  — \/ aJ b*  = y/a’b*. 

in5.  Les  radicaux  sont  de  nouvelles  quantités  sur  lesquelles 
nous  aurons  à pratiquer  toutes  les  opérations  précédemment 
effectuées  sur  les  quantités  rationnelles  : nous  commencerons 
donc  par  l’addition  et  la  soustraction.  Généralement  ces  opé- 
rations ne  peuvent  qu’être  indiquées,  ainsi  qu’il  arrive  si  l’on 
- • ' „ s 

a à faire  la  somme  de  \/a,  u\/&  ilu*  est  l/n-f-aj/6 


— yf  ab  = 2 y/ai.  Dans  ces  deux  derniers  exemples,  on 
â pu  pratiquer  la  réduction  (19, 45),  parce  que  les  radicaux 
ont  même  indice  , et  qu’ils  couvrent  les  mêmes  quantités  , 
auquel  cas  ils  sont  dits  semblables  ; souvent  cette  similitude 
ne  se  découvre  qu’après  qu’on  a simplifié  les  radicaux,  et  elle 
est  indépendante  des  coefliciens.  C'est  ainsi  que,  dans  l’exemple 

suivant,  , 3 s 

3 b {/ a abb%  -f-  8a  \/ 2a? b5 — ’jab  \/ 2 a'b%  , on  a 

* 3i  ^ 2abb*  =c  36  V* a1 .2d‘b%—  Zab  \d 2a2i* , 

S 3 3 , 

8a  y/  2 a“i5  = 8a  \/ b3  - 2a.' b7  = 8ab  \/  2 a?b* , 

3 

et  pour  somme  effective  4°b  \/ 2a2i\  On  a de  même 
y/ai2 -f-  y a6i*  = (i  -f-ai)  ]/ a. 

12S.  On  a démontré  (ia3)  cette  formule 

V/Vi»cr  = J/a»  X y M X k c\ 

dans  laquelle  on  lit  cette  règle  : powr  multiplier  entre  eux  un 
nombre  quelconque  den  radicaux  du  même  indice , faites  le 
produit  des  lettres  qui  sont  sous  les  radicaux  facteurs , et  cou- 
vrez-le  du  radical  commun. 

127.  Passons  à des  radicaux  d’indices  différeps  , et  supposons 

m m 

qu’on  ait  à faire  , par  exemple , le  produit  y/ a f par  y/  M, 

p !_ 

ou  celui  de  araparira'  : on  fera  rentrer  ce  cas  dans  le  pré- 

* < - . n 

cèdent,  en  réduisant  au  même  dénominateur  les  fractions 

7 m 

» # 

q 

^ . et  on  aura 

m 9 

t* 

m n/  £ _£  _ÜÜ_  mm  mm7 

|/a?  X 1/M  aaambm'  = amm/  X ==  ^ a'"*'  X \/  M- 

mm7 

ma 
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On  aura  de  même  le  produit  des  trois  radicaux 

m i n mu'  P_  < r m"  çiBin"  rmm 

) /u?  X |/£’  X |/cr=  amxbm'  X cm"=amm,,n"x  è mm'  m,f  ^ çïîim'nJi 

* n 
m mm 

——  y/  ^pmf  mn  foqmmn  çTinm* 

Nous  ne  relaterons  pas  ici  la  règle,  parce  que  l’énoncé  en 
serait  fort  compliqué  , et  que  d’ailleurs  elle  est  donnée  par 
celle  qu’on  suit  pour  réduire  plusieurs  fractions  à une  com- 
mune dénomination. 

128.  La  règle  donnée  pour  diviser  deux  radicaux  d’une 
même  dénomination , se  lit  dans  cette  formule  (120), 


m m 


. et  il  reste  à l’étendre  au  quotient  de  deux  radicaux  qui  n’ont 

/ 

pas  même  dénomination.  Soit  donc  à diviser  | /aP  par  y b »; 
en  passant  des  ra'dicaux  aux  exposans  fractionnaires , on  a 


m p pm 

\/  ap  a’"  a"‘m' 


m 9 9m 

1 /bS.  b"'  b mm ' 


y/Vw' 

9 

mm 

y/  biu‘ 


mm 


On  peut  d’ailleurs  supposer  sous  . les  radicaux  un  nombre  quel- 
conque de  facteurs,  et  il  sera  facile  d’assigner  le  quotient, 
en  opérant  d’après  ce  qui  a été  dit  (127). 


129.  Faisons  maintenant  a = b dans  la  formule 


m m 

y/aP  X | /&*=  yaP.b 91 

•lie  deviendra,  en  passant  des  radicaux  aux  exposans  frac- 
tionnaires , 

? 1 » ’ r±n  p + i 

*'n  X an‘  = yar+i  = a = a"*  ». 

3 
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Donc  la  règle  démontrée  (56) , à l’égard  des  exposans  entiers 

positifs , s’étend  aux  exposans  fractionnaires  positifs. 

i3o.  Dans  la  même  hypothèse  b = a , le  quotient 


autre  extension  de  la  règle  donnée  (55)  aux  exposans  fraction- 
naires positifs. 

i3t.  Dans  la  supposition  permise  de  p = o,  la  formula 
précédente  devient 


transformation  démontrée  (54)  dans  le  cas  de  l’exposant  en- 
tier , et  qui  convient  encore  à l’exposant  fractionnaire.  Qu’on 
pose  maiuleuant  les  deux  égalités 


et  qu’on  les  multiplie  membre  à membre , on  aura  les  produit» 
«gaux 


ou  bien 


_ p _r_ 

a m X « m—  a.  ** 


On  voit  donc  que  les  exponentielles  à exposans  entiers  et  à 
exposans  fractionnaires  négatifs , suivent  la  même  règle  dan» 


8» 


tf  A L C È B R I. 

_£  _ f 

leur  multiplication.  La  division  de  a par  a m donne  pour 
quotient  . ' 


1 


Or  l’exposant  du  quotient , savoir  — , est  l’exposant 

du  dividende  moins  celui  du  diviseur , ce  qui  est  encore  une 
généralité  de  la  règle  relative  à la  division  des  exponentielles. 

i3a.  L’exposant  étant  un  nombre  irrationnel  tel  que  y/ 2 qu’on 
ne  peutassigner  exactement,  on  pourra  du  moins  supposer  qu’on 
ait  extrait  cette  racine  avec  une  approximation  suffisante  et 
telle  , que  l’erreur  soit  négligeable,  ensorte  que  cet  exposant 
sera  une  fraction  décimale  terminée  qu’on  pourra  remplacer 
par  une  fraction  ordinaire;  alors  ces  exponentielles  suivront 
en  tout  les  règles  précédemment  démontrées. 

i33.  La  formation  des  puissances  des  quantités  radicales , 
n’es{  autre  chose  que  la  multiplication  d'un  nombre  de  ra- 
dicaux de  même  indice,  marqué  parle  degré  de  la  puissance, 
ensorte  qu’il  faut  faire  (126)  la  puissance  demandée  de  la 
quantité  qui  est  sous  le  radical  proposé  , et  l’affecter  du  radical 
commun.  Si  l’indice  du  radical  est  multiple  de  la  puissance  en 
question  , l’opération  se  réduit  alors  à diviser  cet  indice  par 
l'exposant  de  la  puissance.  Nous  donnerons  deux  exemples  pour 
ces  deux  cas. 

m m vif  m 

(l /arbi)‘  = \/  arhi1  i aT'bV  = \/ aTbi. 

Si  l'exposant  de  la  puissance  est  égal  à l’indice  du  radical , la 
puissance  est  la  quantité  sous  le  signe.  En  effet , l’indication 

m 

rappelle  que  a?  est  la  puissance  memt  d’un  certain  nombre 
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VI 

| /a?  qu'on  peut  toujours  assigner  soit  rigoureusement,  soit  par 

approximation , ensorte  que  la  puissance  m‘  de  y a?  est  at • 
i34.  Passons  à l’extraction  des  racines  des  radicaux,  et  soit 

n • • 

V a'  dont  on  demande  la  racine  m""',  ce  qu’on  indique  de  cette 
m */■ — 

manière  y/  y a'  : on  posera 

m h m 

„ y y a’  — x,  ou  y et  — x 
en  faisant  y a'  — et  : élevant  de  part  et  d’autre  à la  puissance  m, 
©n  trouye 

n 

et  ou  y a'  z=.  xm  ; 

élevant  de  nouveau  à la  puissance  n,  on  obtient 
a‘  — xmn. 

Si  l’on  extrait  la  racine  nui  de  part  et  d’autre , on  revient 
cette  autre  énonciation  de  x , savoir  : 

rn 

«"»  t / * 

y' a'  ~x~  V y a'. 

On  trouverait  par  un  semblable  calcul 

m # 

/ * . P <j  mnPl^ 

V VV/V'a‘—  l/a*. 

U/  P <f 

et,  à cet  effet,  on  ferait  i°  y \/  y a'  — et , d’où 

m * . P q 

y et  xx x , et  et  y V \/ a'  — xm; 

p 1. 

a“  y y a'  — C , d’où 

n S q 

y^=xm,  etS=  Ÿ ya'=xmn; 
j°  y a'  — y , d ou 


et  enfin 


y y — xmn,  et  y = y a' = xmn’’J 

mnpq 

«’=:  xm"M  ; d'où  x=  y a’. 
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Ainsi,  psr  exemple,  la  racine  12*  d’un  nombre  a , peut 
3 , » » - ' 

être  transformée  en  V V Va  > c’est-à-dire  qu’après  avoir  dé- 
composé le  nombre  12  en  ses  facteurs  nombres  premiers 
3,2,  2 (ch.  VIII)  , on  prendra  la  racine  carrée  du  nombre  a, 
du  résultat  la  racine  quarrée , et  de  celui-ci  la  racine  cubique. 
L'extraction  d’une  racine  36""' exigera  donc  au  plus  celle  d’une 
racine  cubique  , puisque  le  plus  grand  facteur  nombre  premier 
de  36,  est  3. 

t ^ m 1 

i35.  Si  dans  l’égalité  y/a  — a"1  où  nous  supposerons  que  a, 
représente  un  nombre  plus  grand  que  l’unité  , on  fait  m = -, 
on  aura 

P 

V i 

Soit  maintenant  q = o , et  on  sera  conduit  à 
P 

0 ? 

\Zaz=.a?  = aa=z  1; 

P , * 

er  £ est  (92)  la  limite  des  nombres  croissant  ; donc  Tunitè  est 

la  limite  des  racines  dont  £ indice  croit  continuellement. 

Si  p = o,  on  a 


Donc  de  l'indice  zéro  à l'infini , la  racine  revient  de  l'infini 
à l’unité. 

A l’hypothèse  p—q,  correspond 
P 

ï * l 

l/a  xss  \Za  — a?=iat 

ensorte  qu'en  passant  de  l’indice  1 à l’indice  zéro  , la  radine 
parcourt  la  digression  des  nombres  depuis  le  Nombre  donné 
inclusivement  jusqu’à  l’infini. 
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j3S.  De  ce  que  la  puissance  paire  d’une  quantité  soit  po- 
sitive , soit  négative  , est  toujours  affectée  du  signe  -j-  (i  ig)  , 
il  s’ensuit  que  la  racine  paire  d’une  quantité  , peut-  être 
positive  ou  négative  , et  qu’ainsi  , à moins  que  le  signe  de  cette 
racine  ne  ? tï  indiqué  par  l’énoncé  de  la  question  , on  doit 
généralement  affecter  la  racine  de  l’un  et  de  l’autre  signe 

an 

dont  on  fera  précéder  le  radical  en  cette  manière  : ri:  y/ a • 
27i  étant  la  formule  des  nombres  pairs. 

\ 

an 

107.  On  ne  peut  donc  assigner  la  racine p/ — a,  car  — a est 
ici  une  puissance  paire  (i33),  et  ces  puissances  ont  toutes  le 
signe  -J-,  eii9orte  que  cette  racine  11e  peut  être  un  nombre 
positif,  négatif , ni  même  zéro.  On  pourrait  être  tenté  de  croire 
que  ces  racines  qu’on  ne  peut  assigner,  qui  sont  impossibles, 
et  qu’on  nomme  imaginaires  , doivent  être  rejetées,  ou  qu’elles 
ne  peuvent  être  du  domaine  du  calcul.  On  se  tromperait  ce- 
pendant : le  calcul  des  imaginaires  est  de  la  plus  grande  impor- 
tance ; d’ailleurs  ces  imaginaires  sont  dans  l’Algèbre  un  sym- 
bole précieux  : en  effet , souvent  on  ne  peut  reconnaître  au 
simple  énoncé  si  la  question  proposée  est  possible  ou  non  ; or 
quand  la  solution  conduit  à des  imaginaires , on  est  averti  par 
là  que  ce  qu’on  demande  est  impossible , puisqu’on  est  conduit 
à assigner  la  racine  paire  d’un  nombre  négatif. 

i38.  De  ce  que  toute  puissance  impaire  d’une  quantité 
conserve  le  signe  de  la  racine  (119)  , il  s’ensuit  que  la  racine 
impaire  d’une  quantité  négative , est  négative;  ensorte  que 

an  4-1  N 

V — a = — y /a: 

, on  peut  donc , dans  ce  cas , faire  passer  le  signe  — hors  du 
radical , et  réciproquement. 

i3g.  Les  radicaux  imaginaires  suiventdans  l’addition  et  dans  la 
soustraction  ; les  règles  qui  conviennent  aux  radicaux  réels.  Ainsi 

Yy— s+aj/' — a=3p  — a;  G-f-  p/— 4 + 6— ‘V/— 4=ta. 
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i4o-'  Nous  verrons  dans  le  numéro  suivant , que  tout  radical 
imaginaire  le  devient  par  y — i qui  s’introduit  en  facteur  ; il 
nous  suffira  donc  de  donner  la  règle  pour  multiplier  y — ■ i 
par  \/  — i.  Or  multiplier  y — 1 par  /■ — i , c’est  prendre  le 
carré  de  y — « J c’est  donc  repasser  à la  quantité  qui  est  sous 
le  radical  (i  33).  On  a donc 

♦ 

ÿ—i  x y — i = — 't. 

Ainsi , quoique’  les  facteurs  soient  imaginaires , le  produit  est 
cependant  réel,  c’est-à-dire  qu’il  est  un  nombre  de  l’espèce  de 
ceux  que  nous  connaissons.  Nous  avons  déià  remarqué  quel’ima- 
ginarité  disparaissait  dans  la  somme  des  nombres  6'  -f-  j/  ■*—  4 
et  6 — y — 4-  On  ne  peut  pas  dire  que 

y — i x y — 1 = y + 1 = ± i , 

ce  qui  paraîtrait  cependant  résulter  de  la  règle  pour  multiplier 
deux  radicaux  d’un  même  indice;  car  en  supposant  x = y — i , 
soit,  s’il  est  possible, 

x*  = rfc  î ; 

on  aurait  en  prenant  le  signe  supérieur , et  extrayant  la  racine 
carrée  de  part  et  d’autre , 

x — y — r = ± i , 

ce  qui  est  absurde,  puisqu’un  nombre  imaginaire  serait  égal 
à un  nombre  réel. 

141.  Soit  l’égalité  parfaite 

(c — b ) a—  (c — b)  a : 

en  extrayant  la  racine  carrée  de  part  et  d’autre,  on  aura 
y c — b x y a = y {c  — b)  a ; 

laquelle,  sous  la  relation  b^>c,  ou  dans  l'hypothèse,  par 
exemple  , b — c -f-  1 , devient , 

y — 1 x y a = y —a, 

égalité  qu’on  peut  se  contenter  de  vérifier  en  élevant  de  part  et 
d'autre  au  carré  : cette  transformation  fort  en  usage , fait  voir 
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que  toute  racine  imaiginaire  n'est  telle  que  par  le  facteur  y — 1. 
On  en  déduirait  , en  y écrivant  ab  pour  a , 

i°. . . \/—ab = yab  X V—  i — ya.yb.  y—  i 

— V/  — a \/  b 

==  Va\/—b\ 

— ox  ^ — b — y — i ya y — i y b 

— y — l \/ — i y ab—  — \/  ab , 
résultats  qu’il  faut  bien  retenir. 

Que  l’on  divise  par  y b les  deux  membres  de  l’égalité  absolue 

. y~- 1 x ya=  y — x x ya, 

on  aura 

K=i^vcrr*g=v-.xv/=; 

et  conséquemment  de  la  première  à la  dernière  transformation , 

3°. . . ^ — a - 

vh  " 


Enfin 


V-i 


/°  V/—g  _ Va  ,y— 1 _ V_a  _ /a 

"y— b yb.y—i  yb  y l' 


On  voit  que  , dans  ce  dernier  exemple  , l’imaginaire  y — t 
disparaît  encore  , ou  qu’elle  ne  se  reproduit  pas  dans  le  résul- 
tat qui  est  réel. 

i4«.  Qu’on  ait  à faire  le  produit  (6+^/ — 4)  (S — V — 4): 
oo  trouvera 

364-6  y — 44"  4 = 4° 

-6^-4,  . 

résultat  réel.  On  pourra  convertir  la  fraction en 

i — y — i 

une  autre  dont  le  dénominateur  ne  renfermera  plus  le  radical  : 
à cet  effet,  on  multipliera  haut  et  bas  par  i-f -j/ — i,  et  on 
aura  pour  dénominateur  le  produit 

(»+?'— I)-  (i— V—  *)=»> 

en  observant  qu’on  a à faire  le  produit  d’une  somme  par  une 
différence  , lequel  est  la  différence  des  carrés  (48) , c’est-à- 
dire,  1* — ( y — i)*=i4«i=a;  ensorte  que 


Digitizëd  by  Google 


91 


d’a  l g è b r e. 

•  '+V—i  _ (»+y/-0J_= ,/— 

1 / — 1 2 

On  trouvera 

* «o  I x^a+Vb. 

{/ u—yb~~  a— b ’ 

V/^+l  (y/5+i)  g , », 

a—  v/3  — (a— y/3)  (a+j/3)- '+  ^ ' 

/0  V/5+i  _(V/5+0  (3+2^2) 

4 3 — a y/2  (3— a t/a)  (3-f-2V/s) 

, -'==  S+ay/io-J-ay/S+ay/a; 

c»  1 y/fl+y/A— y/c 

y/a+y/A+y/c  (y/a+y/A)  (y/a+l/A)— <■ 
y/a-l-y/A — y/c 
a+A — c+a  y/«A 

(t/a+î/A — y/c)  (a+A — c — a y/c A)  _ 

(a—f— A — c)  * — ^ab 

a+A  y/—  I (a+Ay/ — i)  (a+A>/—  î) 

_ ‘a-Av/^I-  * 

a* — A*+2aAy/—  i 

— a*-f  A*  ’ 

ICI/5—’)  _ . /(, ?J\ 

7  -^^7-5- VA  ysj 

ay/2  1 r. 

x 

«o  8 - 2 V 5—  i'  5 /r r 

8  i (/5+ô~  >/5— ^ : 

j C '/5  + 1 ) //  , 2 \ 

9  -L-v/5-^3  V'  ^ 

2/3  * 

— i/5 +ï73 

10  TP-5-,  -= 

c+y/c5“ — y/c’d  l/c 

11  7+5  r-* 

y/c+y/5 
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1 43.  Tous  les  nombres  entiers  et  positifs  sont  compris  dam 
l’une  de  ces  quatre  formules  : 

4«,  4u+i , 4tî+2,  4n+3, 
n étant  un  nombre  entier  positif  (u4)-  Si  l’on  désigne  \/ — t 
par  t,  toutes  les  puissances  de  ]/ — 1 seront  donc  représentées 
par  l’une  de  ces  quatre  formules  : 

— +*  = ÇjçO*  = (+0"=  + 1 

({/ — 1 =:  x*"4'1  :=  X,n . X = X =+V/ — 1 

(\/— 04"'w=a++-a=xln.x-4=  x*  = — 1 

i)fn-t-3  — x**4"3  = X+X3—  X3  = — [/l. 

On  sait  aussi  que  tous  les  nombres  entiers  et  positifs  sont  pa- 
reillement représentés  par  les  formules 

2/1 , 2/1  + 1 ; 3/i , 3ra  + 1 , 3/i  + 2 ; 

5/i,  5/i+i,  5/i  + 2,  5/i+3,  5/i+4; 

etc. 

mais  on  a fait  choix  des  précédentes , parce  qu’il  n’y  a plus 
à distinguer  dans  les  résultats , entre  n nombre  pair  ou  impair. 

Ainsi , pour  connaîtreune  puissance  donnéede  \/ — 1 , il  fau- 
dra diviser  Fexposantde  la  puissance  proposée  par  4,  et  la  puis- 
sance de  v/ — 1 indiquée  par  le  reste , sera  celle  qu’on  cherche. 
4 S 8 

144.  Les  imaginaires  {/ — 1,1/ — j,  ]/ — 1 etc.,  reviennent  à 

vV=r,  vV^.s/  vV=r;  d’après  la  transformation 
démontrée  (i34)  : elles  ne  sont  donc  telles  encore  que  par  y/ — i. 
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CHAPITRE  X. 


Formules  des  carrés  et  des  cubes  d’un  Binôme  et 
d’un  Polynôme.  Extraction  des  Racines  carrées 
et  cubiques  des  Nombres. 

i45.  Da  N S ce  qui  précède  , il  n’a  été  question  que  de  la 
formation  des  puissances  des  quantités  monomes  : dans  ce 
chapitre  nous  donnerons  les  formules  générales  des  quarres 
et  des  cubes  des  binômes  , nous  réservant  ( chap.  îs),  de 
généraliser  ces  formules  ; c’est-à-dire  ,de  les  étendre  à la  puis- 
sance m'm' , m étant  un  nombre  quelconque  entier  et  positif. 
Ce  que  nous  dirons  ici,  servira  d’ailleurs  d’introduction  au  cha- 
pitre qui  suit. 

i46.Soitle  binôme  o+i  qu’on  propose  d’élever  au  carré,  c’est- 
à-dire,  de  multiplier  par  lui-même,  ce  qu’on  indiquera  de  cette 
manière  (c-f-  b)‘,  à l’imitation  de  la  notation  déjà  convenue  (3a) 
pour  désigner  le  carré  d’une  lettre  : on  aura , après  les  réduc- 
tions faites, 

(a+i)*=a*  +2 ab+  b ». . . . . .(1). 

Le  mode  de  composition  de  ce  résultat  en  a et  b , reste  le 
même  pour  toutes  les  valeurs  numériques  de  a et  b : c’est  une 
énonciation  algébrique  , nommée  formule  (10)  , de  la  règle 
à suivre  pour  former  le  carré  d’un  nombre  dont  a représen- 
terait les  dixaines  et  b les  unités  : elle  prescrit  de  faire  le 
carré  des  dixaines , le  double  produit  des  dixaines  par  les 
unités  xt  le  carré  des  unités  , puis  d’ajouter  ces  trois  nombres. 


^4  K L É M E N S 

Ainsi , par  exemple , qu’on  ait  à élever  25  au  carré , on  fera 
a = 2C  et  b — 5,  et  on  trouvera 

• a*  — 4°o 
an  b =200 
Z>“  = 25 

(a5)2— 625. 

Si  dans  la  formule  précédente  on  augmente  le  chiffre  des 
unités  d’une  unité,  ou  fi  l’on  suppose  que  b devienne  b -J-  1 , 
on  trouve  pour  le  carré  consécutif 

a5-f-2w(M"  1 

=(o+^")+2(n+i)+i (2) 

en  observant  que  a-^-aab  +Z>a  = (a-j-i)’,  et  que  aa-\-ab 
peut  se  mettre  sous  la  forme  a{a-\-b'). 

Des  formules  (1)  et  (2)  on  conclut  que  lorsqu'une  racine 
est  augmentée  d’une  unité , le  carré  est  augmenté  du  double 
de  cette  racine  , plus  l’unité.  Ainsi  lorsqu  après  avoir  trouvé 
les  dixaincs  et  les  unités  d’une  racine  , par  les  procédés  indi- 
qués dans  "l’Arithmétique,  et  que  nous  répéterons  dans  ce 
chapitre,  et  retranché  du  nombre  proposé  le  carré  des  dixaines, 
plus  deux  fois  le  produit  fait  des  dixaines  par  les  unités , plus 
le  carré  des  unités,  le  reste  est  plus  grand  au  moins  d'une 
unité  , que  le  double  de  la  racine  obtenue , on  est  certain 
que  le  chiffre  des  unités  , est  trop  faible,  et  qu  ainsi  il  faut 
£ augmenter. 

En  faisant,  dans  la  formule  (1) , b—  1 , on  trouve 
(c+  i)a=G,-f-2c-j- 1 =a*  -f-  «-+-  (fl-f  1 ) (5) 

Donc  le  carrA  de  rz-f-i  est  le  carré  de  a,  plus  la  somme 
des  racines  consécutives  a et  a -j-  1 . De  sorte  que  pour  passer 
du  carré  d’un  nombre  au  carré  du  nombre  consecutif,  il  faut 
au  carré  du  premier  nombre , ajouter  sa  racine  plus  le  second 
nombre. 

Ainsi  le  carré  de  xo  étant  100 , celui  de  1 1 sera  1 00+  1 o-f-i  1 > 
c’est-à-dire 

• xoo  -j-21  •=:  xax  : • 


/ 
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carré  de  57  étant  32^.9  » celui  de  58  est 
324g  + n5  = 3364; 

le  carré  de  5q  est 

3364+ii7  = 348i: 

celui  de  60  est 

3481  + 1 19  =36oo- 

147.  Si  l'on  multiplie  le  carré  de  a + b , ou  (a+è)*  par 
«+é, on  trouvera,  après  les  réductions,  cette  formule'générale 

(a+  by  = a3+  3 a*b  + 3 aia+  é3 (4) 

dans  laquelle  ou  lit  que  le  cube  d'un  nombre  composé  de 
dixaines  représentées  par  & et  d’unités  désignées  par  b , se  com- 
pose du  cube  des  dixaines , de  trois  fois  le  carré  des  dixaines 
par  les  unités  , du  triple  produit  des  dixaines  par  le.  carré  des 
unités  , et  du  cube  des  unités.  Ainsi  on  aura  le  cube  de  a5 , en 
faisant  a = ao  , b = 5 , et  delà 

* o3=  8000 

. 3 a*b  — 6000 

3 ab1—  i5oo 
b3  — m5 

(c5)3=i5Sa5.  » 

En  augmentant  la  racine  d’une  unité  , on  trouve 
{ a+ (i+ 1 ) } 3=sa3+3oa  ( é+ 1 ) +3û  ( è+ 1 ) ’+ ( é+ 1 ) 3 

==a3+3aai+3aès+è3+3(a+è)a+3(c+é)+i . . . .(5) 
On  voit  donc  que  lorsqu'une  racine  croît  d’une  unité,  le  cube 
croît  de  trois  fois  le  carré  de  cette  racine,  plus  trois  fois 
cette  même  racines,  plus  tunité,  ce  qui  fournit  un  caractère 
pour  reconnaître  si  la  racine  cubique  obtenue  , n’est  pas  trop 
petite  , puisque , dans  ce  cas , le  reste  excédera  au  moins  d’une 
«ni té  trois  fois  le  carré  de  cette  racine  augmentée  du  triple  de 
la  racine  elle-même. 

148.  En  multipliant  (a+é)3  par  c + è,  on  formera  la  qua- 
trième puissance  de  a+è  , qu’on  notera  par  (a+6)4,  et  pour 
laquelle  on  trouvera  , après  les  réductions , 

(a+i)<=o4+4a3é+6a“£;‘+4aè3+ô4. .....  (6) 


/ 
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1 4g.  Lorsque  l’un  des  deux  termes  a ou  b , sous  l’expo- 
sant de  la  puissance  , est  précédé  du  signe  — , il  faut  chan- 
ger les  Signes  de  tous  ceux  des  termes  des  développemens 
précédens,  qui  renferment  des  puissances  impaires  du  terme 
négatif,  d’après  la  règle  que  suivent  les  signes  dans  la  multi- 
plication. Ainsi  des  formules  précédentes  (i),  (4)  , (6)  » on 


déduira  celles-ci  : 

(n — è)s=:a3 — 2 a b+b 3 . * (7) 

(a — by=a? — Zdby-Zab' — P (8) 

(a — by-ci- — 4a3b+Satb^—4ab3-\rbi ........  (9) 


150.  Que  dans  le  développement  de  (a — 6)“,  on  suppose 
b = i,  on  aura 

(a—!  )3=  a3 — sa-f-i  = a3—  (sa— 1 (fl+(fl— 1)).  .(1  o) 

On  conclura  de  cette  dernière  expression  de  (a — t)3  que  le 
carré  d'un  nombre  se  compose  encore  du  carré  du  nombre 
immédiatement  consécutif,  diminué  de  la  somme  des  deux 
racines.  Ainsi , par  exemple  ; 

(49)»=  (5o)3 — (5o-K9) = a5oo—  qq =240 1 . 

151.  Nous  ferons  connaître  ici  une  propriété  très-remar- 
quable dont  jouit  la  suite  des  carrés  des  nombres  naturels , 
et  qui  consiste  en  ce  que  la  différence  entre  leurs  différences , 
est  constante  et  = a;  d’où  résulte  un  moyen  facile  de  la  for- 
mer. Tous  les  nombres  entiers  et  positifs  étant  aussi  compris 
dans  ces  formules , 

Zn , 3re- f- 1 ; 5n-+-a  , 


il  suffit  de  former  les  carrés  qu’on  vdit  dans  la  seconde  co- 
lonne du  tableau  ci -joint  : 


Nombres. 

Carrés. 

1 fr"  diffi  r. 

a1"1'  différ. 

3» 

3n  + 1 
3n  -+-  2 

Sn* 

«A  • 

9/13  -J-  611  -j~  1 
qn3  + 1 2n  -r  4 

6n  -(-  1 

1 6 ri  -J-  3 

' 

a 

! 

on 
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f>;t+i  et6/i  + 3 sont  les  différences  entre  le  second  carré 
et  le  premier , le  troisième  carré  et  le  second  , et  a la  dif- 
férence entre  ces  deux  premières  différences  : et  comme  cette 
différence  seconde  ne  contient  plus  n,  on  en  conclut  qu’elle 
sera  toujours  a,  quel  que  soit  le  nombre  qu’on  suppose  pour  n. 

Maintenant  étant  donnés  les  deux  premiers  carrés  o et  1 , 
et  conséquemment  la  première  différence  = i , on  formera  les 
différences  premières  consécutives,  en  ajoutant  a à la  différence 
première  i , puis  a à la  somme  3 , et  ainsi  de  suite  ; on  aura  donc 
Premières  différ ...  i,  3,  5,  7 , 9,  etc. 
Secondes  différ. . , a,  a,  a,  a,  etc. 

Ayant  cette  ligne  des  premières  différences,  on  dira 
«=(»)’ 

. . 1+3=  4=  (3)* 

4 + 5=  9 = (3)» 

9 +7  =16  = (4)* 

16  +9  = a5  = (5)* 

etc.  , . 

et  on  formera  de  cette  manière  la  suite  des  carrés  des  nom- 
bres naturels. 

• « 

i5a.  Pour  les  cubes  des  nombres  naturels,  les  différences 
troisièmes  seront  constantes  et  = 6 , ainsi  qu'on  le  verra  dans 
le  tableau  suivant  : 


IVomb. 

Cubes. 

ir“  différences. 

imet  diff. 

3"  d. 

4» 

4n+l 

4«+2 

4«-+3 

b'4«! 

64«3+  48 «M”  ian+  1 

64»3'4_  960*-}-  48n_}~  8 
64»3+ 1 44^+1 08/1+37 

48/la-f“l  2/l-f-  1 

48»a+36/»+  7 
48/2+60/1+19 

a4n+  6 
24/1-4-12 

6 

Effectivement  les  cubes  de  la  suite  des  nombres  naturels , sont . 
1,  8,  37,  64,  ia5,  ai6,  343,  etc. 
i<r"diff.  = 7,  19  > 3 7,  61,  91,  127,  etc. 

2m"diff.  = 12,  18,  24,  3o>  36,  etc. 

3m"diff.  = - 6,  6,  6,  6,  etc.  ' 
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et  on  voit  clairement  qu’étant  donnés  les  trois  premiers  cube* 
i , 8,  27  , ou  formerait  les  différences  premières  7 , 19  ; de 
celles-ci  on  déduirait  la  différence  seconde  ia,  et  au  moyen 
de  la  différence  troisième  constante  6,  on  continuerait  aussi  ’ 
loin  qu’on  voudrait  les  lignes  des  différences  seconde*  et  pre- 
mières, et  de  là  on  conclurait  la  suite  4ps  cubes  des  nombres 
naturels.  Ici  l’emploi  des  formules  précédentes  3 n,  3n  -f-  1 , 

3n  + a , ne  pourrait  conduire  à la  troisième  différence*qui 
exige  quatre  nombres  (*). 

i53.  Passons  à l’extraction  des  racines  carrées  et  cubiques 
des  nombres , et , pour  commencer  par  le  cas  le  plus  simple  , 
supposons  que  ces  racines  n’aient  que  deux  chiffres  , ou  des 


(*)  On  peut  démontrer  cette  proposition  plus  générale  dont  Hntelligenc® 
exige  la  formule  du  binôme  donné  ( ch.  xtt  ) : la  différence  de  la  suite 
des  puissances  m des  nombres  naturels  p**,  I*i  a"*,  31*....  nm,  est  une 
quantité  constante  et  égale  à i.a.3....  m,  m étant  un  nombre  entier . 

En  effet,  soit  prise  la  lettre  a'  pour  représenter  les  différences  if”,  a*, 
3e,  etc. , un  indice  supérieur  indiquant  l’ordre  de  la  différence,  et  un  indice 
inférieur  indiquant  le  rang  du  terme  de  la  MÛte  qu’ou  soustrait  du  sucrant 

ensorte  que  o(,) , a‘°,  «{£.,»  exprimcpt  les  différences  premières, 


que  «<>) , a i*> , «**\ ....  expriment  les  différences  secondes  , etc.  Ou 

anra  donc 

a^)_l)=n~ — (n-r4"=(«^  r*  t)"‘-*(n—  i)s?» 

or  en  regardant  dans  (a— r-f-*}”,  a — 1 comme  le  premier  terme  dn  binôme, 
et  -H  comme  le  second,  on  verra  (chap.  ta)  que 

O^î.,  j ta  (n—  1 J*—'  -f.  Ain — i(n — t)"*-5-!-. . .-t* !»(»•— t)+I* 

F . * . 

A,  B,  Ç,  etc.  étant  indépendans  de  a.  Le  terme  précédent,  savoir: 

«j‘î_,j  = (a— i)"j—  (n— a)"=(a— a-i-i)“— (a— a)“  , 

=rm(n— a)~-'+^(n— a)”— a)~-3-f-. . .+m(n— a)+t. 
On  trouverait  de  même  tontes  les  antres  différences  premières. 

Pour  les  différences  secondes , on  aurg 

d , — 6^  , — a^.  = m(n — i^'+A'^n — — J )"-’+••  •• 
i)-H — m(n — a)™-' — A[n — a}*1--1 — B[n — i)""-5— — m(a — a) — *• 
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«dixaines  depuis  une  jusqu’à  neuf  et  des  unités.  On  peut  con- 
eidérer  le  carré  des  dixaines  comme  le  carré  du  chiffre  des 
dixaines  , suivi  de  deux  zéros  ; le  double  produit  des  dixaines 
par  les  unités  , comme  donné  par  la  même  opération  faite 
sty  les  èhiffres  des  dixaines  et  des  unités , ce  produit  étant  suivi  • 
d’un  zéro.  Ces  observations  s’étendent  à la  formation  du  cube 
d'u.n  nombre  de  deux  chiffres.  D’après  cela , dans  le  retour 
du  carré  et  du  cube  à la  racine , il  ne  faudra  opérer  que  sur 
les  parties  significatives  des  ternies  dont  se  composent  ces  puis—  •' 
sauces,  et  on  connaît  d’avance  les  places  qu’elles  occupent  dans 


En  mettant  n — i sous  la  forme  n — a-H , on  trouvera  facilement , après  les 
réductions , 


= ut  (m — t)  ( n — a;™-’  + A,{n  — a}1"-5  B,(n — a)"-<  +.  k. .-f-m , 
A, , B, , P, , etc. , étant  tonjoorsjndépendans  de  n.  Il  est  visible  que  le  terme 
précédent  est  composé  en  n — a et  n — 3,  comme  I’était,avant  la 

réduction , en  n — 1 et  n — a , qu’ainsi , pour  l’obtenir,  il  suffira  de  mettre  dans 
l’expression  réduite  de  partout  n — i au  lieu  de  n,  ce  qui  ne  changera 

pas  les  coëfBciens  A,,  B,  , etc.  : on  aura  donc 
* — m(m — i)(n— — 3)“-3-+-.B,(n — 

On  obtiendra  de  même  les  autres  différences  secondes. 

On  voit  clairement  qu’une  opération  toute  semblable  donnerait 

“(Zs , “ °(^-,)  — at-i)  ~ *(«—*)  (m—‘ »)  (n — 3)m~1+A,(n — 3)™-<-fetc. 

— «(ülo  = (m— a)  (n— 4)— «+«». 

Cette  marche  étant  bien  saisie , on  en  conclut  que  le  terme  v . 

nj’î.0= m(m— i)  (m— a) . . . [m  — (z— i)]  («— z)"— *;«•-«-»  etc. 

le  second  membre  étant  toujours  terminé  au  terme  qui  a m — m ou  zéro  pour 
exposant.  Donc  si  z = m , le  second  membre  deviendra 

as  m(m — t)  (m — a) .....  3 . a.  i(« — m)«  = t.a.3 (m — a)  (m — t)  m. 

Tonte  autre  différence  de  même  ordre  sera  la  même  que  celle-ci , puisqu’il 
n’y  aura  jamais  de  variation  que  dans  le  dernier  facteur  qui  est  élevé  I la 
puissance  zéro.  Donc,  etc. 
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« ^ 

ces  puissances  , puisqu’on  sait  combien  elles  laissent  de  zéros  à 
leur  droite.  • 

i54-  Appliquons  maintenant  ces  notions  préliminaires.  Le* 
formules 

(a  -f-  by=a*- 4-  dab  -j-  b 1 
{a-\-by=à3-{-3a>b-\-5abt+'bi , ' *-  . 

dans  lesquelles  a représente  les  dixaines  et  b les  unités,  in- 
diquent clairement  la  suite  des  opérations  arithmétiques  à faire 
• sur  un  nombre  donné  comme  carré  ou  comme  cube,  à l’effet 
d’en  extraire  les  racines  carrée  et  cubique.  Supposons  qu'on 
ait  à extraire  la  racine  carrée  de  3481  : ce  nombre  n’ayant 
que  quatre  chiffres,  la  racine  n’en  aura  que  deux,  savoir,  * 
des  dixaines  et  des  unités.  Le  Carré  du  chiffre  des  dixaines, 
laisse  deux  zéros  à sa  droite  ; il  est  donc'dans  34  qui  peut 
ynfermer  quelques  centaines  en  sus.  Le  plus  grand  carré 
compris  dans  34  est  25  dont  la/aqjhe  est  5.  Soustrayant  s5  , 
ou  plutôt  25oo  = aa  du  carré  total,  il  reste  981  qui  contient 
2a&-j-èa,  ou  l’a»atogue. Il  s’agit  de  trouver  b , ouïe  chiffre  des 
unités  : comme  le  produit  2 ab  est  terminé  par  un  zéro , on 
divisera  la  partie  98  par  2 . 5=  10,  ce  qui  revient  bien  à la 
division  qu’on  devrait  faire  de  2 ab  par  20,  ou  de  980  par 

jqo,  et  on  aura  le  quotient  9.  Faisant  la  somme 

2aè+ia=9C0  — f—  8r  =981 , et  soustrayant,  on  aura  zéro  pour 
reste  ; ce  qui  n’arrive  que  parce  que  le  nombre  proposé  est  un 
carré  parfait  : la  marche  serait  la  même  dans  le  cas  contraire. 
Nous  observerons  que  le  chiffre  des  dixaines,  obtenu  comme 
nous  l’avons  dit , ne  peut  pas  être  trop  grand  : autrement  une 
portion  d’un  carré  serait  plus  grande  que  le  carré  total. 

Soit  le  nombre  205379  dont  on  demande  la  racine  cu- 
bique : cette  racine  ne  peut*  avoir  que  deux  chiffres  , puisque 
le  cube  proposé  est  entre  tooo  et  1 000000  : elle  n’a  donc 
que  deà  dixaines  et  des  unités , que  nous  représentons  par  a 
et  b.  La  partie  significative  du  cube  des  dixaines  laisse  trois 
zéros  à sa  droite  ; on  prendra  donc  le  plus  grand  cube  contenu 
dans  2o5  , lequel  est  125 , dont  la  racine  cubique  est  5 ; re- 
tranchant le  cube  de  5 dixaines , c’est-à-dire,  i25ooo  , il  res- 
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fera  80379 , qui  renferme  3ft,è-f-3aè“-{-  b3.  Or  la  partie  signi- 
ficative de -3 aab  est  suivie  de  deux  aéros,  puisque  a repré-  , 
sente  des  dixaines  ; elle  est  donc  dans  8o3.  • Divisant  8c3 
j>ar  3 fois  le  carré  du  chiffre  des  dixaines- , c'est-à-dire  par 
75,  ce  qui  revient  à la  division  qu’on  devait  faire  de  8o3co 
par  7600,  on  a pour  quotient  b—  9.  Or,  3a*&x=675oo 
3aia==:  1 2 1 5o , fr*~729  dont  la  somme  =80379.  Donc  le  nom- 
bre proposé  est  un  cube  exact. 

Qu’on  ait  maintenant  à extraire  la  racine  carrée  du  nombre 
1 88356  : le  carré  des  dixaines  n’ayant  pas  d’unités  d’un  ordre 
inférieur  aux  centaines  , la  partie  significative  du  carré  , est 
dans  i883  ; mais  comme  i883a  plus  de  deux  et  moins  de  cinq 
chiffres , les  dixaines  a dans  la  formule  . • 

na-f-aaè+èa (1) 

auront  deux  chiffres;  on  pourra  donc  poser 
a=a'+b' (a), 

a'  étant  les  centaines  et  b'  les  dixaines  , et  on  aura 
, a‘=a'1-\-2a'b'-\-b'!i . . . .(3). 

Mais  a'*  n’ayant  pas  d’unités  d’un  ordre  inférieur  aux  dixaines 
de  mille,  on  trouvera  le  chiffre  de  ci , en  extrayant  la  racine 
carrée  de  18 , laquelle  est  4 pour  16  ; l'excédant  est  2 , à cAté 
duquel  on  abaissera  83 , ce  qui  donne  283 , et  il  faut  trouver 
b'.  Mais  on  sait  que  2 a' b'  dans  (3)  , n’a  pas  d’ùnités  d’un  ordre 
inférieur  aux  mille  ; on  divisera  donc  28  qui. compte  des 
. mille  , par  le  double  du  chiffre  de  a'  ou  par  8 , et  on  trouvera 
5 pour  chiffre  des  dixaines.  O11  formera  2a' b '-f-  b'1,  et  cette 
somme  24.900  retranchée  de  28556  , donnera  le  reste  3456.  . 
On  a donc  du  carré  total  retranché  a'a-f-  o.a  //+  b'3  ; c’est-à- 
dire  , aa;  donc  d’après  (t),  le  reste  3456  ne  renferme  plus 
que  aab-t-b*,  et  tout  est  réduit  à découvrir  b,  ou  les  unités. 

Or  le  terme  2 ab  ne  comporte  pas  d’unités  d’un  ordre  inférieur 
aux  dixaines  ; divisant  donc  dans  le  reste  précédent  3456  ,. 
345  par  la  partie  significative  de  aa  ou  par  2 X 4^  ==86, 
on  trouve  b=/$.  La  racine  est  donc  43/(. 

Que  le  nombre  dont  on  se  propose  d’extraire  la  racine 
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carrée , ait  huit  chiffres , et  qu’il  soit , par  exemple , 28  34 
56  79:  sa  racine  sera  toujours  a-f-  b,  a représentant  les  di- 
xaines  et  b les  unités  : la  formule  du  carré  sera  donc 

aa-f-2aè-f-ôa. . . .(1)  , 

Mais  aa  n’ayant  pas  d’unités  d’un  ordre  inférieur  aux  cen- 
taines , la  partie  significative  de  a*  sera  dans  28  34  56  : or 
ce  nombre  ayant  plus  de  deux  chiffres,  sa  racine  a sera  de 
plus  d’un  chiffre  ; eDsorte  que 

a=a'+b' (2), 

à'  étant  les  dixaines  de  a , ou  les  centaines  de  la  racine , et 
b'  les  unités  de  a,  ou  les  dixaines  de  la  racine.  Donc* 

. a*z=a'*+za'b'-+-b'\. , . .(3). 

Mais  a'1  n'ayant  pas  d’unités  d’un  ordre  inférieur  aux  centaines 
de  28  34  56 , sa  partie  significative  sera  darts  38. 34  ; et 
comme  ce  carré  est  encore  de  plus  de  deux  chiffres,  sa  racine 
a'  en  aura  plus  d’un , et  on  pourra  supposer 

a!  —a."  -f-i*  (4), 

d où  resuite 

a'*=a"a-l-3a"6"+é''*.  .(5),* 

a"  étant  les  mille  et  b"  les  centaines  de  la  racine  totale.  Or 
a"*  n'ayant  pas  d’unités  d’un  ordre  inférieur  aux  centaines  de 
28  34 , sa  partie  significative  sera  dans  28  dont  la  racine  est 
5 pour  25  : retranchant  25  de  2834,  c’est-à-dire , «"“du  carré 
38  34,'  on  aura  le  reste -3  34  qui  contient  aa“b"-\~b"**  Pour 
avoir  b",  on  divisera  2 a" b"  par  aa“,  ou  plus  brièvement  33  par 
10  , et  on  trouvera  le  quotient  3 qui  est  le  chiffre  des  cen- 
taines b"  de  la  racine  totale  : puis  ayant  formé  '3a“à"-f-é"a  et 
retranché,  on  obtiendra  le  reste  25.  On  a. donc  du  carré' aa 
retranché  «a  (5).  Qu'à  la  droite  du  reste  25  on  abaisse  56 , et 
on  aura  ?.5  56,  c’est-à-dire,  aa'é'-f-  é'a.  La  partie  significative  de 
3 a' b',  est  dans  255  qui  divisé  par  106,  partie  significative  de  2a', 
donne  le  quotient  2 , ou  le  chiffre  des  dixaines  b'  de  la  racine 
totale.  Ayant  retranché  2a'b' -J-i'a=  2124,  on  aura  le  reste 
432,  et  le  reste  total  4327g  4VI  équivaut  à cab-^-b1.  La  divi- 
sion de  4327  parla  partie  significative  de  2« , qui  est  1064, 
donne  le  quotient  4 qui  est  à.  Or  aaà  + 6a=4a57S,  et  le  reste 
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est^o3.  L’opération  est  terminée  , puisque  tous  les  chiffres 
du  carré  ont  été  successivement  abaissés.  On  étendra  facile- 
ment ces  considérations  à un  carré  composé  d’un  nombre  quel- 
conque de  chiffres. 

Passons  à l’extraction  de  la  racine  cubique , et  prenons  le 
nombre  378  973  2 46  ia3.  On  dira  : la  racine  comporte  des 
dixaines  a et  des  unités  b : donc  le  cube  est 

a3-+-3a!>ù-|-3aôa4-  b3 (S). 

Mais  le  cube  des  dixaines  n’ayant  pas  d’unités  d’un  ordre  infé- 
rieur aux  raille,  cette  partie  du  cube  des  dixaines,  sera  dans  378 
973  246.  Or  ce  nombre  ayant  lui-même  plus  de  quatre  chiffres, 
sa  racine  comportera  des  dixaines  d qui  seront  les  centaines  de 
la  racine  totale , et  des  unités  b'  qui  en  seront  les  ^dixaines  : on 
aura  donc 

* a=d  + b'....(  7), 

et  conséquemment 

a3  = a'3 -f  3 d>b'  + 3a' b'*  + b'3...  .-(8). 

Le  cube  a’3  n’ayant  pas  d’uni  tés  d’un  ordre  inférieur  aux  cen- 
taines de  mille , cette  partie  de  d3  sera  dans  378  973,  Mais  ce 
nombre  a plus  de  quatre  chiffres  j donc  les  centaines  d com- 
porteront des  mille  a"  et  des  centaines  b",  et  on  aura 

d~att+b« (7)  ' 

dont  le  cube  est  . . 

d3=d’3-f3a^br + 3a*  b**  + d3 (8)  , 

a"3  n’ayant  pas  d’unités  d’un  ordre  inférieur  à l’unité  suivie 
de  neuf  zéros , cette  partie  de  o"3  sera  dans  la  tranche  378.  Il 
sera  bien  facile  maintenant  de  trouver  les  chiffres  successifs 
de  la  * racine  ; et  nous  laisserons  cette  opération  à terminer 
par  l’élève. 

i55.  Si  l’on  désigne  par  N le  carré  d’un  nombre , par  a une 
partie  de  sa  racine , et  l’autre  par  b , on  aura 

jv a®  b * 

Ifz=a*  + üab  + b\  d’où  = Ù-L— • 

N- — a1  est  le  reste  qu’on  obtient  en  retranchant  du  nombre  donné 
le  carré  de  la  premiète  partie  de  la  racine  -,  ainsi  la  division  det 
çfc  reste  par  le  double  de  cette  première  partie , donnerait 
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la  seconde  partie  b , à moins  de  la  plus  petitë  unité,  de  b ; 
J» 

si  ^ était  une  fraction  de  cette  plus  petite  unité  : c’est  ce  qui 

arriverait , si  le  nombre  des  chiffres  de  a , étant  in , celui  des 
chiffres  de  b,  était  n — i ; car  alors  b'"  aurait  au  plus  in — a 
chiffres , et  2 a aurait  au  moins  2n  chiffres  , de  sorte  que  , 

b% 

dans  Je  cas  le  plus  défavorable,  la  fraction  — aurait  deux 

chiffres  de  plus  ad  dénominateur  qu’au  numérateur.  On  remar- 
quera que  le  nombre  total  des  chiffres  delà  racine  est3n — 1. 

Ainsi , lorsque  la  racine  carrée  cT un  nombre  N doit  être  com- 
posée de  plusieurs  chiffres,  on  la  concevra  partagée  en  deux 
parties  dont  la  première  a ait  un  chiffre  de  plus  que  les  deux  tiers 
de  la  totalité  des  chiffres  de  la  racine.  On  cherchera  la  première 
partie  a de  la  racine  suivant  les  règles  ordinaires , et  on  obtien- 
dra la  seconde  b , en  divisant  le  reste  N — a’  par  le  double  de  la 
première  partie" trouvée  s le  quotient  sera  b , et  cette  partie  b 
sera  exacte  jusque  dans  la  plus  petite  unité  de  b. 

Supposons  AT=i5i4oioi  5558i44  t carré  dont  la  racine  est 
de  huit  chiffres  ; ensorte  qu’il  suffira  de  trouver  par  l’extraction 
1 es  six  premiers  qui  sont  1 a3c>45=a  ; le  reste  N — a *=1295008 1 44 
divisé  par  aa=  246090  donne  1 a pour  lès  deux  derniers  chiffres, 
«t,  en  effet,  la  racine  est  ia5o45ra. 

Soit  N le  cube  d’un  nombre  a-f-ô  : on  aura 

3 a1  ~ ^ a ^ 3a1’ 

Désignons  toujours  par  an  le  nombre  des  chiffres  de  a , et 
par/i — 1 celui  de  b : le  carré  à*  aura,  au  plus,  an— 2 chiffres  ; 

par  conséquent  — sera  une  fraction  vraie.  D’ailleurs  - 
r ^ a , aa1 

c . , . b1  , b3  b1  b 

sera  une  fraction  plus  petite  que  — , puisqn  on  — ; 

CL  âci  o>  oa 

* b * .6*  b*  b3 

on  aura  do#c  — < 1 et  < 1 , d’où  l’on  tire H ; < 2. 

CL  3CZ  CL  uQ  ' 

a3 

On  conclut  de  là  qu’en  prenant  — pour  valeur  de  b , 

Otta# 
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on  ne'peut  pas  commettre  en  plus  une  erreur  de  deux  unités 
sur  le  dernier  chiffre  à droite  de  i., 

Cette  méthode  peut  donc  être  employée  avec  avantage,  lors- 
que la  dernière  partie  delà  racine  doit  renfermerdes  décimalês. 

1 56.  Si  le  nombre  donné  n’est  pas  un  carré,  un  cube,  ou  toute 
autre  puissance  exacte  , il  ne  peut  avoir  pour  racine  carrée  , 
cubique , etc. , un  nombre  entier  , car  alors  la  puissance  serait 
exacte  , contre  l’hypothèse.  Il  est  facile  de  démontrer  que 
ces  racines  ne  peuvent  être  des  fractions.  En  effet , l/a  , 
par  exemple , étant  > 1 et  < 2 , ne  peut  être  un  nombre 

entier,  et  si  l’on  suppose  1/2=  ^ , pétant  une  fraction  ré- 

duite,  onaura a = or  d’après  le  théorème  (111,112),^  ne 

peut  être  un  notpbre  entier  : donc  1/2  ne  peut  être  une  frac- 
tion , ni  une  fraction  décimale  infinie  périodique  ; J/2  ne 
peut  donc  être  qu’une  fraction  décimale  infinie  non  périodi- 
que. On  ferait  voir  de  la  même  manière  , que.  n n’étant  pas 

m ff 

une  puissance  exacte  de  l’ordre  m , on  ne  peut  avoir ']/ n = 

Les  racines  des  puissances  imparfaites  sont  donc  des 
fractions  décimales  infinies  et  non  périodiques  dont  nous 
savons  trouver  la  partie  entière  : le  surplus,  c’est- à-  dire 
l’approximation,  est  renvoyé  au  chapitre  vingt-unième.  Ces 
sortes  de  nombres  sont  dits  irrationnels  ou  incommensurables , 
parce  qu’ils  n’ont  pas  de  commune  mesure  avec  l'unité  (86, 121). 
Nous  observerons  ici  qu’une  fraction  est  un  nombre  commen- 
surable  ; car , que  l’unité  soit  divisée  en  neuf  parties  égales, 
et  qu’on  prenne,  par  exemple,  cinq  de  ces  parties,  on  aura 
la  fraction  | qui  a un  neuvième  pour  commune  mesure  avec 
l'unité.  Telle  est  donc  la  notion  qu’on  doit  se  former  des 
nombres  commensurables  et  incommensurables. 

1 57.  Mais  ÿi  peut  aussi  se  proposer  d’extraire  une  racine  à , 

moins  d’une  fraction  £ près.  Soit  n un  nombre  quelconque 
entier  ou  fractionnaire  ; on  en  demdnde  In  racine  du  degré  m , 
à moins  d'une  fraction  assignée  jj, 
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Si  l’on  multiplie  le  nombre  n par  , la  racine  m*"*  du 
produit  , extraite  à moins  d’une  unité , sera  multipliée  par 
2 •'  il  faudra  la  diviser  par  ou  la  multiplier  par-,  et  par 

là  on  ne  prendra  qu'une  partie  - de  l’erreur  qui  est  plus  pe- 
tite que  l'unité. 

On  demande , par  exemple,  la  racine  cubique  de  1 2 à 
moins  de  § d'unité  près. 

_ . , . . /3\s  , 32 4 •*'6  _ 

La  racine  cubique  de  ( - 1 X 12  , ou  de  -g- , es^-  = 3 qui 

divisé  par  f ou  multiplié  par  f est  2.  En  effet , le  cube  de 
a est  8 plus  petit  que  12,  et  a augmenté  de  3 est  § dont 
le  cube  est  plus  grand  que  12.  Donc  la  véritable  racine  est 
entre  2 et  2 + f-  * 

On  trouvera  que  la  racine  carrée  de  1 145  , à moins  de  ~ 
d’unité  près,  est  — p.  En  effet  cette  racine  est  trop  petite} 
mais  augmentée  de  ^ elle  est  trop  grande. 

m t n m 

Soit  proposé  de  trouver  \/n  à moins  de  - l/n  près. 

On  calculera  d’abord  la  racine  mime  de  n à moins  d’une 
unité  près  : désignant  cette  racine  approchée  par  b,  il  ne 

m p 

s’agira  plus  que  de  prendre  ÿn  à moins  de  - b près,  ce  qu’on 

fera  d’après  ce  qui  a été  dit  ci-dessus. 

Par  exemple  , pour  obtenir  la  racine  carrée  de  à moins 
des  ~ de  cette  racine  près,  on  cherchera  à moins  d’une 
unité  près,  la  racine  carrée  de  ou  de  et  on  trou- 
vera t8.  Il  restera  donc  à extraire  la  racine  carrée  de  à 
moins  de^  i8  = ff.  On  trouvera  pour  réponse  ~.  En  effet 
cette  racine  est  trop  petite , et  augmentée  deffou  de  3,  32,  etc. 
elle  est  trop  grande. 

Lorsqu’on  veut  prendre  à moins  d’nn  sixièrr^  d’unité  près , 
la  racine  d'une  fraction  dont  les  deux  têrmes  ne  sont  pas 
des  puissances  de  l’ordrç,  de  la  racine , il  faut  rendre  le  dé- 
nominateur une  puissance  exacte , puis  multiplier  le  numé- 
rateur par  3S. 
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CHAPITRE  XI. 


De  l’Extraction  des  racines  carrées  et  cubiques 
des  polynômes. 

1 58.  Dans  le  chapitre  précédent,  nous  avons  exposé  le* 
Formules  des  carrés  et  des  cubes  des  binômes  , et  nous  avons 
trouvé  dans  ces  formules  les  règles  pour  repasser  d’un  nombre 
donné  comme  carré  ou  comme  cube  , aux  racines  carrées 
et  cubiques  : nous  nous  proposons  ici  de  les  étendre  aux  po- 
lynômes. Si  nous  avons  séparé  ces  opérations , c’est  parce  qu'en 
passant  des  nombres  aux  polynômes,  on  est  indépendant  de 
tout  système  de  numération , ce  qui  fait  que  , par  rapport  à 
ceux-ci , . on  n’est  pas  généralement  astreint  à trouver  les 
termes  de  la  râcine  dans  un  ordre  déterminé,  comme  il  arrive 
par  rapport  aux  nombres.  D’ailleurs  on  sentira  mieux  les 
raisons  qui  ont  déterminé  cette  coupure , lorsqu’on  aura  saisi 
l’ensemble  de  cette  doctrine. 

i5q.  Supposons,  pour  commencer  par  un  exemple  simple  , 
qu’on  ait  à extraire  la  racine  carrée  du  trinôme — 

+4as -comme  ce  polynôme  a trois  termes,  il  peut  être  le 
carré  d’un  binôme  , et  on  le  comparera  à celui  de  a-f-é  ou 
de  a — b:  comme  l’un  des  termes  est  affecté  du  signe  —,  il 
est  naturel  de  le  rapporter  au  carré  de  a — b , qui  est 

Ça  — by=a*  — a ba  + b*, 

à l’effet  de  trouver  la  règle  à suivre  dans  l'extraction  de  la 
racine  quarrée.  Mais  comme  les  termes  de  cette  formule  sont 
ordonnés,  ou  rangés  suivant  les  puissances  décroissantes  de 
la  lettre  a,  il  est  nécessaire  de  disposer  ceux  du  polynôme 
donné  , d’une  manière  analogue , et  cela  afin  d’appliquer  dans 
le  même  ordre,  ou  suivant  la  même  succession,  les  diffé— 
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rentes  parties  de  la  règle.  On  é&ira  donc  le  polynôme  proposé 
ainsi  qu’il  suit  : 

/fi2  — 4ba  -f-  b1. 

Alors  on  peut  dire  que  4a2  est  le  carré  du  premier  terme 
de  la  racine;  que  — 4 ba  est  le  double  du  premier  terme 
par  le  second,  et  que  b2  est  le  carré  du  second.  Extrayant 
la  racine  carrée  de4u“,  on  a a a pour  premier  terme  delà  racine 
cherchée  : retranchant  son  carré,  on  trouve  pour  reste 
— ifia  -f-  b2.  Divisant  — i,ba,  double  produit  du  premier  terme 
connu  de  la  racine  par  le  second  qui  reste  à découvrir , par 
le  premier  terme  de  la  racine,  on  aura  le  second. 

Mais  si  l'on  n’ordonne  pas  le  carré  ou  le  polynôme  pro- 
posé, ainsi  que  nous  venons  de  le  supposer,  on  ne  doit  plus 
exécuter  ces  diverses  opérations  dans  l’ordre  assigné  précé- 
demment. Alors,  au  lieu  de  premier  et  second  termes,  il 
faut  dire  : termes  de  plus  haut  et  de  second  exposant.  Ainsi 
on  énoncera  la  règle  corifme  il  suit:  i°.  Extraire  la  racine 
carrée  du  terme  de  plus  haut  exposant  d'une  lettre  prise  à 
volonté , en  faire  le  carré  et  le  retrancher  ; diviser  le  terme 
de  plus  haut  exposant  du  reste  par  le  double  de  ce  premier 
terme  de  la  racine,  ce  qui  donne  le  second  tepne  ; puis  faire 
le  double  produit  de  ces  termes,  et  le  carré  du  second,  et 
retrancher  cette  somme  .-  telle  est  la  modification  qu’on  doit 
fèire  subir  à l’énoncé  de  la  règle,  lorsqu’on  n’ordonne  pas  le 
polynôme.  Cette  observation  est  faite  ici  une  fois  pour  toutes, 
et  on  trouvera  à la  fin  de  ce  chapitre  (168)  toute  cette  théo- 
rie déduite  uniquement  de  cette  considération. 

Nous  joindrons  ici  le  dispositif  de  l'opération  que  nous  ayons 
détaillée  plus  haut. 

. , Carré  donné. 

4a‘  — /fia  -f-  b2 

/fi.2 

1"  reste ....  — 4 ba  + b2 
-j—  /fia  — f-  b2 

a'  reste o 1 


* 
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Au  lieu  de  2 a — b pour  racine , on  pourrait  prendre 
— (2a  — b)  s= — sa  -f-  b , parce  que  le  carré  d’une  quan- 
tité négative  est  le  même  que  celui  de  la  même  quantité  prise 
positivement  (119). 

160.  Généralement , on  peut  considérer  un  polynôme  dont 
on  demande  la  racine^  carrée , comme  un  dividende  dont  on 
aurait  à trouver  à la  fois  le  diviseur  et  le  quotient  j ensorte 
que  si  le  diviseur  pouvait  être  donné  dans  cette  question , la 
recherche  du  quotient  ne  serait  autre  que  celle  de  la  racine. 
De  cette  manière  d'envisager  la  chose , il  résulte  qu ‘ordonner  , 
est  une  opération  préliminaire  à l’extraction  de  ^ rtacine , ainsi 
qu’elle,  l’est  à la  division  :■  c’est  -ce  qu’on  verra  mieux  encore 
lorsqu’à  la  fin  de  ce  chapitre  nous  présenterons  cette  théorie 
sous  un  autre  point  de  vue. 

r6i.  Soit,  pour  second  exemple,  à extraire  la  racine  du 
polynôme  qa* — 12 ba — 6ca  -\-^bc-+-  + «r,  déjà  tout  or- 

donné par  rapport  à la  lettre  a.  D’abord  ce  polynôme  ayant 
six  termes  , devient  comparable  à la  formule 

(a  b -}-  c)a  = a1  -+■  aba  -f-  26c  -f-  b*  + c“  , 

-f-  2 ca 

qui  nous  donnera  la  règle  à suivre  pour  passer  du  carré  à la 
racine  , en  observant  quç  cette  règle  suppose  essentiellement 
qu'on  ait  arrangé  les  termes  ainsi  qu’ils  le  sont  dans  la  for- 
mule précédente  qui  sert  de  type.  Et  même,  pour  rendre  la 
chose  plus  claire , nous  opérerons  d’abord  sur  le  polynôme 

aa  + 2 ba  + abc  -f-  b?  -f-  c* , 

+ *ca‘  # 

Après  avoir  trouvé  le  premier  terme  de  la  racine  qui  est 
la  racine  carrée  de  a*,  et  soustrait  son  carré  a*,  on  ren- 
contre pour  premiers  termes  du  reste  2 ba  -+•  2 ca  qui  , divisés 
par  le  double  de  a,  donnent  l’un  le  quotient  b,  et  l’autre  c : 
si  c’est  b qu'on  a trouvé,  on  reforme  ces  deux  termes  aba-f-b' 
qu'on  soustrait,  et  le  premier'  terme  du  reste  est  2ca,  qui , 
divisé  par  ac,  donne  c.  Ce  troisième  terme  obtenu,  on  fait 
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la  somme  du  double  produit  des  deux  premiers  termes  par 
le  troisième  et  le  carré  de  ce  troisième  terme,  et  on  retranche 
le  tout  du  reste  précédent.  Ensorte  qu’on  a successivement  • 
ôté  de  la  formule  toutes  les  parties  dont  elle  se  compose.  ' 
En  effet  la  formule  < 


(a  + b -4-  c)1  = (a  -f-  by  + 2 (a  -f-  b)  c + c*, 
fait  voir  qu’après  qu’on  a soustrait  du  polynôme  proposé  le 
carré  de  a -f-  b , ou  des  deux  premiers  termes  de  la  racine  , 
le  reste  contient  encore  deux  fois  la  somme  des  deux  premiers 
.termes  de  la  racine  par  le  troisième , plus  le  carré  du  troisième. 

Exécutonî  maintenant  toutes  ces  opérations  et  dans  le  même 
ordre  sur  le  polynôme  proposé  , après  avoir  eu  soin  de  l’or- 
donner par  rapport  à la  lettre  a,  par  exemple.  On  verra  ici  le 
dispositif  de  l’opération. 

jCarré.  ( racine. 

« W V - 

ga“ — i2èa-+-4è1+4éc-}-cay3a — 26 — c . 

(6a  double  du  premier  terme. 

1 "reste!  i*ba-\-4b  +4èc+c  Qa — 4&  doub.  des  aprem.  term. 

I — 6ca  

— 12  ba-\-/\b'1 

s'reste... — 6ca  -f-4èc+c* 

— 6ca  -f-4èc-f-c1  * 

5'reste’. o 


1°.  La  racine  dû  premier  terme  est  3a,  dont  le  carré  ga* 
retranché  du  polynôme , donne  le  premier  reste. 

• 20.  Le  double  de  3a  est  6a,  par  lequel  divisant-—  ia ba, 
il  vient  — ,2 h pour  quotient,  ou  pour  second  terme  de  la  ra- 
cine. Faisant  le  produit  de  deux  fois  3a  par  — 2 b et  le  carré 
de  — 2 b,  puis  retranchant  cette  somme  — 1 aba -f-  4^“  du 
premier  reste,  on  trouve  le  second  reste. 

3°.  Par  le  premier  terme  6a  du  double  6a  — 4b  de  la-racine 
obtenue,  on  divise  — 6ca,  et  il  vient —c  pour  troisième  et 
dernier  terme  de  la  racine , lequel  résulterait  encore  de  -f-  /fie 
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divisé  par  — ^b\  puis  faisant  le  double  de  3 a — a b par  — c et 
le  carré  de  — c,  et  retranchant  cette  somme  du  secpnd  reste , 
on  obtient  o pour  troisième  reste. 

Le  polynôme  proposé  est  donc  un  carré  parfait  ayant 
pour  racine  3 a — ai  — c,  ou — 3a  + ai -f-c,  d’après  la  re- 
marque faite  précédemment. 

iSa.  Si  le  carré  proposé  a dix  termes,  ôn  le  comparera 
avec  la  formule  générale 

(a  + i + c + rf)!1  = û>+  zba  + abc  + b*-\-  c*  + ds, 

aca  + 2id 
-f-  uda  2 cd 

et  on  suivra  dans  l'extraction  de  sa  racine  la  règle  suivante 
que  nous  développerons  sur  la  forniule  elle-même. 

La  racine  carrée  de  ad  est  a ; retranchant  le  carré  ad , 
puis  divisant  aba  par  2a , on  trouvera  i pour  second  terme 
de  la  racine:  si  on  eût  divisé  2ca  ou  üda  par  20,  on  aurait  ob- 
tenu le  troisième  ou  le  quatrième  terme  de  la  racine.  Suppo- 
sant donc  qu’on  ait  fait  la  première  division  : on  formera  les 
deux  parties  2 ba+b*  qui  complètent  le  carré  de  a-f-5, 
puis  on  retranchera  ces  deux  termes.  Le  reste  renfermera 
encore  deux  ternies  de  plus  haut  exposant  de  a,  savoir  aca  , 

•jda  ; le  premier  divisé  par  aa,  donnera  le  troisième  terme  c 
de  la  racine  : faisant  alors  la  somme  20a  -f-  2 bc  -f-  ca  qui  , 
complète  le  carre  de  a-\-b  -J-c,  et  retranchant  cette  somme, 
il  restera  zda  pour  terme  de  plus  haut  exposant  du  reste , 
lequel  divisé  par  2a , donnera  enfin  le  quatrième  et  dernier 
terme  de  la  racine.  Si  maintenant  on  fait  la  somme  ada-f- 
abd-^-zcd-f-d*  qui  complète  le  carré  de  a-\-b-\-c-d~d , et  qu’on 
lç  retranche,  on  effacera  tous  les  termes  restans.  On  sera 
averti  par  ce  dernier  reste  zéro,  que  le  polynôme  proposé 
est  un  carré  parfait. 

i63.  Les  élèves  feront  bien  d’appliquer  çes  préceptes  à l’ex- 
traction de  la  racine  de  quelques  carrés  de  dix  termes  qu’ils 
composeront  à volonté  ; ils  feront  bien  aussi  de  s’exercer  à 
yrouyer  les  transformations  suivantes  : 


Ôigitized  by  Google 


112' 


E L É M E N S 


\/‘^r  + ~ ><V/ o?b—4à^b%+/kab‘  z=^->'Ÿ'ab, 


a \J  ; 


cïb 


bcy/ab / a% 

3ct‘-\-£ac-{-'3c’‘  a+c  \\/3 


V/  aé 

+ c’ 


Nous  leur  conseillons  encore  d’effectuer  les  extractions  des 
racines  carrées  des  polynômes  suivans  qu’il  faudra  préa- 
lablement ordonner  -,  mais  pour  que  la  chose  soit  plus  facile 

• A 

par  rapport  aux  carrés  5®.  et  4°-  » on  multipliera  3®.  par  a3  et 

4°.  par  : les  racines  le  seront  par  a?  et  av'a  et  on  les  di- 
visera par  ces  facteurs.  Quant  à G®. , on  passera  d’abord  des 
radicaux  aux  exposans  fractionnaires , on  multipliera  ensuite 
» 

par  a"*",  puis  ayant  ramené  tous  les  exposans  à une  même 
dénomination,  on  pourra  ordonner,  et  enfin  on  divisera  la 

racine  par  amn.  Cette  préparation  est  analogue  à celle  dont 
nous  avons  fait  usage  (75),  et  nous  l’employons  par  la  même 
raison. 

i° a.-f-  b -4-2 y/oï 

2°. . . — a — b — 2 yàb 

4 h®  • 

3® n3+2&  H j 


4®...  — 2 + qV*  + 


,-v; 


ro  a4 — 2 a*b3 — 4éaaa-l-éd-f-  4a3bÿ — i — ffia  y — i 

* " ' e*  -f-  2 a*ôs  -f-  b* 

Après  les  réductions , on  trouvera  que  la  racine  de  5* 

a-\-b  \/ — î 

est  — -r=. 

a — b (/ — 1 * 

6®. . .\j a";  + V/ o®é  -f-  a\Z\/bx.  \/  \/ p/\/am“ar> 

A ______  »*'  «■ 

carré  dont  la  racine  est  \J a n+\^ o.nb. 

• ' • Les 
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Les  instituteurs  multiplieront  ces  exemples , en  les  variant 
convenablement.  , 

164.  Supposons  qu’on  ait  à assigner  la  relation  qui  doit 
exister  entre  les  coefficiens  A , B , C , D , E et  F,  pout 
que  le  trinôme 

(A*  — 4AC)x*  + !?.(BD  — 2 AE)x  + (D* — A,  AF) 

soit  un  carré  parfait  (Géom.  analyt.)  : pour  la  découvrir , il 
est  tout  naturel  de  comparer  ce  trinôme  avec  la  formule 

( \ax  -f-  by  = a*x*  -f-  sabx  -f-  b* , 

dans  laquelle  on  lit  que  le  carré  de  la  moitié  du  coefficient 
de  x,  qui  est  a*é*,  doit  être  égal  au  produit  du  coefficient  de  x“, 
qui  esta*,  parle  terme  sans  x,  ou  par  b *.  Prenant  les  quan- 
tités analogues  dans  le  trinôme,  on  trouvera  que  pour  que 
la  condition  énoncée  soit  remplie , il  faut  que  l'égalité 

(AD  — 2AE)*  = (fl* — 4AC)  ( D'—4AF ) , 
qui  n’est  que  la  suivante 

(AD  — 2 AEy  — (fl*  — (D*  — 4 A F)  ~ o 

«oit  satisfaite , ce  ^ui  peut  arriver  par  plusieurs  nombres  dif- 
férens  écrits  en  place  de  ces  lettres.  Dans  ce  cas , la  formule 
ax  -f-  b de  la  racine  , devient 

a:  /fl*  — 4 AC  -f-  \/D*—4AF, 
en  observant  de  remplacer  a et  b par  les  équivalens 
VF  — 4 AC  et  VD*  — 4 AF. 

1 65.  De  ce  que  les  carrés  d’un  monotne,  d’un  binôme  , 
d’un  trinôme,  etc. , renferment  un,  trois,  six,  etc.  termes, 
il  ne  faut  pas  conclure  que  des  polynômes  donnés  comme 
carrés,  et  dont  le  nombre  des  termes  n'est  pas  un  des  pré- 
cédens,  ne  puissent  pas  être  des  carrés  parfaits;  il  peut  y 
avoir  eu  réduction , ainsi  qu’il  arrive  dans  le  carré  de 
a’  + b a -f-  i*,  qui  est  a*  + aba 3 -f-  3è“a*  + 2 Z>3a+  b*.  Dana 
ces  cas  , on  opère  encore  suivant  les  règles  posées  ci-dessus  , 
après  avoir  préalablement  ordonné  le  polynôme , à l’effet  dr 
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favoriser  le  calcul-  On  étendra  ces  remarques  aux  polynômes 
donnés  comme  cubes.  Nous  exposerons  plus  loin  le  procédé 
pour  extraire  avec  approximation  les  racines  des  puissances 
imparfaites 

166.  De  la  formule  du  cube  d’un  binôme 

(a  4 b)3  = a3  4-  3ba*  + 3 b*a  4 b3  , 

on  peut  aisément  déduire  la  règle  pour  remonter  d’un  cube 
parfait  à sa  raciue  -,  mais  pour  appliquer  les  parties  de  cette 
règle  dans  l’ordre  suivant  lequel  elles  se  succèdent,  il  fau- 
dra préalablement  ordonner  le  cube  proposé  suivant  les  puis- 
sances décroissantes  d’une  même  lettre.  Soit  donc  a extraira 
la  racine  cubique  du  polynôme  27»*  — 54fca*436èïa  — Sb3, 
tout  ordonné  par  rapport  à la  lettre  a : on  fera  l’opération 
qui  suit  et  que  nous  allons  détailler  : 


Cube.  racine. 

27a3— fyba'+ZGb'a— 8P  f 5a— 36 
, -f-  27a3 \ '27a% 

jfr  reste — 54ba*-j-36b*a — 863 

— 54ba*~i~36b*a — 8 b\ 

2'  reste o 


i°.  Après  avoir  extrait  la  racine  cubique  de  27a3,  qui  est  3a, 
on  en  forme  le  cube  qu’on  soustrait  du  polynôme  proposé , et 
on  trouve  le  premier  reste  ; a*,  on  fait  le  triple  carré  de  3a, 
première  partie  de  la  racine , qui  est  27 a2 , par  lequel  .di- 
visant — 5 4ia*,  premier  terme  du  reste,  il  vient  pour  quo- 
tient   2i,  second  terme  de  la  racine  -,  puis  ajoutant  le  pro- 

duit du  triple  carré  de  la  première  partie  de  la  racine  par 
la  seconde , à celui  du  triple  carré  de  la  seconde  par  la  pre- 
mière et  au  cube  de  la  seconde , on  retranche  cette  somme 
du  premier  reste , et  comme  on  trouve  zéro  pour  second 
reste  , on  doit  conclure  que  le  polynôme  proposé  est  le  cube 
de  3a — ab. 

Nous  avons  yu  que  la  raciue  étant  composée  de  trois  termes, 
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le  cube  en  avait  dix  au  plus;  réciproquement  donc,  tout  poly- 
nôme de  dix  termes,  donné  connue  un  cube,  en  a trois  à sa 
racine  cubique.  La  formule  suivante,  obtenue  en  considé- 
rant a -J-  b comme  un  seul  terme  , 

(a+b  + cy=(a  + by+3(a+b?c+  3 (a  + b)  e*+  c3, 

• 

fait  voir  qu’après  avoir  trouvé  ',  comme  on  l’a  dit  précédemment, 
les  deux  premiers  termes  a-\-  b de  la  racine  , et  soustrait  leur 
cube  du  polynôme  proposé,  il  faut,  pour  avoir  le  troisième 
terme  c,  prendre  dans  le  reste  le  ternie  de  plus  haut  exposant, 
qui  sera  ici  3caa,  et  le  diviser  par  le  triple  carré  du  premier 
terme  de  la  racine,  ou  par3aa. 

Nous  proposerons  ici  l’extraction  de  la  racine  cubique  du 
polynôme  27 a? — 54é»aa*f-  3 66aa  — 8is-f-  orjccû — Z&bca -|~  iaèac 
-j-  qcac — 6éca  -j-  c*,  laquelle  est  3a  — 2 b c. 

167.  Si  le  polynonie  proposé  n’est  pas  un  cube  parfait , ce 
qu’on  pourra  reconnaître  dans  plusieurs  cas  à la  seule  inspection 
du  nombre  de  ses  ternies  , on  opérera  cependant  d’après  les 
règles  précédentes  ; et  comme  alors  l’opération  ne  s’arrêterait 
jamais , on  se  bornera  à un  certain  nombre  des  premiers  termes 
de  la  racine  , lequel  sera  subordonné  au  degré  d’approximation 
déterminé  par  la  question.  Nous  ne  donnerons  pas  ici  d’exemple 
de  ce  cas  sur  lequel  ndus  reviendrons  à la  fin  de  ce  chapitre  et 
dans  le  dix-neuvième. 

168.  Nous  présenterons  sous  un  autre  pointde  vuela  théorie 
de  l’extraction  des  racines  carrées  et  cubiques  des  polynômes  , 
ainsi  que  nous  l’avons  annoncé  (i5t),  îb’o),  et  d’abord  nous 
commencerons  par  la  racine  carrée. 

Supposons  un  polynonie  tout  ordonné  suivant  les  puissances 
descendantes  d’une  même  lettre  , de  a , par  exemple  ; et  soit  ce 
polynôme 

Aam  -f-  Bam~'  + Ca"-1  -J-  etc. , 

A,  B,  C.  etc.  étant  des  coefficiens  en  nombres  et  en  lettres.  Pour 
l’élever  soit  au  carré,  soit  au  cube  , on  regardera  la  somme  de 
tous  les  termes  qui  suivent  le  premier , comme  un  seul  terme  , 
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et  alors  on  n’aura  plus  à faire  que  le  carré  ou  le  cube  d’un 
binôme. 

Dans  le  carré , le  terme  de  plus  haute  puissance  de  la  lettre  a, 
ne  peut  être  que  le  carré  du  terme  analogue  de  la  racine  , et  ce 
terme  ne  peut  ni  se  réduire , ni  disparaître. 

Si  donc  on  s’adresse,  dans  le  carré  , au  terme  de  plus  haute 
puissance  de  a,  et  qu’on  en  prenne  la  racine  , on  aura  déjà  le 
premier  terme  de  la  racine  ordonnée  ; on  en  fera  le  carré  qu'on 
soustraira  du  polynôme  donné. 

Le  plus  haut  exposant  de  a dans  le  reste , ne  pourra  se  trouver- 
que  dans  le  double  produit  des  deux  termes  d’exposans  plus 
élevés  de  la  racine  , puisque  dans  tout  produit  semblable  de 
deux  termes  quelconques  de  cette  racine , l’exposant  de  oserait 
nécessairement  moindre;  il  en  serait  de  même  du  quarré  d’un 
terme  quelconque  de  la  racine.  Si  donc  on  divise  le  terme  de 
plus  haut  exposant  de  a dans  le  reste , par  le  double  de  celui 
qu’on  vient  d’obtenir  à la  racine  , on  aura  nécessairement  celui 
de  second  exposant  de  cette  racine , c’est-à-dire  son  second 
terme.  On  fera  le  double  produit  de  ces  deux  termes  , et  le 
carré  (du  second  , puis  on  retranchera  cette  somme  du  premier 
•reste. 

11  est  clair  que  le  terme  de  plus  haut  exposant  dans  ce 
second  reste,  ne  peut  être  que  le  double  produit  du  terfhe 
de  plus  haut  exposant  de  la  racine  par  celui  (Je  troisième  ex- 
posant, ensorte  qu'en  le  divisant  par  le  double  du  premier  terme 
de  la  racine , on  obtiendra  le  troisième  terme  de  cette  racine  , 
et  ainsi  de  suite. 

On  voit  donc  qu’en  ordonnant  le  polynôme  suivant  les  puis- 
sances décroissantes  d'une  certaine  lettre  prise  d'ailleurs  à vo- 
lonté , le  terme  qui  doit  servir  de,  dividende  , se  présente  la 
premier  dans  chacun  des  restes  , et  le  diviseur  est  toujours  le 
double  de  la  racine  du  terme  de  plus  haut  exposant. 

Il  peut  arriver  que  le  terme  de  plus  haut  exposant  dans  l’un 
des  restes , ne  soit  pas  divisible  par  le  double  du  premier 
terme  de  la  racine,  ce  qui  aurait  lieu  , par  exemple,  si  ce 
terme  avait  été  combiné  par  yoie  d’addition  ou  de  soustraction 
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avec  un  carré  parfait  ; dans  ce  cas  , on  s’adresserait  au  terme 
, suivant  , c’est-à-dire  , à celui  d’exposant  immédiatement 
moindre  ; et  si  celui-ci  n’était  pa3  encore  divisible , on  es- 
saierait le  suivant.  Ces  sortes  de  termes  qui  ne  sont  pas  divi- 
sibles , doivent  faire  partie  du  dernier  reste  , puisqu’ils  forment 
l’excédant  du  polynôme  proposé  sur  le  plus  grand  carré  qu’il 
contient. 

Si  les  coelïickns  A , B , C , etc.  sont  des  polynômes , ce  qui 
revient  évidemment  à supposer  dans  la  racine  plusieurs  termes 
de  chacun  des  différens  exposans  de  a , alors  l’opération  s’exécu- 
tera toujours  d’après  le  principe  posé  précédemment  ; niais  on 
observera  que  la  racine  de  A’"  exigera  celle  du  polynôme  A*y 
qu’il  faudra  ordonner  suivant  les  puissances  d’une  lettre  prise 
arbitrairement , pour  faciliter  l'extraction.  Ce  premier  terme 
Aam  obtenu , on  aura , pour  trouver  le  second  terme  Bam~', 
diviser  2 ABaüm~'  par  2Aam,ce  qu’on  fera,  quant  aux  coefli- 
ciens,  suivant  les  règles  données  au  chapitre  de  la  Division. 

La  recherche  des  autres  termes  n’aura  pas  plus  de  difficultés 
que  celle  du  second.  Il  est  inutile  de  rappeler  que  les  termes 
qui  auraient  été  ajoutés  au  carré , composeront  ensemble  le 
dernier  reste , et  qu’ils  ne  seront  employés  qu’autant  qu’on 
voudra  obtenir  une  racine  approchée  ou  en  série. 

Nous  appliquerons  ces  principes  à quelques  exemples. 

Soit  d abord  le  trinôme  a?- f- ( aï  -f-  1 ) a-|-  b1  dont  on 
demande  la  racine  carrée  : celle  de  aa  est  a dont  le  carré  re- 
tranché du  polynôme,  donne  le  reste  (ai-j-i  ) a -|-  b%  : il  faut 
diviser  (aè+  1 ) a par  2 a ou  par  le  double  du  premier  terme 
de  la  racine  ; mais  en  observant  que  la  partie  2 ba  est  la  seule 
divisible  par  2a,  on  aura  le  quotient  b qui  est  le  second  terme 
de  la  racine.  Faisant  le  double  produit  du  premier  terme  a par 
le  second  b , puis  le  carré  de  b , et  retranchant , on  obtient  le 
reste  a.  Mais  on  aurait  pu  , à l'effet  de  rendre  le  second  terme  * 
du  trinôme  divisible  par  aa,  ajouter  a à ce  second  terme,  et , 
pour  ne  rien  changer,  écrire  à la  suite  — a,  ce  qui  aurait 
donne  le  trinôme  équivalent  a*  + ( ub  + 2)  a — a -J-  b2,  et  on 
aurait  trouvé  pour  racine  a + (6  -j-  1 ).  D’après  la  première 
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manière  d’opérer,  on  a extrait  la  racine  du  plus  grand  carré  con- 
tenu dans  le  trinôme  , ou  la  racine  du  carré  inférieur  ; d'après  la  , 
àeconde,  on  a pris  celle  du  carré  supérieur.  Dans  le  premier 
cas  , on  a trouvé  un  reste  a additif  au  quarré  de  la  racine 
a-f-è  ; dans  le  second,  le  reste  a est  soustractif  du  carré  de  la 
racine  a + (&+')• 

Soit , en  second  lieu  , 

( a* — 20/7  + ai3)  X*  -f-  2 ( ac  — ad-—  bc  ) x ’ 

-K  2nm  — aan—abm  -f-  obn  -f-  ac3  — ade  -+-d*  ) x* 

-f-  2 (c/7i  — en" — dm-\~  dti)  x -f-  (771’ — 2m n -f-  3ti“)  , 

dont  on  demande  la  racine  carrée.  Il  faut  d’abord  extraire  celle 
du  terme  de  plus  haut  exposant  dex;  mais  comme  son  coeffi- 
cient est  un  polynôme  , il  conviendra  d’extraire  séparément 
sa  racine  carrée  qu’on  multipliera  par  celle  de  x 4 : on  trouve 
aisément  qn’elle  est  (a  — b)  x’,  dont  le  carré  retranche  donne 
le  reste 

b*x'-+-2(ac-ad-bc)x'-\-(2am-2an-2bm-{-2bn-\-2c'-2dc-\-d*').vt 
+2(1  7?i — en — d7n-fd/j)x-f-(r7ii“ — 2 mn  3t73). 

Il  faut  diviser  le  terme  de  plus  haut  exposant  dans  ce  reste  par 
2 (a  — b)  x*  : mais  i’x4  n’est  pas  divisible  ; on  essaiera  donc 
de  diviser  le  suivant  2 ( ac — ad — bc  ) x3  : le  quotient  de 
2 ( ac—ad — bc)  par  2 ( a — b)  , est  c — d avec  le  reste  — 2 bd  ; 
ainsi  le  second,  terme  de  la  racine  sera  (c  — d)  x.  Faisant 
maintenant  le  double  produit  de  ces  deux  termes  , savoir , 
a ( ac  — ad  — bc  — bd)  x3 , puis  le  carré  du  second,  qui  est 
(c3 — adc-|-d3)x3,  et  retranchant  cette  somme  du  carré  donné, 
on  aura  ce- second  reste 

2.bdx?-\~  (22771 — 2an— ai/n -f-2in-j-c3)x*-f-2  (cm-cn-dm-\-dn)x 

— {— 7712 2r7177-j-37Ia, 

dont  le  terme  de  plus  haut  exposant  2 bdx?  n’est  pas  divisible 
par  le  double  2 (a  — é)  x*  du  premier  terme  de  la  racine. 
C.e  terme  doit  donc  aussi  faire  partie  du  reste  total  , et  on 
essaiera  la  division  du  suivant  par  2(2  — b)  x*  ; à cet  effet 
on  divisera  le  coefficient  2am  — aan  — a bm  -f-  ain  c3  par 
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a (a — b ) , et  on  trouvera  le  quotient  m — n avec  le  reste  c*.  * 

Ainsi  on  aura  déjà  ces  trois  termes  de  la  racine 

(n  — b)  ,r5-}-(c — d)  ,r-j-(m — n).  Mais  on  a jusqu’ici  retranché 
du  carré  proposé , celui  de  (a  — b)  x1  -j-  ( c — d)  x\  reste 
donc  à faire  le  double  produit  de  ces  deux  premiers  termes 
par  le  troisième , plus  le  carré  de  ce  troisième  terme  , somme 
qui  sera  (nam — 2 au — zbm-\-abn)  2 (cm — en — dtn-j-dn)  x 

+ ( m*  — 2 mn  -j-  n*  ) , laquelle  retranchée  , donne  le  reste 
c'x1  -f-  2/ï3.  Ensorte  que  la  somme  des  restes  est 

* b*x 4 -|-  2èe?r3-|-c,.r1+  an1. 


Supposons  enfin  qu’on  ait  à extraire  la  racine  carrée  de 
a1- j—  b1  qui  ne  peut  être  un  carré  parfait  ; on  aura  ce  tableau 
d’opérations 


carré. 

racine  approchée. 

a3  + è* 

* — a1 

_ , b1  b*  , b6 

2 a 8a3  16a5 

Ier  reste -f -b1 

- b 

4« 

2 a.  ..divis. 

A 

b* 

a*  reste 

4 dA 

M b6  b • 

4a1  'Uni*  64a6 

2a.  . . . divis. 

„ i6  />« 

3*  reste  . — — 

8a*  64ab 

b*  b'°  b'1 

2 a. . . .divis. 

’ 8a*  îb’a6  64a*  256a‘° 

. b'°  b'1 

4 reste...  g^s+g^pi  a5ya.° 

etc. 

2a divis. 

Cette  extraction  se  fait  suivant  les  règles  prescrites,  c’est-à- 
dire,  qu’après  avoir  extrait  la  racine  du  terme  du  plus  haut 
exposant  a laquelle  est  a , et  retranché  son  çarré  a % on  divise 
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le  terme  de  plus  haut'exposant  de  a dans  le  reste , ou  b'a0  qui 
est  b 1 par  2 a , et  le  quotient  est  le  second  terme  de  la  racine; 
puis  faisant  le  double  produit  des  deux  premiers  termes  et  le 

‘ b * 

carré  du  second  , et  retranchant , on  a le  second  reste — : 

4a 

divisant  par  le  double  2 a du  premier  terme  de  la  racine  , le 


est  le  troisième  terme  cherché  : 
ccr 


on  fait  le 


quotient 

double  produit  des  deux  premiers  termes  par  ce  troisième  , et 
le  carré  de  celui-ci , et  retranchant  cette  somme,  on  a le  ÿoi- 
sième  reste  , et  ainsi  de  suite.  , 

Danslestroisième  et  quatrième  restes  , les  exposansde  lalettre 
a par  rapport  à laquelle  on  ordonne,  sont  soustractifs  ou  négatifs; 
et  commejusqu'ici  on  n'a  ordonné  que  par  rapport  aux  exposans 
absolus , il  est  nécessaire  de  s’expliquer  sur  le  cas  de  l’exemple 
précédent.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu’on  ne  pousse 
la  racine  que  jusqu’au  cinquième  terme  inclusivement;  on  pourra" 
multiplier  le  carré  par  a'°,  et  alors  la  racine  étant  multipliée 
par  n5,  on  la  divisera  par  a5  : dans  ce  cas,  on  aura  à opérer 
sur  le  binôme  a‘°  -+•  b*a\  et  on  rencontrera  ces  restes  suc- 
cessifs , 


. 5 b'°a* 

4 • c/  1“ 


b" 

Ï56 


64  64 

qui  ne  sont  que  les  restes  obtenus  précédemment , multiplié» 
par  a'®;  on  reconnaît  alors  facilement  les  plus  grands  ternies 
en  a , et  en  les  divisant  par  2a6  qui  est  celui  de  plus  haut' 
exposant  de  la  racine,  on  obtient  ces  termes  successifs , 

• • ^ 2o  3o  , *!l6  . ,0  56*04. 

‘na*’2-  Sati  > 0 jgflS  > 4 • “ TnSo®  ’ 
ensorte  qu’on  -a  pour  racine 


6 6“o5  64a»  h‘a‘ 

^ "*  n/,8  ]J2<j  1 1 Cn6 


j2a' 


îb'a6 


56«fl< 

128a6  : 
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«t  après  la  division  par  ab,  on  retrouve  la  racine  obtenue  . 

, b 2 M , b6  5b*  , 

°+  aa  8a3  + i6a»  iu8a'  + etC’ 

Ainsi  dans  un  polynôme  qui  ne  renferme  que  des  exposons  né- 
gatifs d’une  lettre , on  doit  regarder  comme  terme  de  plus  haut 
expobant  de  cette  lettre  , celui  dans  lequel  l'exposant  est  le  plus 
petit  , numériquement  parlant , c’est-à-dire , abstraction  faite 
du  signe.  En  effet , que  de  l’unité  , par  exemple , on  retranche 
successivement  les  nombres  4 et  g , on  aura- les  deux  restes  — 3 
et — 8 ; or  , lorsque  le  nombre  dont  on  soustrait  ne  change  pas, 
le  plus  grand  reste  est  donné  par  la  soustraction  du  plus  petit 
nombre  (chap.  a).  D’où  l’on  peut  conclure  que  des  deux  termes 
a~3  et  a-8,  le  premier  est  le  terme  de  plus  haut  èxposant. 

La  suite  qui  exprime  la  racine  carrée  de  a 1 -f-  ne  se  ter- 
mine pas  ; car  , quelque  loin  qu’on  pousse  l’opération  , on  a 
toujours  un  reste , et  conséquemment  on  peut  toujours  ajouter 
un  nouveau  ternie  à la  portion  de  la  racine  déjà  obtenue. 

Pour  approprier  la  suite 


, b*  b*  , bB  , 

a + q—,  -J-  ~c~~b  -f-  etc. 

é a a 8a3  iber 

aux  applications  numériques  , faisons 

a*  — m , b*=n,  d’où  a=  y/m 

elle  deviendra , par  ces  substitutions  , 

n n* 


y/  m -f-  n = \/m  4 


+ 


a (/ro  8m  y m i6may/m 
1 J n n*  n3  P 

WV  + 2“8^tlG^“CtC’/’ 


— etc. 


en  observant  que  —r—  — y/ ni.  Plus  généralement  encore  en 


posant 
on  a 


y/m 


: m 


, b*  — ±n\  d’où  a = y'rn. 


, / — -r—  *i  ( . n n*  , n3  . \ 

V m±n  j m ±. ± —etc.  F. 

^ y/m  l a 8m  rom*  3 

On  aura  donc  attention , en  comparant  avec  la  formule  m-f-a 
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ÉLÉMENS. 

Je  nombre  dont  on  vent  extraire  la  racine  , de  prendre  pour  m 
le  carré  immédiatement  supérieur  ou  inférieur  au  nombre 
donné , de  manière  à avoir  la  plus  petite  différence  n entre  le 
carré  m et  le  nombre  proposé.  En  effet,  les  termes  de  lasuite 
précédente,  diminuent  d’autant  plus  rapidement,  que  le  nombre 
n est  plus  petit  par  rapport  au  nombre  m ; car  alors  la  série  est 
la  plus  convergente  possible  , et  il  faut  (cj5)  employer  un  moins 
. grand  nombre  des  premiers  termes  pour  avoir  une  approxima- 
tion suffisante. 

Qu’on  ait  donc  à extraire  la  racine  carrée  du  nombre  i5o  : 
on  décomposera  ce  nombre  en  i44quiestun  carré  exact, 
plus  6 , excès  de  i5o  sur  i44>  alors  m = i44  , n = -{-  6 , 
ensorte  que 


V 144+6=  12  + — — 


36 


+ 


216 


24  8.1728  16.24883a 


— etc* 


et  réduisant  les  fractions,  on  trouve 


j/i  oo_  12 384  +i843a 


— etc. 


Les  trois  premiers  termes  de  cette  série  très-convergente  , 
valent  12,2 474»  nombre  qui  ne  diffère  de  la  vraie  racrne  que 
de  , puisque  dans  le  terme  suivant  on  trouve  quatre  zéros 
immédiatement  à la  droite  de  la  virgule. 

On  se  dirigera  d’après  les  mêmes  considérations  dans  l’extrac- 
tion de  la  racine  cubique  : ainsi  on  prendra  pour  dividende  le 
terme  de  plus  haut  exposant  dans  chacun  des  restes  , et  pour 
diviseur,  le  triple  carré  du  premier  terme  de  la  racine  ; puis 
lorsqu’on  aura  ajouté  un  terme  à cette  racine  , on  fera  le  triple 
carré  de  la  partie  de  la  racine  déjà  obtenue , par  le  nouveau 
terme  , le  triple  produit  de  ce  nouyeau  terme  par  la  portion 
antécédente  de  la  racine,  le  cube  du  nouveau  terme,  et  on 
soustraira  cette  somme  du  reste  correspondant.  De  cette  ma- 
nière, on  trouvera 


ÿ a 1 -(-  b 1 = a -f- 


3 a3 


be  , 


9<t 
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et  en  faisant  a*— m , b3  = n,  puis  multipliant  par  a les  deux 
termes  de  chaque  fraction  , on  obtiendra  cette  formule 


/ / 1 

\Lm -f- n — ym  -J- 


3/n 


n3|/  m 

5 n3[/m 

9m* 

8 irn3 

n% 

5n3  , y 

9/n* 

etC‘ }’ 

■ le  cube  le  plus  approchant 

dont  on 

se  propose  d’assi- 

gner  la  racine  cubique  , et  n par  la  différence  en  plus  ou  en 
moins  entre  ce  nombre  et  m : alors  la  racine  cubique  sera  dé- 
veloppée en  une  suite  convergente  (q5).  Dans  le  vingt-unième 
chapitre',  nous  reviendrons  sur  l’extraction  des  racines  par  les 
séries.  * 


îGq.  On  voit  bien  clairement  qu’ ordonner  n’est  que  disposer 
les  termes  de  la  racine  , de  manière  que  celui  de  plus  haut  ex- 
posant dans  chacun  des  restes , lequel  doit  servir  de  dividende , 
se  présente  le  premier.  Cette  préparation  n’est  pas  indispen- 
sable , elle  sert  à éviter  des  recherches,  et  conséquemment  à 
économiser  le  temps. 

Nous  observerons  en  terminant  , qu’il  sera  nécessaire  d’ex- 
poser d’abord  la  théorie  (168),  en  partant  d’un  polynôme 
défini , tel  que  Ja*+  Da 3 -f-  C’a1  -f-  Da  -j-  E , et  en  repassant 
de  son  carré  et  de  son  cube  à la  racine.  Ainsi  préparé  , l’élève 
saisira  mieux  la  méthode  générale. 
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N CHAPITRE  XII.  * 

Démonstration  du  binôme  dans  le  cas  de  l’exposant 
entier  positif. 

170.  I^fous  avons  annoncé  04^)  une  formule  générale  qui 
doit  comprendre  tous  les  développemens  particuliers  des  puis- 
sances successives,  entières  et  positives  d’un  binôme  x-f- a. 
Nous  ferons  précéder  la  recherche  de  cette  formule  , de  quel- 
ques notions  qui  d’ailleurs  trouveront  leur  application  par  la 
suite. 

171 . Deux  lettres  a et  b ne  peuvent  être  disposées  ou  arran- 
gées que  de  ces  deux  manières  : 

ab  , ba\ 

et  ces  deux  arrangemens  ne  donnent  qu’un  produit.  Pour  en 
déduire  tous  les  arrangemens  de  trois  lettres  a , b , c , il  ne 
faut  que  donnera  la  troisième  lettre  c , toutes  les  places  pos- 
sibles dans  chacun  de  ces  deux  arrangemens;  d’où  résultent  ces 
six  arrangemens  3e  trois  lettres  : 

abc  , acb  , cab  , bac  , bca  , cba. 

Pour  passer  aux  arrangemens  de  qpatre  lettres^a,  b ,c  , d , 
il  faut , dans  chacun  des  précédens  , écrire  la  quatrième  lettre 
à toutes  les  places  possibles  ; ce  qui  donnera  quatre  arran- 
gemens pour  un , et  4x6,  ou  2 4 pour  quatre  lettres. 
Cinq  lettres  admettraient  5 X 24  , ou  120  arrangemens,  et 
ainsi  de  suite. 

172.  Passons  à une  autre  question,  et  supposons , par  exemple, 
qu’on  ail  à arranger  quatre  lettres  a,  b , c , d,  trois  à trois  , 
de  toutes  les  manières  possibles  : on  peut  distraire  la  première 
lettre  a , arranger  les  trois  suivantes  b , c , d , deux  à deux  , 
de  toutes  les  manières  possibles  , ce  qui  donne  pour  b , c le* 
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deux  arrangemens  bc  , cb\  pour  b , d les  deux  ‘arrangemens 
bd y db , et  enfin  pour  c , d les  deux  arrangemens  cd  , de  ; puis 
écrire  la  lettre  a en  tête  de  tous  ces  arrangemens , ce  qui  en 
donnera  six  qui  sont 

abc,  acb  , abd,  adb , acd , ade , 
et  qui  commencent  tous  par  la  lettre  a : on  arrangera  les  trois 
autres  lettres  , deux  à deux,  de  toutes  les  manières  possibles  , 
puis  on  écrira  b à la  première  place  de  tous  ces  arrangemens , 
et  on  trouvera 

bac  , bca  , b ad  , bda  , bed , bdc  : 
on  obtiendra  de  la  même  même  manière  ces  deux  autres  lignes 
d’arrangemens  qui  commencent  par  les  lettres  c et  df 
cab,  cba,  cad,  eda,  cbd,  cdb , 
dab , dba,  dac,  dca,  dbc,  deb  : 
ce  4M  fait  en  total  24  arrangemens.  Si  l’on  propose  d’arranger 
cinq  lettres  a , b,  c , d,  e,  trois  à trois,  on  verra  que  , pour 
chacune  d’elles  écrite  à la  première  place  , les  quatre  autres 
doivent  être  arrangées  deux  à deux  : or  pour  obtenir  ces  ar- 
rangemens, deux  à deux , de  quatre  lettres,  il  faut  arranger 
trois  de  ces  lettres  une  à une.,  ce  qui  donne  trois  arrangemens  , 
et  écrire  en  avant  de  chacun  , la  lettre  distraite  , ce  qui  donne 
4*3  arrangemens  de  quatre  lettres , deux  à deux , en  tète 
desquels  on  rétablit  la  lettre  distraite.  D’après  cela,  le  nombre 
total  des  arrangemens  sera  donc  5X4X3. 

173.  Lorsqu’on  veut  passer  du  produit  de  deux  lettres 
a,  b. y à la  somme  des  produits  dilférens  a à a qu’on  peut 
faire  avec  trois  lettres  a , b , c,  il  ne  faut  que  multiplier  cha- 
cune des  deux  premières  lettres,  par  la  nouvelle  lettre  intro- 
duite , et  ajouter  ces  produits  ac  , bc  au  premier  ab , ce  qui 
donne  ab  ,ac  , bc.  Pour  passer  de  ceux-ci  aux  produits  dilFé- 
rens  deux  à deux  de  quatre  lettres  , on  ajoutera  aux  produits 
deux  à deux  des  trois  premières  lettres,  qui  sont  ab  , ac , bc  , 
ceux  de  chacune  de  ces  trois  lettres  par  la  nouvelle  lettre  d , et 
on  aura  ab  , ac , bc  , ad  , bd  , cd. 

Généralement , ayant  déjà  la  somme  des  produits  deux  à deux 
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qu’on  peut  faire  avec  m — 1 lettres  , pour  avoir  la  somme  ana- 
logue pour  m lettres,  il  ne  faut  qu’ajouter  à la  première  somme 
celles  des  produits  des  m — 1 premières  lettres , par  la  nouvelle 
ou  par  la  milmt  lettre.  De  même,  pour  passer  de  la  somme  des 
produits  différens  qu’on  peut  faire  avec  trois  lettres  multipliées 
3 à 3 (et  elles  ne  peuvent  fournir  qu’un  de  ces  produits  ) à la 
somme  analogue  pour  quatre  lettres,  il  faut  à la^  première 
somme  ajouter  celle  des  produits  a à 2 des  trois  premières  lettres 
par  la  nouvelle  lettre  introduite;  et  pour  obtenir  les  produit» 
analogues  pour  cinq  lettres  , il  faut  augmenter  les  préctdens  , 
des  produits  a à a des  quatre  premières  lettres  parla  nouvelle 
lettre  introduite.  En  général  , pour  passer  des  produits  différent 
dem — îlettres,»  à n,  aux  produits  analogues  pourmlettres, 
il  faut  faire  les  produits  n — t à n — i des  m — i premières 
lettres , les  multiplier  par  la  nouvelle  lettre , et  ajouter  copro- 
duits aux  précédens. 

174.  Ce  qui  précède  sera  une  introduction  suffisante  à la 
démonstration  de  la  formule  du  binôme.  Nous  observerons 
qu’on  pourra,  si  l'on  veut,  omettre  le  problème  i°.  dont  la 
solution  est  comprise  dans  celle  du  problème  a0. , et  que  nous 
n’avons  traité  à part  que  pour  familiariser  les  élèves  avec  ce 
genre  de  considérations.  _ 

Supposons  donc  qu’on  ait  effectué  les  produits  des  fac- 
teurs binômes  (x-f-a)  (x-f-é>);  (x+a)  (x-j-Zt)  (x+c); 
(x-fa)(x  + 6)(x+c)(x  -f-  cf)  , etc. , lesquels  sont 

i° 

a® x*+  (a+ô-l-c)  xa— f-(  ab-\-ac-\-bc)x-\-abc 

3° x4-(a-f-6-f-t'-f-c/)  x,+(a6-f-ac-+-ad--f-6e-4-6d+ccf)x® 

-\-{abc-\-abd-\-acd-\-bcd')x-\-abcd. 

■ etci 

On  fera  sur  ces  produits  les  remarques  suivantes  : 

i°.  Le  plus  haut  exposant  de  x dans  un  produit , est  égal 
au  nombre  des  facteurs  binômes  multipliés , et  il  diminue  cons- 
tamment d’une  unité  en  passant  d’un  terme  à l’autre , jusqu’à 
devenir  zéro,  , 
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2°.  Lee  coefiïciens  de  xsont,  pour  le  premier  terme, l’unité  ; 
pour  le  second , la  somme  des  seconds  termes  des  binômes  ; 
pour  le  troisième  , la  somme  des  produits  différens  deux  à deux 
de  ces  seconds  termes;  pour  le  quatrième  , la  somme  des  pro- 
duits différens  trois  à trois  de  ces  termes , etc.  ; enfin,  le  dernier 
terme  est  le  produit  de  tous  les  seconds  termes  des  binômes. 

L’analogie  conduirait  à dire  que  ces  remarques  s’étendent 
au  produit  d’un  nombre  quelconque  ,de  binômes;  mais  une 
telle  induction  doit  être  écartée  (90).  Nous  allons  prouver 
que  les  lois  observées  ont  lieu , quel  que  soit  le  nombre  des 
facteurs  binômes. 

Si  on  représente  par 

xm+  P je*1  1 4-  Ça-»-»  4.  /?xm-34- 4 -Y 

le  produit  d’un  nombre  quelconque  m de  facteurs  x-( -a, 
x~\-b  1 x 4~  c , x-l-'f  1 etc. , et  qu’on  les  multiplie  par  un  nou- 
veau facteur  x4 -i,  il  viendra 


a.«-H+pJxm+Q  X+IY. 

4*  ^ • 4"  1 *4“  4 mXl 

Il  est  évident  que  , i°.  si  P est  la  somme  des  «seconds  termes 
des  facteurs  binômes  a,  b , c , d , etc. , P 4-  l sera  celle  des  m 
seconds  ternies  a,  b , c , d /;  par  conséquent  la  compo- 

sition assignée  à ce  coefficient , sera  vraie  pour  le  produit  du 
degré  «4*1  > comme  elle  l’est  pour  celui  du  degré  m. 

20.  Si  Ç)  est  la  somme  - des  produits  différens  a à 3 des  m 
seconds  termes  a , b , c , etc.,  Q-\-Pl  exprimera  la  somme 
des  produits  analogues  des  m4-  1 lettres  a,  b , c.  . .1  (170)  , 
car  P étant  la  somme  des  m premiers  seconds  termes  a , b ,c\ 
d , etc.  , Pl  sera  celle  de  leurs  produits  par  la  nouvelle  lettre 
introduite  ; donc  la  composition  assignée  sera  vraie  pour  le 
degré  m4-  1 , si  elle  l’est  pour  le  degré  m. 

3°.  Si  R est  la  somme  des  produits  différens  des  m lettres 
a,  b , c , d,  etc.  prise  3 à 3 , R-j-  Ql  sera  celle  des  produits 

analogues  des  m-|-  1 lettres  a,  b , c,  d /,  prises  aussi 

3 à 3 , puisque  Ql , d’après  ce  qui  précède  , exprime  la  somme 
des  produits  différées  des  m premières  lettres  prises  a à 2 par  U 


i 
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nouvelle  lettre  introduite , somme  à ajouter  à R pour  passer 
aux  produits  différens  de  m-+- 1 lettres  prises  55  à 3 (173).  Donc 
la  composition  assignée  sera  vraie  pour  le  degré  m+.i , si  elle 
l’est  pour  le  degré  m. 

On  voit  que  cette  manière  de  raisonner  s’étend  à tous  les 
termes , d’après  leur  mode  de  composition,  et  qu’enfin  le  der- 
nier terme  IY  sera  le  produit  des  m -f~  1 seconds  termes  des 
facteurs  binômes. 

Les  remarques  énoncées  étant  vraies  pour  le  produit  du 
quatrième  degré  , le  seront , suivant  ce  qu’on  vient  de  voir, 
pour  celui  du  cinquième,  pour  celui  du  sixième  ; et  puisqu’elles 
auront  lieu  en  passant  d’un  produit  au  suivant , elles  seront  donc 
toujours  vraies. 

En  supposant  les  m seconds  termes  des  facteurs  égaux  entre 
eux , le  produit  devient  la  puissance  m du  binôme  x -f-  a ; jl 
prend  alors  la  forme 

xm  — f—  mer""1  -J-  Aa?xm~ 3-f-, . . 

les  coefficiens  A ,B , C X,  Y représentant  les  nombres 

des  produits  différens  que  l’on  peut  former  avec  m lettres  prises 
deux  à deux , trois  à trois , quatre  à quatre  , etc. 

• La  recherche  des  coefficiens  du  développement  du  binôme 
(ar-f-  a)'"  se.  réduit  donc  à la  solution  de  cette  question  : 

Étant  données  des  lettres  en  nombre  m , di  terminer  combien 
il  peut  en  résulter  de  produits  différens  composés  de  n lettres. 

La  solution  de  cet  énoncé  est  comprise  dans  celle  des  trois 
problèmes  qui  suivent,  problèmes  dont  le  premier  n’est  qu'un 
cas  particulier  du  second  , ainsi  que  nous  l’avons  déjà  dit. 

1”.  Déterminer  combien  avec  m lettres  , on  peut  former  d' ar- 
rangement différens  m ri  ni. 

Si  l’on  avait  formé  tpus  les  arrangemens  possibles  de  m — i 
lettres  , il  faudrait , pour  obtenir  ceux  de  m lettres  , introduire 
dans  chacun  des  premiers  arrangemens,  la  nouvelle  lettre  à 
toutes  les  places  possibles  : on  pourrait  la  placer  à gauche  , 
éntre  la  première  et  la  seconde  lettre , entre  la  seconde  et  la 
troisième , etc.  , avant  et  après  la  dernière  lettre  : un  terme 

composé 


\ 
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composé  de  m — 1 lettres,  en  donnerait  donc  m composts  de 
m lettres;  ainsi  en  représentant  par  x le  nombre  des  arrange- 
rons que  donnent  m lettres,  et  par  x'  celui  dçs  arrangerons 


de  m — x lettres  , on  aura  la  relation 
, x = mx' , 

laquelle  reste  de  même  forme  pour  m — 1 , m — 2,  etc. 

lettres:  ainsi,  en  représentant  par  x",  x'" 0 les 

nombrçs  d’arrangemens  de  m — 2 , m — 3 m — (m  — 1) 

lettres , on  aura 

x'  = ( m — 1 ) x" 

x"  = ( 771  — 2 ) x* 


xCm— O = 771  — (777  — 1 ) = i : 

car  77i  — (777. — 1 ) ou  une  lettre  ne  peut  donner  qu’un  seul 
arrangement.  En  substituant  dans  x pour  x'  sa  valeur,  dans  le 
résultat  popr  x"  la  sienne  , et  ainsi  de  suite  , on  trouvera 

x=m  (m  — 1 ) ( m — 2)  (tti  — 3).  ...3.2.1. 

2°.  Etant  données  m lettres  a , b , c , d , etc. , déterminer  le 
nombre  des  arrangemens  qui  en  peuvent  résulter,  en  ne  faisant 
entrer  que  a lettres  dans  chaque  arrangement. 

Soit  y le  nombre  des  arrangemens  de  m lettres  n k n:  soit 
y1  celui  des  arrangemens  de  m — 1 lettres  prises  n — 1 à 71  — 1 : 
nous  chercherons,  comme  dans  la  question  précédente  , à faire 
dépendre  de^'.  En  plaçant  la  lettre  a en  avant  de  chacun  des 
arrangemttns  des  m — x autres  lettres  prises  n — 1 à 71  — 1 , on 
aura  tous  les  arrangemens  de  n lettres  , dans  lesquels  la  lettre  a 
occupera  la  première  place;  et  leur  nombre  sera  y';  de  même 
en  plaçant  la  lettre  b en  avant  de  chacun  des  arrangemens 
formés  avec  les  m — 1 lettres  a , c,d,  etc.  prises  aussi  n — 1 
à n — 1 , on  aura  tous  les  arrangemens  possibles  de  n lettres  , 
dans  lesquels  b occupera  la  première  place,  ce  qui  donnera  le 
même  nombre^'  d’arrangemens.  En  faisant  le  meme  raisonne- 
ment pour  chacune  des  lettres  c , d , etc.  successivement  dis- 
traites, on  obtiendrait  à chaque  fois_y'  termes  ou  arrangemens. 

S 
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Donc,  puisque  le  nombre  total  des  lettres  est  m,  on  aura  en  tout 
my'  arrangemens  , et  conséquemment  la  relation 

y — mï- 

En  représentant  par  y",  y",  etc.  les  nombres  d’arrangemen» 
de  m — 2 lettres  prises  n — s à n — 2,  de  m — 3 lettres 
prises  n — 3 à /i—  3,  etc. , on  aura  ces  autres  relations  con- 
sécutives , 

y = ( m — i ) y" 
y"  - 0-2)  y- 

y'—  O — 3)  y\ 

etc. 

En  passant  de  la  première  relation  à la  seconde  , de  celle-ci 
à la  troisième  , la  difficulté  se  réduit  continuellement  ; car  le 
nombre  total  des  lettres  à arranger  , ainsi  que  celui  des  lettres 
qui  entrent  dans  les  arrangemens  , vont  toujours  en  diminuant  ; 
mais  comme  le  nombre  n est  <C.m,  ce  nombre  n sera  réduit 
à l’unité  plutôt  que  m. , ce  qui  arrivera  lorsque  de  n lettres 
on  en  aura  retranché  n — 1 ; alors  m sera  réduit  à m — ( n — î). 
Si  donc  on  représente  par_y^'1~0  [parce  que  dans  la  notation 
employée  le  nombre  des  accens  de  y est  toujours  égal  au 
nombre  retranché  de  m 3 , le  nombre  des  arrangemens  de 
m — ( n—  î ) lettres  prises  n — (71 — i)àn — (n  — î),  ou 
une  à une , on  aura 

• y»—)- rn—  O—  1 ) , 

puisqu’alors  le  nombre  des  arrangemens  est  précisément  égal  à 
celui  des  lettres  à arranger.  Ensorte  que  * 

y ~ my'  = m (m — 1 ) y"  = m (m — î)  (m  — 2)  y* 

= m (m — 1 ) (m — 2 ) (m — 3)y1T ». 

= m (m  — 1 ) (ni  — 2)  (771—2). . .\jn — (n — OlO- 


(*)  On  peut  encore  parvenir  au  nombre  d’arrangemens  de  m lettres  prises 
n h n , en  suivant  une  marche  inverse  de  celle  du  texte  ; et , pour  nous  faire 
mieux  entendre,  nous  nous  proposerons  quatre  lettres  à arranger  deux  à deux. 
Supposons  qu’on  ait  arrange  ces  quatre  lettres  une  h une  , ce  qui  donne  évi- 
demment quatre  arrangemens  : pour  passer  au  nombre  cherche  d’arrange- 
mens , on  placera  chacune  de  ces  lettres  à droite  ou  à gauche  de  chacune  de* 
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On  peut  déduira  de  cette  formule  le  nombre  des  arrangemens 
de  m.  lettres  , en  les  faisant  entrer  toutes  dans  chaque  arrange- 
ment : il  suffit  d’y  faire  n — m,  ce  qui  donne 

* yz=x=m(m  — t ) ( m — 2)... .3.2.1. 

On  voit  donc  que  la  question  précédente  est  comprise  dans 
celle-ci  : * 

3“.  Etant  données  m lettres , trouver  le  nombre  des  produits 
. dijferens  entre  n de  ces  lettres. 

Si  ces  produits  de  n lettres  étaient  connus,  en  donnant  aux 
lettres  qui  entrent  dans  chacun  d’eux , toutes  les  dispositions 
possibles  , on  aurait  encore  tous  les  arrangemens  de  m lettres 
prises  n à n.  Puisque  chaque  produit  est  composé  de  n lettres, 
pour  un  produit  on  aurait,  d'après  ce  qui  vient  d’être  démontré, 

1-2.3 n arrangemens  : donc  si  l’on  représente  par  P 

le  nombre  de  ces  produits  différens  n à n , on  aura  l’égalité 

P Xi  .a.  3. 4. . .n=m  (m— i)(m— 2) [m — j(n— 1)]; 


trois  autres  , ce  qui  donnera,  en  total,  douze  arrangemens  de  quatre  lettres 
deux  h deux.  Généralisons,  et  supposons  qu’on  ait  h assigner  le  nombre 
des  arrangemens  de  m lettres  deux  I)  deux  ; en  les  prenant  d’abord  une  it  une. 
ce  nombre  d’arrangemens  sera  m ; en  écrivant  chacune  de  c»s  lettres  suc- 
cessivement à droite  ou  à gauche  des  m — 1 astres  , on  passera  aux  arran- 
gemens de  m lettres  deux  k deux,  dont  le  nombre  sera  m ( m — 1).  Pour 
passer  de  ceux-ci  aux  arrangemens  de  m lettres  trois  à trois  , ou  écrira  cha- 
cun drs  m (m  — 1 ) arrangemens  de  deux  lettres,  !t  droite  ou  h gauche  des 
nt — 2 autres  lettres  restantes  , et  on  aura  ceux  de  trois  lettres  qui  seront  eu 
nombre  m (m  — l)  (m — a).  Pour  avoir  ceux  <lc  m lettres  quatre  A quatre  : 
on  écrira  encore  chacun  de  ces  derniers  arrangemens  successivement  à 
droite  ou  à gauche  des  m — 3 autres  lettres  restantes  . ce  qui  donnera  en 
total  m(m  — 1)  ( m — a ) (m  — 3)  arrangemens  de  m lettres  prises  quatre 
à quatre,  et  ainsi  de  suite.  Ori  aperçoit  aisément  que  le  nombre  de  ceux  qu’on  ' 
peut  former  arec  m lettres  prises  n à n , est 

A (m,n)=sm(m—  1 ) (m  — a)(m  — 3) [m  — (n  — 1 )]  , 

en  notant  par  A{m  , n ) ce  nombre  cherché  d’arrangemens , et  observant  que 
le  dernier  facteur  est  toujours  m,  moins  le  nombre  des  lettres  qu’on  arrange, 
diminué  d’une  unité.  On  pourra  substituer  ces  considérations , si  on  les  trouve 
pins  simples  , à celles  sur  lesquelles  on  s’est  appuyé  dans  le  texte  pour  ré- 
soudre le  problème  as. 
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d’où  l’on  tire  cette  expression  de  P qui  est  ici  l’inconnue  de  1« 
question, 

m (m — i ) (m — a) Çm—Q— Q] 

î .2.3.4- ••  •'* 

Tous  les  cas  particuliers  se  déduisent  facilement  de  cette 
formule,  en  observant,  i°.  que,  pour  les  valeurs  particulières 
n — i,=a,=3....=  n»,  le  coefficient  général  P devient 
successivement  celui  du  2',  du  3',  du  4e>  du  ( m -f-  î )‘/mt  ternie 
du  développement  -,  2°.  que  son  numérateur  doit  être  limité 
par  les  valeurs  du  dernier  facteur  m — (n — i ),  correspon- 
dantes à celles  qu’on  donne  à n -,  3°.  que  son  dénominateur  doit 
être  terminé  par  ces  valeurs  de  n.  Ainsi  pour  n — î , le  coeffi- 
cient général  devient  m , c’est  celui  du  second  terme  j pour 
m ( m, — î ) 


7i  = a,  il  se  change  en 


x.2 


■ , c’est  celui  du  troisième 


ternie  , et  ainsi  de  suite.  Enfin,  pour  n = m , P devient 
= i qui  est  le  coefficient  du  dernier  terme , ou  du  terme  de 
rang  m+i,  nombre  qui  indique  celui  des  termes  de  la  formule. 
175.  On  a donc 

( x -J- a = xm  -f-  maxm~'  -4-  — — a*xm~% 

v J 1 1.2 


m(m-')(m_-2)o3jW— 3 
*.2.3 


. -f-  a" 


développement  qui  s’arrête  de  lui-même  pour  m nombre  entier 
et  positif,  et  qui  se  change  dan.s  les  developpemens  particuliers 
de  (jr-f-a)1,  (x-f-a)3,  etc.  , en  y faisant  m—2  , m= 3,  etc.  Mais 
cette  formule  générale  peut  être  représentée  par  ce  seul  terme 


m (m — 1 )(m — 2 )(m- — 3) [m  — (n — i)] 


anx 


1 .2.3.4 n 

/ * 

qu’on  nomme  terme  général,  parce  qu’il  devient  le  2%  le  3e, 
le  4',  etc.,  en  y faisant  n=  1 , =2,  = 3,  etc.  Considérons 
maintenant  le  terme  suivant  qui  est 

m(m — i)(m — 2)(m — 3). . .[/n — (n — 03(m“n) 

1 .2.3.4-  • • n.(n  + 1) 
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en  le  divisant  par  le  précédent,  on  obtiendra  le  rapport  entre 
deux  termes  consécutifs  de  la  formule  , rapport  exprimé  par 

771  - n- . ^ -}  et  qui  indique  de  quelle  manière  chaque  terme  se 
déduit  du  précédent. 

176.  Ce  rapport  nous  servfra  encore  à prouver  que  les  coefficiens 
numériques  vont  en  augmentant  depuis  le  premier  terme  jusqu’à 
celui  du  milieu  inclusivement,  si  m est  impair,  ou  dans  les 

™ premiers  termes , si  m est  pair,  pour  décroître  ensuite.  La 


question  se  réduit  évidemment  à chercher  la  plus  grande  de* 
valeurs  de  n , pour  lesquelles  on  a 
m — n . 


7t+  1 


> 1 > 


puisque,  pour  toutes  cès  valeurs,  le  terme  suivant  surpasse  tou- 
jours le  précédent.  Or,  de  cette  inégalité  on  déduit,  après 
avoir  multiplié  par  n + 1 et  ajouté  n , 


Or  Tri  étant  un  nombre  impair,  comme  g , auquel  cas  la  formule 
a dix  termes , on  a n : plus  grande  valeurà  donner  à n 

serait  donc  3 , ce  qui  indique  le  quatrième  coefficient  ; donc  le 
plus  grand  serait  le  cinquième.  Pour  m nombre  pair  tel  que  8 , 
on  aurait  n<£ou  n — 3,  et  alors  le  plus  grand  coefficient 
serait  encore  le  cinquième  ou  celui  du  terme  du  milieu. 

177.  Il  nous  reste  à démontrer  que  , dans  le  développement 
de  deux  termes  également  distans  des  termes  ex- 

trêmes , ont  même  coefficient  numérique.  Prenons  en  effet  le 
terme  qui  a pour  coefficient  numérique 

m (771 — 1 ) ( m — a). . .[[m  — (n — 1 _ 

. • i.a.3...: n ’ 

ce  terme  sera  le  (774-1  )Wm',  à partir  du  premier  inclusivement, 
c’est-à-dire  qu’il  y aura  n intervalles  entre  le  premier  et  celui 
qu’on  considère  ; le  nombre  total  des  ternies  étant  m -f-  1, 
puisque  l’exposant  du  binôme  est  m , le  tenue  placé  à n inter- 


* 
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vailes  du  dernier,  et  conséquemment  km — n intervalles  du 

premier,  aura  pour  coefficient  numérique 

/ 

m(m — 1)  (m — a).  [m. — (m — n — 1)3 

1 . a . 3 (m — n) 

m (m  — t ) ( m — 2).» ( » 4-0 

1 .2.3 .(/Tl Tl)  ' 

en  observant  que  le  nombre  des  intervalles  , diminué  d’une  • 
unité  , est  ce  qu’il  faut  retrancher  de  m dans  le  dernier  facteur 
du  numérateur  , et  que  le  dernier  facteur  du  dénominateur  est 
ce  nombre  même  d’intervalles.  Il  s’agit  donc  de  démontrer 
qu’on  doit  avoir  cette  identité, 

m(m — i)(m — a)...[/n — ( n — 1)] m (m — i)(m — a)...(n-|-i) 

i.a.3..  — .....  n 1.2.3 (jn — n)  ' 

ou,  après  avoir  fait  disparaître  les  dénominateurs, 

1 .2.3 (m- — n ) m (m — i)(m — 2) [m  — (n — OD 

= 1 .2.3. . . ‘ .n.m  ( m — i)(m— 2) (n-f-i)* 

Or  le  premier  membre  est  le  produit  de  la  suite  des  nombres 
naturels  depuis  m jusqu’à  m — (n — i),  multiplié  par  la  suite 
des  nombres  naturels , depuis  m — «jusqu’à  1 , ou  le  produit  de 
tous  les  nombres  naturels  depuis  1 jusqu’à  m inclusivement  ; 
le  second  membre  offie  également  le  produit  des  nombres 
depuis  1 jusqu’à  n,  par  celui  des  nombres  depuis  n-f-i  jusqu’à  m. 
Donc,  etc. 

On  serait  parvenu  plus  brièvement  à cette  couclusion  , en 
observant  que  la  formule  , 

m (m — 1 )(m — a) [m  — (n — 1)] 

1.2.3 n 

peut  être  mise  sous  la  forme  • ’ 

i.a.3 • m 

1 .2.3.  ...nX)  .2.3 — .(m — n)  * 
en  multipliant  les  deuxtermes  de  la  première  par  i .2. 3. ..(ni — n), 
et , sous  cette  forme , on  voit  qu’elle  restera  la  meme  , si  n qui 
exprime  le  nombre  des  intervalles  entre  le  premier  terme  et 
celui  que  l’on  considère,  se  change  en  m— »,  substitution  pour 
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laquelle  ce  coefficient  se  rapporte  au  terme  à m — n intervalles 
du  premier,  et  conséquemment  à n intervalles  du  dernier. 

Autrement  encore,  on  remarquera  qu’on  peut  du  troisième 
terme,  par  exemple  , lequel  compte  le  nombre  des  produits 
différens  de  m lettres  prises  deux  à deux  , déduire  celui  de 
l'antépénultième  qui  compte  le  nombre  des  produits  difTé.iens 
deux  à deux  de  m — a lettres  , en  divisant  le  produit  des  m, 
lettres  par  chacun  des  produits  2 à 2 de  ces  m lettres;  d’où  il 
s’ensuit  que  le  nombre  des  produits  de  m lettres  2 à 2 , est  le 
même  que  celui  de  m lettres  m — 2 à m — 2:  on  prouvera  de 
la  meme  manière  que  les  nombres  de  produits  de  m lettres 
3 à 3 et  de  m lettres  m — 3 à m — 3,  de  m lettres  4 à 4 et 
de  m lettres  m — /[km — 4>  etc., sont  les  mêmes.  Donc,  etc. 

178.  Le  terme  général  des  coelRciens  , savoir  : 


m(m  — i)(  m — 2) [m — (n — 1)] 

i.a.3 n 


est  essentiellement  «n  nombre  entier  , propriété  qui  résulte  de 
sa  signification,  et  qu’on  peut  démontrer  ainsi  qu’il  suit.  Tous 
les  nombres  pris  à compter  de  zéro  inclusivement,  de  deux 
en  deux,  sont  exactement  divisibles  par  deux  ; de  trois  en  trois, 
sont  divisibles  par  trois;  de  quatre  en  quatre  , le  sont  par 
quatre  , et  ainsi  de  suite.  Conséquemment  le  nombre  1 2 , par 
exemple , qui  se  trouve  en  même  temps  parmi  les  nombres 
de  2 en  2 , de  3 en  3 , de  4 en  4 » a Pour  diviseurs  2,3, 
4,  2X3,  3X4-  Le  nombre  14  qui  est  l'un  des  nombres  de  2 en  2 
et  de  7 en  7 , est  divisible  par  2 , par  7 et  par  2 X7.  Or  qu’on 
prenne  , quelque  part  que  ce  soit  dans  la  suite  des  nombres 
naturels,  cinq  nombres  consécutifs , par  exemple,  17,  16,  i5  , 
14,  1 3 , je  dis  que  le  produit  17.16.  i5.  i4- >3  sera  exacte- 
ment divisible  par  1 .2. 3. 4 -5.  En  effet , l’un  des  facteurs  du 
premier  produit  sera  nécessairement  de  la  série  des  nombres 
pris  de  2 en  2 , un  autre  sera  de  celle  des  nombres  de  3 en  3 , 
un  autre  de  celle  des  nombres  de  4 en  4»  et  enGu  un  autre  de  la 
série  des  nombres  de  5 en  5.  Un  même  facteur  peut , comme 
nous  l’avons  déjà  observé,  faire  partie  de  plusieurs  séries.  Donc 


l36  • i L É M E N S 

- * 

le  produit  i .a. 3. 4-5  sera  facteur  du  numérateur,  et  le  quo- 
tient sera  un  nombre  entier.  Ce  raisonnement  appliqué  au  terme 
général,  démontre  la  proposition  énoncée. 

179.  Si  dans  le  développement 


(.r+a)m  = 1 -f- 

+ üi 


m(m — t '(in — s)  , 

ï i>  

1.9.3 


m ( m — 1 ") 
a\*" 

1 .9 

<z1cln— 3 -j-  etc.  , 


on  fait  a — x=  1 , 011  trouvera,  en  observant  que  toutes 
les  puissances  de  l’unité  sont  l’unité , 


(a)m  = 1 + m -+ 


m (m  — 1 ) m ( m — 1 ) (m — 3) 


i.a  , 1 1.2.3 

c’est-à-dire  que  la  somme  des  coejjiciens  du  binôme  élevé  à 
une  puissance  entière  et  positive  , est  constamment  égale  à la 
meme  puissance  du  nombre,  a. 

Or  nous  avons  trouvé  (174)  que  les  nombres  des  produits 
difFérens  2à2,3à3,4à4-.*.,làii  qu’on  pouvait  former  avec 
m lettres,  étaient  exprimés  par 

m (m — 1 ) m ( m — i)(m — 2) 

1 .2  ’ 1.273  

m (m  — 1)  (m  — n) [m  — (n — i)~| 

1.2.3 n ’ 


donc  la  somme  de  tous  les  produits  dilFérens  que  l’on  peut 

former  avec  m lettres  prises  2à2,3à3,4à4 m à m , e st 

m(m— 1)  , m(m  - i)(m — 3)  , m(m-i)(m-2')(m-3) 

1.2  1.2.3  "l  7777374 

mais  d’une  autre  part,  nous  avons  la  propriété 


(a)n  = «.  + "*  + 

d’où  l’on  tire 


m.  (m — 1)  m (m — 1 ) (m—  2) 


1 .2 


1 .2.3 


+ -h; 


(a)” — ( m 4-  1 ) — — Cm~~'  ) —L.  m (W— Q(m— ii) 

1.2  1.2.3  ~ ~ * 

Ainsi  avec  un  seul  nombre,  et  alors  m—  1,  on  peut  former 
a 1 1 , ou  zéro  produit  ; avec  deux  nombres  , et  alors 

m=2  , on  peut  en  former  — 2 — 1 ; avec  trois  nombres  qui 
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donnent  m = 3 , on  a a3  — i — 3=4  produits  ; avec  quatre 
nombres , on  peut  en  former  1 1 , et  ainsi  de  suite. 

Si  donc  et,  G,  y,  £ sont  les  diviseurs  nombres  premiers 
d’un  nombre  N , A’ admettra  onze  diviseurs  composés  qui  se- 
ront ttC , ecy,  c;<}' , Gy,  GS ',  y S , a.Gy,  a.Gê,  ctyS1 , Gy£  ,*Gy$ , les 
mêmes  que  ceux  qu’on  obtiendrait  par  le  procédé  (n5).  Ainsi 
la  formule  trouvée  est  propre  à donner  le  nombre  des  diviseurs 
composés  d’un  nombre , lorsqu’on  connaît  le  nombre  de  ses 
diviseurs  premiers. 

1 80.  Nous  observerons  en  passant , à l’égard  des  arrangemens 
de  six  lettres  telles  que  les  suivantes,  aaabbc,  dont  le  nombre 
est  (161)  1 X 2 X3  X 4X  5 X 6,  que  si  on  ne  veut  retenir  que 
ceux  qui  sont  différens,  ou  qui  ne  sont  pas  semblables,  il  faut 
diviser  le  produit  ci-dessus  par  le  nombre  1X2X0  des  arran- 
gemens des  trois  lettres  aita , multiplié  parle  nombre  1 X 2 des  « 
arrangemens  des  deux  lettres  bb,  ensorte  qu’il  restera 

.■  * 1. a. 3. 4-5. 6 4-5-6  c < 

— = 60 

1 .a. 3. 1 .2  1.2 

pour  le  nombre  des  arrangemens  dissemblables. 

181 . Les  principes  posés  précédemment  ont  des  applications 
nombreuses  et  fort  intéressantes,  surtout  dans  le  calcul  des  pro- 
babilités. Nous  les  appliquerons  à la  solution  de  deux  questions. 

1°.  Six  personnes  doivent  se  placer  autour  d' une  table , et 
les  places  doivent  être  tirées  au  sort  ; deux  amis  qui  font  partie 
des  convives  désireraient  être  à cote  l'un  de  l’autre  : combien  y 
a-t-il  de  chances  pour,  et  combien  y en  a-t-il  contre  ? 

Six  personnes  peuvent  être  arrangées  de  1 X 2 X3  X4  X5x  6, 
ou  de  720  manières  différentes.  Cela  posé  , désignons  l’un  des 
deux  amis  par  A , et  l’autre  par/?;  en  supposant  A à la  droite 
de  B , si  l’on  considère  ces  deux  personnes  comme  n’en  fai- 
sant qu’une  , les  six  convives  se  réduiront  à cinq  , et  admettront 
1 Xax5x4x5,  ou  120  arrangemens  différens)  et  dans 
toutes  ces  dispositions,  les  deux  amis  resteront  toujours  voisins; 
si  l’on  suppose  ensuite  A à la  gauche  de  B , il  y aura  120  autres 
arrangemens  dans  lesquels  les  deux  mêmes  convives  conserve- 
•ont.leur  Position  respective.  La  question  serait  résolue  si  les 
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six  personnes  étaient  sur  une  même  ligne  : mais  A étant  à une 
des  extrémités,  et  B à l’autre,  si  les  deux  extrémités  se  réu- 
nissent , ainsi  qu’il  arrive  à table  , les  deux  amis  seront  encore 
voisins  ; et , sans  changer  cette  disposition  , les  quatre  autres 
personnes  pourront  s’arranger  de  iXax3x4—  a4  ma_ 
nières  différentes.  Et  comme  il  en  sera  de  même  en  supposant 
B !:  la  place  de  A , et  réciproquement , aux  extrémités  de  la 
ligne  droite  , on  aura  encore  24  dispositions  favorables  aux 
deux  amis.  Les  chances  pour  seront  donc  au  nombre  de 
120  + 1 20  -f-  24  + a4  — 288  , et  les  chances  contre  , au 
nombre  de  720  — 288  = 422.  Il  y aura  donc  à parier  42a 
contre  288  , ou  1 \ contre  1 que  les  amis  seront  séparés. 

2°.  On  ‘demande  les  rapports  entre  les  nombres  d'extraits  , ‘ 
d'arnbcs  , de  ternes  , de  quaterr.es  et  de  quines  que  peuvent 
donner  cinq  numéros  sortons  , et  ceux  qu’on  peut  faire  avec 
les, 90  numéros  de  la  loterie. 

Désignons  par  E,  A , T,  Q et  q les  nombres  d’extraits, 

ambes quines  qu’on  peut  faire  avec  cinq  numéros;  et 

par  E't  Â , 7V,  (f  et  q'  ceux  qu’on  peut  faire  avec  go  nu- 
méros. En  observant  que  les  ambes,  ternes quines  qu’on 

peut  faire  soit  avec  5 , soit  avec  go  numéros  sont  en  même 
nombre  que.  les  produits  différens  sàa,3à3,4  M> 
5 à 5 qu’on  peut  faire  avec  5 ou  avec  go  lettres , on  aura 
E = 5 
5.4 


A = 


90  O 

90 . 89 


E'- 

A': 

T,__  90-89.88  . 

2 . 5 

,v_  90.89.88.87 

v“  2.3.4 


Donc 


2. 3- 4-0 

9 - 2 

E : E!  : 

1 : 18 

a : A’  : 

1 : 4oo>5 

T : T : 

r : 11748 

Q : Q'  : 

1 : 5no38 

<1  : <?'  : 

1 ; 43949268 

igitteed  Ipy  Google 


b’alcébrf.'  , i3g 

Pour  un  extrait  gagnant,  on  reçoit  i5  fois  la  mise; 


un  ambe,  . . 
un  terne  . . . 
un  quaterne 
un  quine . . . 


270 
55oo 
75ooo 
1000c 00. 


183.  On  peut  encore  présenter  la  formule  du  binôme  sous 
une  forme  très-simple , en  partant  de  ce  développement 

(P+PQ)m  = Pn+  mPm  Q + ) Pm  Q*  . 

+ m(m-Wpr-i!)p.Qi+et  c. 

Maintenant  si  on  désigne  par  A le  premier  terme , le  second 
sera  mAQ ; si  celai-ci  est  représenté  par  B , le  troisième  sera 

TTL  1 _ _ • « ■ f 1 , , Ï71—  3 — , — 

D ()  • celui-ci  étant  C , le  quatrième  sera  — = — C\)  , et 

3 j»  o 

ainsi  de  suite  ; ensorte  qu’on  aura 


+ —7—  DQ  -f-  etc. 

» ' 

Soit , pour  application  de  cette  formule  , ( aa  -f-  3z)*  ; en 
comparant  cette  puissance  avec  la  formule  (P-f-PQ)"1,  on 
trouvera  que  leur  identité  suppose 

m = 4 j-  P— 2a.  PO  = 3z;  d’où  ()  = — ; 

v 3 a 

faisant  ces  substitutions  dans  le  développement  général , il  se 
changera  dans  celui  de  (an  -J-  3z  )*,  c’est-à-dire  que 


(aa4-3z)t=  16a* -f- gSa^z-f-  aiGa’z1  -f-  aidai?  -j-8iz*. 

18 j.  Nous  déduirons  encore  de  la  formule  générale  du 
binôme  , cette  proposition  déjà  démontrée  (note,  117),  savoir  : 
xm  — am  est  exactement  divisible  par  x — a , m désignant  un 
nombre  entier  positif.  Et»  effet,  qu’on  pose 

x — a = z , d’où  x = z-f-a. 
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on  obtiendra , en  élevajjt  ces  deux  membres  à la  puissance  m , 

xm  =(s-|-  a)mp=  zm  -f-  mazm~' ™ a*zm~ 1 -f- 

1 . 2 

-f-  mam~‘z  + nm; 

d’où  l’on  déduit , en  retranchant  de  part  et  d’autre  am,  seul 
terme  du  développement  qui  n’est  pas  multiplié  par  z, 

xm  — am  = zm  + mazm~ 1 -f-  m a‘zn'~' *+ . . . -|-tnam-lz  ; 

1 .2 

et  détachant  en  facteur  commun  du  développement  z ou  x — a 
qui  en  multiplie  tous  les  termes  , il  viendra 

xm — am=  (x — a)  £(x — a)m~ '-f-  nia  (x — a)m— *. . ‘J  , 

et  comme  ce  développement  de  x*  — am  a pour  facteur 
x — a , la  propqsition  est  démontrée  pour  tout  nombre  m 
entier  et  positif. 

Que  l’on  divise  de  part  et  d’autre  par  x — a , et  il  viendra 

n» 

— — - = (x — a)"1-1  -f-  ma  (x — a)“~* 
x — a v 

+ — a5  (x-  a)ra-3+ . . . 

Qu’on  suppose  maintenant  x = a , ce  qui  est  permis  , 
puisque  x est  un  nombre  quelconque  ainsi  que  a,  on  trouvera 


en  observant  que,  pour  cette  hypothèse,  tous  les  termes  du 
quotient  s’évanouissent,  à l’exception  du  dernier  Ainsi 

la  fraction  non  développée  qui  se  produit  sous  la  forme  f , 
a cependant  une  valeur  vraie  Nous  avons  déjà  ren- 

contré (67,77)  un  tel  résultat  qui  se  présentera  assez  sonvent 
par  la  suite;  il  sera  l'objet  d’une  théorie  particulière  exposée 
( chap.  22). 

i&f.  Nous  étendrons  (chap.  ai)  la  formule  du  binôme  à 
l’exposant  entier  négatif,  aux  exposdns  fractionnaires  positif , 
négatif,  et  même  à l’exposant  incommensurable. 


CHAPITRE  XIII. 


Des  propriétés  de  T èqui-différence  , de  V êqui-quotieut, 
et  de  La  suite  de  rapports  égaux. 

1 85.  Connaissant  trois  grandeurs  ou  trois  nombres  a,  b, 
et  c,  on  veut  trouver  une  quatrième  grandeur  ou  un  qua- 
trième nombre  x , d'après  F une  et  l’autre  de  ces  conditions  ; 
1°.  que  la  différence  ehtre  c et  x soit  la  même  que  la  diffé- 
rence entre  a et  b ; 2°.  que  a contienne  b autant  de  fois  que  c 
contient  x. 

Ces  deuXj  énoncés  se  traduisent  dans  les  égalités 


qu’on  note  encore  assez  souvent  de  cette  manière 
a.  b : c.x  ; a b c l x. 

Ces  traductions  sont  nommées  proportions  arithmétique  et  géo- 
métrique. La  dénomination  à'équi-dfférence  est  préférable  à 
celle  de  proportion  arithmétique , parce  qu’elle  énonce  correc- 
tement cette  relation  entre  les  quantités 
a — b — c — d , 

tandis  que  l’autre  dénomination  ne  rappelle  rien  ; la  notation 
correspondante 

a. b : c.d 

a le  double  inconvénient  d’exiger  , i°.  les  deux  points  : qui  sont 
souvent  employés  à indiquer  la  division  de  deux  quantités  , 
lorsqu ’ici  ils  tiennent  lieu  du  signe  =,  ce  qui  fait  double  em- 
ploi et  ambiguité  ; 2*.  le  point  entre  deux  lettres  pour  indiquer 
leur  différence  , lorsqu’il  est  souvent  employé  à désigner  une 


c 
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multiplication.  Des  raisons  analogues  ont  déterminé  à changer 
la  dénomination  de  proportion  géométrique  en  celle  d'équi- 
quotient , et  de  substituer  le  signe  = aux  quatre  points  qui 
séparent  les  rapports  ou  les  quotiens  égaux  : cependant  comme 
les  notations  et  dénominations  anciennes  sont  toujours  usitées 
dans  la  Géométrie,  nous  nous  en  servirons  pour  écrire  et  énon- 
cer les  propriétés  que  nous  aurons  découvertes  en  employant 
l'algorithme  plus  commode  de  l’égalité. 

1 86.  Nous  observerons  que  les  propriétés  de  l’équi-difFérence 
sont  autant  de  conséquences  de  ce  principe  déjà  posé  (i3,  64)  : 
qu’on  peut , sans  altérer  une  égalité , opérer  de  la  même  manière 
sur  l’un  et  sur  [autre  membre. 

Ainsi  toute  opération  par  *voie  d’addition,  de  soustraction, 
de  multiplication  et  de  division,  faite  sur  l’un  et  l’autre  membre 
de  l’égalité  a — b — c — d , donnera  une  nouvelle  propriété 
de  la  proportion  arithmétique.  Parmi  celles  de  la  proportion 
géométrique,  nous  ne  ferons  connaître  que  les  plus  usitées. 

187.  Reprenons  l’égalité  entre  deux  quotiens  ^ ^ > qui 

correspond  à la  proportion 

a : b ::c  : d 

si  on  multiplie  de  part  et  d’autre  par  le  produit  bd  des  déno- 
minateurs, on  aura 

ad  — cb. 

Donc  , dans  toute  proportion  géométrique , le  produit  ad  des 
termes  extrêmes  , est  égal  à celui  bc  des  termes  moyens. 

Réciproquement  , qu’on  ait 

a . . c 

b>  ou  <3* 

et  alors  il  n’y  a pas  proportion  (i85)  , puisque  l’un  des  quotiens 
est  plus  grand  ou  plus  petit  que  l’autre  ; en  multipliant  par  db , 
le  plus  grand  produit  sera  donné  par  le  plus  grand  quotient , et 
vice  versa  ; ensorte  qu’on  aura 

ad  >•  ou  bc  , . 

c’est-à-dire , le  produit  des  extrêmes  plus  grand  ou  plus  petit 


S 
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C a°.  par  de  ; . 


on  aura^ 
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que  celui  des  moyens.  L’égalité  de  ces  produits  suppose  donc 
proportion  entre  les  quatre  nombres  a,  b,  c et  d.  . 

188.  Si  l’on  part  de  l’égalité 

ad  — bc  , 

laquelle  correspond  à une  proportion , et  qu’on  en  divise  le* 
deux  membres 

œ_ç  "J  (a  : b ::  c : d /j 

5 d’\  et  les  16  : a ::  : C,| 

a _ b 1 proportions!  a : c b 

d' J (c  : a ::  d:  b,\ 

On  voit  donc,  i°.  que  quatre 'nombres , tels  que  le  produit 
de  deux  d'entre  eux  soit  égal  au  produit  des  deux  autres , 
sont  propres  à former  différentes  proportions  qui  ont  lieu  en 
même  temps  ; a0,  qu'on  peut,  sans  altérer  une  proportion  , 
changer  Jps moyens  déplacé  , conclusion  qui  résulte  de  la  troi- 
sième proportion  rapprochée  de  la  première;  3°  qu’on  peut 
écrire  les  conséquens  en  place  des  antccédens  , et  réciproques 
ment , ainsi  que  le  montrent  les  seconde  et  quatrième  propor- 
tions rapprochées  de  la  première  et  de  la  troisième.  On  voit 
quel  avantage  ces  considérations  ont  sur  celles  qu’on  emploie 
en  arithmétique. 

189.  Nous  n’avons  pris  pour  diviseurs  des  deux  membres 
de  l’égalité  ad—bc,  que  deux  des  six  produits  deux  à deux 
qu’on  peut  faire  avec  les  quatre  lettres  a,  b , c et  d -,  il  reste- 
rait donc  encore  à diviser  par  les  produits  ab  , ac , ad  , bc , ce 
qui  fournirait  autant  de  propriétés  de  la  proportion  , que  nous 
nous  dispenserons  de  consigner  ici. 

p CL  C 

iç)O.De  l’équi-quotient  ^ ^ . on  déduit  les  égalités  sui- 

vantes : 

ma pc  _ ma me 

mb  pd  ’ pb  pd ’ , 

m , n , p , q étant  des  nombres  entiers  ou  fractionnaires  : elles 
donnent  ces  proportions 

ma  : mb  :;.pc  : pd ; ma  : pb  ” me  : pd, 
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lesquelles  , suivant  les  valeurs  numériques  qu’on  attribue  à 
m,  n,  p et  q , fournissent  des  propriétés  différentes  de  la 
proportion  a \ b ;;  c d : on  en  obtiendrait  d’autres  en  fai- 
sant subir  aux  quatre  termes  de  ces  deux  proportions , les 
changemens  de  place  qui  n’altèrent  pas  la  proportion. 

îgi.  L’égalité  ^ ^ élevée  à la  puissance  m entière  ou 

fractionnaire  , donne  encore  une  égalité  qui  fournit  la  pro- 
portion 

* am  : b*  ::  c"  : dm. 

■ 19a.  Enfin  les  égalités 


a 

Z 


c 


a : b 


: d 


f — - I qui  correspondent  J f ‘ g y.  h',  k 
& ^ j aux  proportions  ' J y 

m p 1 ' 

etc.  J ^ etc. 

multipliées  l’une  par  l’autre  , donnent  les  produits  égaux 
afl  etc.  chn  etc. 

bgm  etc.  dkp  etc. 1 

et  la  proportion 

afl  etc.  : bgm  etc.  chn  etc.  ; dhpetc. , 
qui  rapprochée  des  précédentes  , fournit  cette  conclusion  : 
si  l’on  multiplie  autant  qu'on  voudra  de  proportions  par  ordre. , 
ou  terme  à terme  , les  produits  rdsultans  seront  en  proportion. 
ig3.  On  a toujours  en  même  temps  les  deux  égalités 


a cl 

b~d  f 

, , d’où 


- d;  1 = - *+■  1 
b d~ 


b , d 
- ±:  1 = 
a c 


b __  d 

a c 

réduisant  l’unité  aux  dénominateurs  b , d,  a , c , on  trouve 
a ± b cziz  d b ±a  d ± c 
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1°,  La  première  de  ces  égalités  donne 

a±b  b , 

c±zd  ci  * # 

d’où  on  conclut 

a-\-b  a — b a-\-b  c d 

— - i zxz ^ , ou  — —r  t=  — ■ — -, , 

c + n c — et  a — b c — a 

et  conséquemment,  cette  proportion  fort  usitée 

a-J-  i : a — i " c <2  : c — <2. 

2°.  La  seconde  revient  à celle-ci 

a±.  b c d:  d ,,  , a dz  b a 

d ou  — : — , =s  - : 

c 


. 


~H~  “ ~~T^  ’#  c dzd' 

laquelle  rapprochée  de  la  précédente  , donne 
b ± 4 ; a on  b • di  d c ou  d. 

• 

La  proportion  a : b y.  c l d jouit  donc  encore  de  ces  deux 
propriétés  : 1 la  somme  des  deux  termes  du  premier  rapport 
est  à leur  différence  , comme  la  somme  des  deux  termes  du 
second  rapport  est  à la  différence  des  mêmes  termes  ; 2“.  la 
somme  ou  la  différence  des  deux  termes  du  premier  rapport 
est  à [ antécédent  ou  au  conséquent  de  ce  rapport,  comme  la 
somme  ou  la  différence  des  deux  termes  du  second  rapport 
est  à l’antécédent  ou  au  conséquent  de  ce  rapport. 

194.  En  supposant  toujours  g = ^ , on  a en  même  temps 


ma 

nb 


me 
nd  * 


pa  = ip£  , 

qb  qd * 

d’où  résultent , d’après  la  propriété  20. , ces  deux  proportions 

ma  ± nb  : ma  ou  nb  ::  me  rt:  nd  ; me  ou  nd  ; , 

padzqb  : pa  ou  qb  y.  pc  dt  qd  ; pc  ou  qd  : 

si  l’on  change  les  moyens  de  place,  on  obtient  les  deux  suivantes  ; 

ma  ±1  nb  me  ±nd  “ ma  on  nb  t me  ou  nd , 

pa±zqb  î pc  i^qdy,  pa  ou  qb-’,  pc  ou  qd. 

10 
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Or  ces  deux  proportions  ont  le  dernier  rapport  commun , puis- 

ma  nb  pa  qb  . . , 

que  — ou  ^='— ou^;  donc  les  deux  premiers  rapports 

seront  égaux  et  donneront 

ma  dt  nb  ",pà±qb  II  mc±nd\  pcdizqd. . , . .(i). 

_ , , ma  mb  pa  pb  . . , ,, 

Des  égalités  — = —7  ; — = — , qui  dérivent  de  oelle-ci 

° ne  nd  qc  qd  ^ 

^ ^ , laquelle  a lieu  en  même  temps  que  ^ ^ , on 

déduit  de  la  même  manière 


ma  ± ne  pa±.  qc  y.  mb  ± ^id  pb  db  qd. , . .(a). 

Ces  deux  proportions  sont  des  formules  générales  de  change— 
mens  ou  de  transformations  qu’on  peut  faire  subir  aux  quatre 
termes  de  la  proportion  a’,  b y.  c'.d. 

Qu’on  suppose  m=n=p=q=i  dans  les  proportions  ( 1 ) 
et  (a)  , on  aura,  en  prenant  les  antécédens  avec  les  signes 
supérieurs  et  les  conséquens  avec  les  signes  inférieurs , 
a -f-  b : a — b ::  c -f-d’.  c — d , 
a c l a — c::  b -f-  d‘.  b — d , 
propriétés  usitées.  Dans  les  hypothèses  m — n~=  1 , q = o , 
p — b , les  mêmes  proportions  deviennent 

a±zb  : ha  y.  c ±d  J bc, 
a±z  c ba  y.  b ±.  d bb , 

et  celles-ci  ont  lieu  en  effet,  puisque,  pour  chacune  d’elles, 
le  produit  des  termes  extrêmes,  est  égal  a celui  des  moyens , eu 
observant  d’ailleurs  qu’on  a ad  = bc. 


iq5.  Enfin,  supposons  cette  suite  d’égalités  entre  des  rap- 
ports 

* aces 

' b~d—f^h  — etC” 


qu’on  nomme  suites  de  rapports  égaux , et  qu’on  note  commu- 
nément de  cette  manière 

aib::c:d::e;f::s:h::etQ. 


f 
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Ces  fractions  étant  toutes  égales , on  a nécessairement 
aces 

b~q>  d~q>  f~~q’  h~~q,etC,} 

d’où  résultent  ces  égalités 

a—bq,  c — dq,  e —fq  , g = hq,  etc. , 
dont  la  somme  est 

a+c  + e-f-g-fetc.  = ( b + d+f+  h -f  etc.)  q ; 
on  déduit  de  là 

a+c+e+g-f-etc.  a er-f-c  _a-fc-f-e 

k+d+f+h+eiz^i  ~b~b+2~  ~ etc-  * 

et  cette  propriété  : dans  toute  suite  de  rapports  égaux,  la  somma 
de  tous  les  antécédens  a , c,  e , g , etc.  est  à celle  de  tous  les 
conséquens  b , d , f , h , etc. , comme  un  antécédent  a est  à son 
conséquent  b , ou  comme  une  somme  d’antëcédens  est  à pareille 
somme  de  conséquens  correspondons. 

19S.  On  aura  sans  doute  remarqué  qu’on  est  parvenu  à toutes 
ces  propriétés  de  la  proportion  géométrique,  en  combinant  celles 
des  fractions  avec  les  propriétés  de  l’égalité  : cette  marche 
remplace  avantageusement  tous  les  raisonnemens  qu’on  est 
obligé  de  faire  lorsqu’on  veut  conserver  l’ancienne  notation  , 
ou  traiter  cette  théorie  dans  l’Arithmétique  j ce  qu’il  est  néan- 
moins convenable  de  faire  , d’une  part  pour  exercer  de  bonne 
heure  la  logique  des  élèves  qui  ne  s’accoutument  que  trop  à 
ne  voir  dans  l’Algèbre  que  des  jeux  de  calcul  ; et  de  l’autre 
pour  leur  offrir  , sans  double  emploi,  deux  moyens  bien  dis- 
tincts de  parvenir  aux  mêmes  conclusions.  Nous  ferons  encore 
observer  que  nous  avons  suivi  dans  ces  treize  chapitres  l’ordre 
des  matières  généralement  adopté  dans  les  Traités  d’ Arith- 
métique j c’est-à-dire  que  nous  avons  présenté  successivement 
les  opérations  de  l’addition  , soustraction  , multiplication  , 
division  , formation  des  puissances  et  extraction  des  racines  , 
la  théorie  des  proportions  arithmétique  et  géométrique  , afin 
de  faciliter  aux  commençans  des  rapprochemens  propres  à 
leur  bien  faire  saisir  les  caractères  distinctifs  de  ces  deux 
branches  de  calcul. 
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Résolution  des  équations  du  premier  degré  à une 
seule  inconnue. 

I97.  Nous  ferons  précéder  cette  théorie  de  quelques  consi- 
dérations sur  les  signes  et  sur  les  quantités  négatives  isolées. 

198.  Les  quantités  absolues  sont  les  seules  dont  on  puisse 
se  faire  une  idée  nette  : les  signes  et  — dont  elles"  sont 
précédées , indiquent  seulement  les  opérations  qu'on  doit  faire 
sur  elles;  + et  — sont  des  signes  de  corrélation.  Ainsi  + a , 
— b sont  des  formes  algébriques  complexes  qui  n’expriment 
ni  simplement  une  quantité , ni  simplement  une  opération , 
mais  bien  la  réunion  de  l'une  et  de  l’autre. 

Les  quantités  négatives , ainsi  qu’on  l’a  remarqué  ( 17,  54  ) , 
tirent  leur  origine  de  la  soustraction  : elles  se  présentent  toutes 
les  fois  que  par  une  suite  d’opérations  nécessaires  pour  déter- 
miner la  valeur  d'une  grandeur , on  est  conduit  à retrancher 
une  quantité  d’une  autre  plus  petite  : la  soustraction  étant  im- 
possible, le  signe  — qui  affecte  le  reste,  exprime  cette  impossi- 
bilité, ef\  indiquant  ce  qui  manque  à la  plus  petite  quantité 
pour  qu’on  puisse  en  ôter  la  plus  grande  : ce  reste  , en  chan- 
geant son  signe,  .est  par  conséquent  la  différence  que  l’on 
obtient  en  diminuant  la  plus  grande  de  la  plus  petite.  A mesure 
qu’une  grandeur  diminue,  elle  approche  de  zéro;  lorsqu’elle  a 
atteint  ce  ternie , elle  cesse  d’étre  une  quantité  ; au-delà , la 
soustraction  ne  peut  plus  se  faire  , et  on  dit  que  le  reste  est 
négatif  , pour  exprimer  que  les  valeurs  absolues  des  deux 
grandeurs  sur  lesquelles  on  doit  opérer  par  soustraction  , s’op- 
posent à ce  que  cette  opération  puisse  s’effectuer.  Telle  est 
l'idée  qu’on  doit  se  former  des  quantités  négatives  isolées. 
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igg.  On  démontre  dans  la  multiplication  que-— par  — donne 
■+-;  ce  qui  est,  comme  on  le  sait , une  manière  abrégée  de  s’ex- 
primer : pour  cela , on  part  (3g-,  4°)  de  deux  facteurs  tels  que 
a — b par  c — d , dans  lesquels  les  quantités  b et  d sont  re- 
tranchées des  quantités  a et  c respectivement  plus  grandes  : 
ainsi  on  ne  prouve  pas  directement  que  — tx  — d=  -f-  bd  , ” 
ou  que  ( — b )*  = b*.  Cependant  la  première  règle  j|ne  fois  éta- 
blie, qu’on  pose 

a — x = b , d’où  x — a — — b , 

et  qu’on  élève  chacune  de  ces  égalités  au  carré;  comme  le 
produit  de  a. — x par  a. — x est  le  même  que  celui  de  x — a- 
par  x — a,  puisqu’ils  sont  l’un  et  l’autre  a%—  aax+x*,  on  aura 

Cette  règle  algébrique  se  trouve  donc  ainsi  étendue  à toute 
expression  complexe.. 

200.  Les  mêmes  principes  serviront  à expliquer  la  signification 
des  racines  imaginaires.  Posons  de  suite  cette  question  : trou- 
ver le  nombre  dont  le  carré  soustrait  de  3 , donne  7 pour: 
reste.  On  a pour  traduction. 

3 — x*  = 7 , d’où  x*  3=3-—  7=' — 4- 

l’inconnue  x est  donc  la  racine  carrée  du  nombre  — 4 > 
racine  qui  est  imaginaire  (137);  et  en  effet,  l’énoncé  ren- 
ferme une  impossibilité.  Si  on  avait  ainsi  posé  la  question  t 
Trouver  le  nombre  dont  le  carré  ajouté  à 3 donne  7,  oa. 
aurait  eu  pour  traduction  la  racine  réelle 

x*  -4-  3 = 7 , d’où  x1  = 4 x = 2. 

Ainsi  les  résultats  négatifs  isolés  viennent  de  ce  qu’on  est  con- 
duit à soustraire  un  nombre  plus  grand  d’un  plus  petit,  et  les 
imaginaires,  sont  données  par  une  nouvelle  opération  à exé- 
cuter sur  ces  sortes  de  restes.  C’est  effectivement  de  cette 
manière  que  nous  avons  introduit  l’imaginaire  (i43)  pour  dé- 
centrer deux,  transformations  très-usitées.  Par  là  nous  donnons 
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une  origine  commune  aux  restes , aux  exposans  négatifs  et  aux 
imaginaires.  i 

Soit  encore  proposé  de  trouver  deux  carrés  dont  la  somma 
soit  un  carré.  On  aura  l’équation 

X * +y  = a2 , d’où  x*  s=  \/  a2  — _y*. 

La  question  n’admet  de  solution  qu’autant  qu’on  a y%<C.  a%  i 
mais  sous  la  relation  y2  a2,  l’énoncé  renferme  visiblement 
une  impossibilité! et  on  n’a  pas  besoin  d'en  être  averti  par  l'ima- 
ginaire qui  est  le  résultat  du  calcul. 

aoi.  Nous  pouvons  maintenant  démontrer  ces  deux  pro- 
positions : 

1°.  Toute  quantité  qui  de  positiva  quelle  était , devient 
négative  , et  réciproquement  , passe  nécessairement  par  zéro 
ou  par  oo  (infini). 

En  effet,  pour  que  de  deux  quantités  met»,  la  plus  grande 
que  nous  supposerons  être  m.,  devienne  la  plus  petite  n , il  faut 
nécessairement  que  m passe  par  n , c’est-à-dire  que  la  différence 
m — n devienne  nulle  ; donc  p étant  cette  différence  , il  faut 
que  p passe  par  zéro  pour  devenir  négative  ou  — p.  Mais  si  p 

devient — p,  la  fraction  - deviendra  -i- ; donc  elle  passe 

P — P 

par  - ou  par  oo.  Nous  avons  rencontré  ces  deux  circons- 
tances (77).  Dans  les  Logarithmes  , et  dans  quelques-unes 
des  lignes  trigonométriques  , le  passage  du  positif  au  négatif 
se  fait  par  zéro  j pour  d’autres  de  ces  lignes , la  transition  a 
lieu  par  l’iniini  : c’est  seulement  dans  le  premier  cas  , qu  on  a 
pu  regarder  les  nombres  négatifs  comme  plus  petits  que  zéro  ; 
d’où  il  résulte  que  le  plus  petit  des  deux  nombres  négatif*  , 
est  le  plus  grand  , abstraction  faite  du  signe , comme  s écar- 
tant davantage  du  point  de  passage  zéro , et  a0,  que  tout 
nombre  négatif  est  , à fortiori , moindre  qu’un  nombre  absolu 
ou  positif  quelconque.  Qu’on  ajoute  successivement  diffé— 
rentés  quantités  négatives  à une  même  grandeur  positiva  , 
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le  résultat  sera  d'autant  plus  petit  que  la  quantité  négative 
sera  plus  grande,  abstraction  faite  de  son  signe.  Par  exemple , 

8 — 1 > 8 — — 3 , etc.  : 


c’est  dans  ce  sens  que  l’on  dit  que  de  deux  quantités  négatives , 
la  plus  grande  est  la  plus  petite  , abstraction  faite  du  signe  : 
c’est  pour  cette  raison  qu'on  est  gconvenu  de  noter  un» 
quantité  négative,  telle  que  — a,  de  cette  manière:  a<o. 
Ainsi  tout  nombre  négatif  est  plus  petit  que  zéro  et  que  tout 
nombre  absolu , pourvu  qu’on  entende  par  cette  proportion,  qua 
si  on  ajoute  succesàvement  zéro  et  un  nombre  négatif  à un 
nombre  absolu  , le  premier  résultat  sera  plus  grand  que  1» 
second. 


2*.  Toute  quantité  qui  de  réelle  devient  imaginaire,  ou 
réciproquement , passe  par  zéro  ou  par  l’infini. 

C’*t  ce  qu’il  est  facile  de  conclure  de  ces  expressions 
x = \/  a% — _y* , x = 


Va' 


'-y' 


considérées  dans  ces  trois  relations 

y'  < y*  = G1,  y'  > a*. 


203.  i”.  Des  inégalités  continuent  à avoir  lieu  dans  le  même 
sens , lorsqu'on  ajoute  de  part  gt  d'autre  des  nombres  absolus  ou 
négatifs , et  lorsqu’on  multiplie  ou  lorsqu’on  divise  de  part  et 
d’autre  par  un  nombre  sans  signe;  aa.  elles  ont  lieuen  sens  con- 
traire , lorsque  le  facteur  ou  le  diviseur  est  négatif,  ou  lors- 
qu'on change  les  signes  de  part  et  d’autre.  La  démonstra- 
tion de  ces  propositions  est  une  conséquence  des  notions 
établies  précédemment. 

A w -j. M 

\ 

ao3.  Considérons  deux  points  M et  M’  rapportés  successive- 
ment aux  points  A et  A! , origines  communes  des  distances,  et 
désignons  par  x celles  des  points  M et  M'  au  pointé,  par  x 
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celles  des  mêmes  points  au  point  A' , et  par  A la  distance 

AA'  : on  aura 

AM  = AA'  + H'M  — A + x'  = a: 

AM'  = AA!  — A'M'  = A — x'  — x 

On  voit  donc  que  si  l’on  veut  rendre  la  même  formule  ana- 
lytique • 

x = A + x', 

applicables  aux  points  M et  M'  situés  à droite  et  à gauche 
du  point  A',  il  faut  regarder  pour  celui-ci , la  valeur  de  x' 
comme  négative  ; ensorte  que  le  changement  de  signe  de  x ' 
répond  au  changement  de  position  du  point  par  rapport  à 
l’origine  A'  des  distances  x'. 

Lorsque  les’ deux  origines  A et  A'  se  confondent  au  pointé, 
on  a 

AA'  — A — o et  A'M  = od , A‘M'=—x', 

Ainsi  deux  distances  comptées  à droite  et  à gauche  d’une  même 
origine  A',  et  sur  une  même  droite , doivent  être  aJTectées  l’une 
du  signe  -f-  , l’autre  du  signe  — . Si  de  plus  on  suppose  le  point 
A'  en  M’,  on  trouve 

A'M  = M’M  = +x, 
et  si  on  transporte  A'  en  M,  on  trouve 
A'M'  — MM'  = — x. 

Donc  encore  deux  distances  M'M,  MM'  comptées  des  deux  ori- 
gines M et  M' , sur  la  ligne  qui  les  joint  , et  en  allant  de  l’une 
vers  l’autre , prennent  des  signes  différens.  Les  signes  + et  — 
indiquent  donc  dans  la  Géométrie , deux  sens  absolument 
opposés  par  rapport  à un  point , une  ligne  ou  un  plan  ; 
d’où  il  résulte  que  si  ayant  porté  , conformément  à cette 
acception  des  signes  -f-  et  — .les  deux  longueurs  -)-  d et  — d , 
perpendiculairement  à une  ligne  ef  à partir  d’un  même  point , 
L’une  au-dessus , l’autre  au-dessous,  on  transporte  cette  ligne 
parallèlement  à elle-même  , de  manière  qu’elle  passe  par  l’ex- 
trémité de—  d,  la  longueur  — d rapportée  à cette  nouvelle 
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position  de  la  droite,  deviendra  zéro  ; on  pourra  même  la 
rendre  positive  , en  éloignant  encore  l’axe  dans  le  même  sens. 

Voyez  sur  cette  matière,  le  Traité  du  Calcul  des  Inéqua- 
tions , parN.-F.  Canard,  professeur  de  Mathématiques  trans- 
cendantes au  Lycée  de  Moulins  , et  les  excellens  ouvrages  de 
M.  Carnot,  membre  de  l’Institut  national  de  France. 

204.  Nous  avons  donné  dans  les  préliminaires  (10)  , quelques 
préceptes  généraux  dont  on  pourra  s’aider  dans  la  traduction 
algébrique  d’une  question  proposée  , préceptes  dont  l’applica- 
tion est  plus  ou  moins  facile  , suivant  la  nature  des  questions  , 
la  capacité  et  l’exercice  de  .gelui  qui  entreprend  de  les  résoudre. 
Nous  avons  dit  que  l’expression  en  symboles  algébriques  , des 
deux  phrases  équivalentes  contenues  dans  l’énoncé  de  la  ques- 
tion, est  ce  qu’on  nomme  une  équation,  laquelle  diffère  de 
Y égalité  en  ce ’que  la  première  renferme  un  nombre  inconnu 
combiné  avec  des  nombres  donnés,  tandis  que  la  seconde  n’a 
lieu  qu’entre  des  nombres  connus. 

On  distingue  deux  sortes  de  questions,  les  unes  détermi- 
nées , et  les  autres  indéterminées  ; les  premières  sont  celles  qui 
fournissent  une  équation  à une  inconnue  , ou , plus  générale- 
ment , plusieurs  équations  entre  le -même  nombre  d’inconnues, 
et  alors  on  peut  évaluer  toutes  ces  inconnues , ainsi  qu’on  le 
verra  dans  la  suite  de  ce  Traité  -,  les  secondes  comprennent 
plus  d’inconnues  qu’elles  ne  fournissent  d’équations  : dans  ce 
cas  , une  ou  plusieurs  de  ces  inconnues  restent  indéterminées 
ou  arbitraires  ; cependant  on  peut  être  assujéti  à certaines  con- 
ditions qui  restreignent  le  nombre  de  leurs  valeurs , comme 
on  le  verra  dans  l’un  des  chapitres  suivans. 

Les  équations  déterminées  à une  inconnue , sont  de  diffé- 
rens degrés, [du  premier , du  second,  du  troisième,  etc.,  selon  que 
la  plus  haute  puissance  de  l’inconnue  est,  un  , deux,  trois,  etc. 
Les  puissances  de  l’inconnue  , subordonnées  à la  plus  haute  , 
n’entrent  pour  rien  dans  le  degré  de  l’équation. 


Digitized  by  Google 


1 54  ÉLÉMENT 

Dans  la  solution  d'une  question,  il  y a quatre  choses 
à distinguer  : i®.  les  données,  c’est-à-dire,  les  nombres  connus 
énoncé» dans  la  question,  et  le  nombre  qu’il  s’agit  de  décou- 
vrir. Il  importe  en  elfet  de  bien  examiner  d’avance  si  on  a tout 
ce  qu’il  faut  pour  parvenir  à la  connaissance  du  nombre  in- 
connu : ces  élémens  nécessaires  sont  les  nombres  qui  influent 
sur  la  grandeur  du  nombre  cherché  , ou  qui  le  font  varier 
lorsqu’ils  varient  ; a°.  la  traduction  de  la  question  en  langage 
algébrique , laquelle  se  compose  des  traductions  des  deux  phrases 
équivalentes,  séparées  l’une  de  l’autre  par  le  signe  = ; 3°.  la  ré- 
solution de  l'équation  , c’est-à-dire  , la  suite  des  transformations 
à faire  subir  à la  traduction  immédiate,  à l'effet d’arriver  à une 
équation  qui  contienne  dans  un  membre  l’inconnue  seule  élevée 
à la  première  puissance  , et  dans  l’autre  la  formule  d’opérations 
à faire  sur  les  représentations  des  nombres  donnés;  4°-  enfin 
l’évaluation  numérique  ou  la  construction  géométrique  de  cette 
formule. 

ao5.  Pour  ne  parler  que  des  équations  du  premier  degré  à 
une  seule  inconnue,  on  suivra  dans  leur  résolution,  les  règles 
suivantes  ; i°.  on  fera  disparaître  les  dénominateurs,  s’il  s’en 
trouve  dans  l'équation  , en  multipliant  de  part  et  d’autre  par  le 
produit  de  ces  dénominateurs  ; a®,  on  transposera  tous  les 
termes  sans  x dans  un  membre , et  tous  ceux  affectés  de  x 
dans  l’autre  ; 3°.  on  rassemblera  les  coefliciens  de  x , qu’on 
écrira  en  facteur  de  cette  inconnue , puis  on  divisera  de  part  et 
d’autre  par  ce  facteur. -Après  toutes  ces  opérations  qui  n’ont  pas 
altéré  l’équation , et  qui  correspondent  aux  différentes  parties 
d'un  raisonnement  dillxcile  ù faire  et  à suivre,  on  parvient  enfin 
à la  conclusion  ... 

x — n, 

n étant  un  nombre  ou  une  formule  d’opérations  connues  à 
exécuter  sur  ces  nombres.  Ce  nombre  n étant  substitué  pour  x 
dans  l’équation  primitive  , a la  propriété  de  rendre  le  premier 
membre  égal  au  second.  Cette  valeur  de  l’inconnue  est  dite 
racine  de  l’équation  , ce  mot  n’ayant  pas  même  acception  qu’au 
chapitre  neuvième. 
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aoG.  Il  est  essentiel  d'observer  qu'une  équation  n'exprimant 
qu’une  relation  entre  des  nombres  ou  des  quantités  abstraites  , 
peut  convenir  à plusieurs  questions  dont  les  énoncés  différe- 
raient de  celui  de  la  proposée  : or  , les  principes  sur  la  réso- 
lution des  équations  étant  indépendans  de  toute  hypothèse  sur 
la  nature  et  la  grandeur  des  quantités , il  en  résulte  que  la 
valeur  de  l'inconnue  reportée  dans  l’équation,  la  réduira  tou- 
jonrs  à o =o,  quoique  cependant  elle  puisse  ne  pas  convenir 
à la  question  particulière.  C’est  ce  qui  arrivera  lorsque  la  con- 
dition du  problème  sera  telle  que  la  valeur  de  l’inconnue 
doive  être  entière , tandis  que  les  quantités  connues  et  incon- 
nues seront  combinées  de  manière  à ne  donner  pour  l'incon- 
nue qu’un  nombre  fractionnaire , ce  qui  est  un  cas  d’impossi- 
bilité ; 2°.  lorsque  la  valeur  de  l’inconnue  sera  négative;  car  il 
est  clair  que  lorsqu’il  s’agit  d’une  question  concrète  , ce  n’est 
pas  une  quantité  négative  qui  doit  être  la  valeur  de  l’inconnue, 
ou  qui  peut  satisfaire  à la  question  dans  le  sens  direct  de 
l’énoncé.  La  racine  négative  ne  pourra  vérifier  l’équation  pri- 
mitive d'un  problème , qu’en  y changeant  le  signe  de  l’incon- 
nue; cette  équation  conviendra  donc  alors  à une  question 
dans  laquelle  le:  rapport  de  l’inconnue  avec  les  quantités  con- 
nues , serait  différent  de  celui  qu’on  avait  supposé  dans  le 
premier  énoncé,  puisque  les  termes  où  se  trouve  l’inconnua 
ont  tous  changé  de  signes.  On  voit  donc  que  les  racines  négatives 
n’indiquent  point  une  impossibilité  absolue , mais  seulement 
relative  à l’énoncé  actuel  de  la  question  qu’elles  avertissent  de 
rectifier,  de  manière  ù ce  qu’il  puisse  être  traduit  algébrique- 
ment par  l’équation  que  l’on  obtient  après  avoir  changé  dans 
la  première , le  signe  de  l'inconnue  x.  On  peut  observer  aussi 
que  l’inconnue  ne  prend  une  valeur  négative  que  parce  que 
dans  la  succession  des  valeurs  qu’ou  peut  attribuer  aux  quan- 
tités connues  qui  entrent  dans  la  formule  des  racines , il  s’en 
trouve  qui  rendent  plusieurs  de  ces  quantités  moindres  ou  plus 
grandes  que  d’autres  , ou  égales  à celles-ci , tandis  que  la  ques- 
tion supposait  implicitement  des  rapports  différens.  La  solu- 
tion actuelle  ne  peut  donc  plus  convenir  à l’énoncé  primitif , 
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et  il  faut  lui  faire  subir  quelques  modifications.  Les  règles  de 
l’Algèbre  ne  sont  point  en  défaut  , car  elles  servent  à faire 
trouver  la  valeur  de  l'inconnue  qui  vérifie  l’équation  du  pro- 
blème, et  une  racine  négative  satisfait  à cette  équation.  En 
général , si  on  change  non-seulement  le  signe  de  l’inconnue  , 
mais  encore  celui  d’une  ou  de  plusieurs  quantités  connues  qu> 
composent  son  expression  , il  sera  toujours  facile  de  reconnaître 
les  modifications  que  ces  changemens  introduisent  dans  l’énoncé 
primitif  de  la  question , en  les  effectuant  dans  la  première  équa- 
tion et  la  comparant  à cet  énoncé.  Il  faut  néanmoins  obser- 
ver que  l’on  peut  faire  sur  les  signes  et  les  valeurs  des  termes 
d’une  équation  , des  hypothèses  qui  ne  s’accordent  plus  avec 
l’énoncé  de  la  question  concrète  , au  lieu  que  les  changemens 
que  l’on  fera  dans  cet  énoncé,  pourront  toujours  être  repré- 
sentés par  l’équation.  Ces  principes  que  nous  allons  éclaircir  par 
des  exemples  , sont  applicables  aux  équations  de  tous  le* 
degrés , et  aux  équations  déterminées  entre  plusieurs  in- 
connues. 

La  question  qui  conduit  à l’équation 

ax  -f-  b = ex  -f-  d 

n’est  pas  bien  énoncée  pour  a > c et  b d , puisque  1© 

premier  membre  est  plus  grand  que  le  second.  Aussi  la  formula 

d — b 

x— 

a — c 

donne-t-elle  pour  a:  une  valeur  négative  ; mais  en  rendant  l’in- 
connue x négative  , l’équation  se  change  dans  la  suivante 

b — ax  — d — ex 

qui  est  possible  sous  les  relation^  ci-dessus  entre  a etc,  b et  d , 
et  qui  donne  alors  pour  x une  valeur  absolue. 

Si  l’on  a b > d et  c ]>  a , les  deux  soustractions  deviennent 
impossibles  dans  la  formule 


mais  pour  résoudre  l’équation , nous  avons  retranché  ex  -f-  b 
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de  deux  membres,  ce  qui  était  impossible  , à cause  de  ex -b- à 
plus  grand  que  chacun  des  deux  membres  : il  faut  doue , au 
contraire,  ôter  ox-f-d  de  part  et  d’autre  , et  il  vient 


b — d = ex  — ax  ; 

d’où  l’on  déduit 

b—d 

x — . 

c — a 


Cette  formule  comparée  à la  précédente , n’en  diffère  qu'en 
ce  que  les  signes  se  trouvent  changés  dans  les  deu^£ermes  de 
la  fraction.  On  peut  donc  convenir  d' opérer  sur  les  quantités 
négatives  isolées  , comme  on  le  ferait  si  elles  étaient  absolues. 


207.  Nous  allons  résoudre  une  suite  de  questions  qui  jet- 
teront le  plus  grand  jour  sur  les  principes  que  nous  venons 
de  poser. 

i°.  Soit  x une  somme  à payer  ou  à recevoir  par  une  per- 
sonne ; soit  A la  fortune  absolue  de  cette  personne  , 2?'celle 
qu’elle  possède  , abstraction  faite  de  la  dette  à payer  ou  de 
la  créance  à recouvrer.  Si  cette  somme  x est  une  créance  , on 
aura 

A = B ■+•  x , d’où  x = A — B ; 
si  x est  une  dette  , on  aura 

AxzB  — x,  d’où  x = B — A. 

Donc  si  l’on  a supposé  une  créance  au  lieu  d’une  dette  , ou 
réciproquement,  on  aura  introduit  dans  le  calcul  A — B au 
lieu  de  B — A ou  de  — ( A — B ) , ou  -j-  x au  lieu  de  — x ; 
c’est-à-dire  que  la-  quantité  x sera  affectée  du  signe  contraire 
à celui  qu’elle  devrait  comporter;  elle  sera  une  quantité  inverse. 
On  doit  remarquer  encore  qu’en  prenant  x pour  une  créance  , 
lorsqu  e cette  lettre  représe  nte  une  dette , on  supposerait  A^>B, 
tandis  qu'au  contraire  A <^B. 


a".  Trouvcrun  nombre  qui , soustrait  de  a.,  laisseb  pour  reste. 
Désignant  ce  nombre  inconnu  par  x,  on  a cette  traduction^ 


a — x~  b , d’où  x=a  — b (1), 
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en  ajoutant  x et  retranchant  b de  part  et  d’autre.  Qu’on  suppose 
e=io,6s=4>on  aura  x=6‘:  alors  la  soustraction  est  arith-* 
métiquement  exécutable.  Mais  qu’on  ait  a=io,  b—  14,  il 
faut  de  10  retrancher  i4,  ce  qu’on  ne  peut  faire  qu’en  partie, 
ou  que  par  rapport  à la  portion  de  i4,  égale  à 10.  L’excédant 
en  tant  qu’il  existe  soustractivenient,  indiquera  que  le  nombre 
x dont  il  est  la  représentation , doit  entrer  soustractivement 
dans  l’énoncé  où  il  est  déjà  retranché  du  nombre  a ; ensorte 
que  par  là  l’énoncé  se  trouve  corrigé  et  ramené  à ces  termes  ; 
trouver  urtnombre  qui,  ajouté  à 10 , donne  i4  pour  somme  ; 
question  qui  a pour  traduction 


x==  14 — 10, 

au  lieu  de 

a;  = 10  — 14. 

La  racine  négative  — 4 ramène  donc  à la  véritable  position 
de  la  question  ; elle  avertit  que  l’énoncé  doit  être  pris  dans 
un  sens  opposé,  elle  le  redresse  dans  ce  qui  est  inexact. 

3°.  Un  homme  place  pour  une  année  un  capital  à raison 
de  pour  100U  d intérêt  ; au  bout  de  l’année , en  sus  du  ca- 
pital et  des  intérêts,  on  doit  lui  remettre,  par  convention  faite  , 
une  somme  b , et  le  tout  doit  faire  le  capital  : on  demande  ce  ♦ 
qu  est  ce  capital  ? 


Soit  x le  capital  : puisque  ioo^r>  deviennent 1 au  bout  de 
l’année  \c&u,  on  aura  le  capital  à la  même  époque,  parla 
proportion 

_ io5x 

100  : io5  ::  x : y = - — ; 

J 100 


La  somme 


io5æ 

100 


+ b doit  être  Xj  on  a donc  l’équation 


io5x 

100 


-f-  b~  x: 


prenant  100  Fois  l’un  et  l’autre  membres,  on  aura  encore  une 
équation  qui  sera 

io5x  «f  îoo b = looar  ; 
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et  retranchant  de  part  et  d’autre  îoox  et  100b , on  obtiendra 
les  différences  égales 

5x  = — i oo b , 

et  divisant  par  5 , 

, x = — 20  b. 

Ainsi  le  capital  serait  — aob.  Cette  réponse  ne  convient  pas  à 

la  question  , et  cependant  si  on  reporte  cette  valeur  — 20 b de  x 
dans  l’équation  trouvée , on  obtient 

io5  X 20 b 


ICO 


-+•  b = — 20 b . 


et  faisant  les  opérations  indiquées  dans  le  premier  membre  , 
il  vient  , 

— 20 b = — 20 b , 

• 

ce  qui  est  vrai.  Cette  valeur  de  x , toute  négative  qu’elle  est , 
satisfait  donc  à l’équation  , puisque  ses  deux  membres  de- 
viennent identiquement  égaux  par  le  fait  de  la  substitution. 
En  remontant  à l'énoncé , on  découvre  qu’il  est  impossible 
, qu’un  capital  augmenté  d’un  intérêt,  reste  égal  à lui-même  , 
et  qu’à  plus  forte  raison  , cette  impossibilité  a lieu  si , outre  le» 
intérêts  , on  lui  ajoute  une  somme  b ; il  faut  donc  que  de  ces 
. deux  parties,  savoir  : l’intérêt  à raison  de  5 pour  100,  et  b , 
l’une  soit  soustraite.  En  effet  , si  on  reporte  dans  la  première 
équation  cette  circonstance  — x,  qui  n’est  quex  = — un 
nombre,  on  trouve 

io5  I L 

— x + b = — x , 

et  changeant  les  signes  de  part  et  d’autre, 

io5.t  

100  X ’ 

traduction  de  l’énoncé,  en  supposant  l’intérêt  additif  au  capital, 
auquel  cas  la  somme  b doit  être  retranchée.  Cette  équation , 
traitée  comme  la  précédente  , donnerait 

x — 206. 

Si  1 intérêt  de  5 pour  cent  est  soustrait  de  too,  af^uel  cas 
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100  se  réduit  à on  ale  capital  x au  bout  de  l’année , par 
la  proportion 

100  : $5  ::  x : y — 


95f . 

ioo  * 


conséquemment 


a5f+i=x; 

ioo  7 


multipliant  par  ioo  , retranchant  de  part  et  d’autre  g5x , 
il  vient 

iûoi  = 5x,  ou  x=aob. 


Le  résultat  négatif  isolé  , valeur  de  x , annonçait  une  rec- 
tification ou  Une  correction  dans  les  termes  de  l’énoncé , et  la 
question  proposée  pouvait  être  rétablie  de  deux  manières.  Là 
résolution  des  questions  dont  nous  nous  occuperons  plus  parti- 
culièrement dans  la  suite , nous  fournira  de  fréquentes  occasion* 
de  revenir  sur  ces  considérations  et  de  les  compléter. 

4“.  Le  nombre  des  soldats  d'une  armée  est  tel,  que  son 
triple  diminué  de  1000,  est  égal  à son  quadruple  augmenté 
de  2000  .•  quel  est  ce  nombre  ? 

On  est  conduit  à l’équation 

3a?—  îooo  = épx-\- aooo  , d’où  x— — 3ooo, 
qui  donne  une  réponse  absurde  par  rapport  3ftx  termes  de  la 
question , puisqu’un  nombre  de  soldats  ne  peut  être  négatif. 
On  se  rendra  raison  de  cette  impossibilité,  en  observant  que  le 
triple  d’un  nombre  étant  moindre  que  le  quadruple  du  même 
nombre,  le  triple  diminué  de  1000  est  plus  petit  que  le  qua- 
druple augmenté  de  2000.  Mais  en  écrivant  — x au  lieu  de 
x dans  l’équation  du  problème  , puis  changeant  les  signes 
de  part  et  d’autre , on  trouve 

3x  -f-  1000  = 4a: — aooo,  d’où  x=3ooo. 

On  peut , d’après  l’équation 


3x  -f-  1000  = 4x — 2000 , 

rétablir  l’énoncé  de  manière  qu'il  en  résulte  la  solution  en 
nombrqtfbsolu 

w x = 3ooo. 

Si 
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Si  au  lieu  de  prendre  x pour  représentation  d‘un  nombre 
inconnu  , on  eût  pris  x'  — 6000  , ou  supposé  x=  x'  — Sooc  , 
on  aurait  trouvé  pour  équation 

3x'  — 1 9000  = 4X'  — 220CÇ  ; 

de  sorte  qu’après  avoir  retranché  de  part  et  d’autre  3x',  et 
ajouté.  32000,  en  aurait  eu  comme  plus  haut , 
x'  — 3ooo. 

___|  _ 

Ainsi  la  valeur  x = — 3ooo  étant  représentée,  en  ligne,  par 
la  longueur  A'M , comptée  de  A'  vers  M , ou  à gauche  de  A' , 
on  passe  par  la  substitution  x ~ x’  Soooo  de  l’origine  A' 
à l’origine  A,  à gauche  de  A' , et  distante  de  A'  àeèooo— a A'  M ; 
alors  la  longueur  AM  — x'  est  positive, 

5*.  On  a fait  partir  de  Dreux  pour  Brest , un  courier  qui 
fait  huit  kilomètres  par  heure;  huit  heures  après  son  départ , 
on  en  a fait  partir  un  autre  de  Paris  pour  Brest  , et  celui- 
ci  parcourt  douze  kilomètres  par  heure  : on  demande  où  il  ren- 
contrera le  premier,  sachant  d’ailleurs  qu’il  y a soixante-huit 
kilomètres  de  Paris  à Dreux. 


P 


O 


M 


R 


■B 


Avec  un  peu  d’attention , on  découvre  de  suite  que  la  distance 
de  Paris  au  point  de  rencontre  R , ou  PR , est  la  somme  des 
distances  PD  -f-  DR  de  Paris  à Dreux  et  de  Dreux  au  point  de 
rencontre.  Qu’nn  désigne  PR  par  x ; iî s’agira  de  traduire  les 
deux  parties  dont  x se  compose  : or  x contient  déjà  la  distance 
de  Paris  à Dreux, ou  PD  =. 68  kilomètres,  plus  le  chemin  DM 
que  fait  le  premier  courier,  celui  qui  part  de  Dreux,  pendant 
les  huit  heures  dont  son  départ  précède  celui  du  second  , plus 
enfin  le  chemin  MR  parcouru  par  ce  premier  courier , pen- 
dant le  temps  qu’emploie  le  second  ailler  de  Paris  au  point 
de  rencontre  R.  Traduisons  ces  deux  distances.  D'abord  pei - 
dant  huit  heures , le  premier  courier  fait  8x8  kilomètres 

11 
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i=64A,I=  DM',  puis  , pour  traduire  MR  , on  dira  : les  chemin* 
des  deux  couriers,  pendant  une  heure  , étant  comme  8fcia  , 
ou  comme  a : 3 , on  a la  proportion  a : 3 : : MR  : x , et  consé- 

2J7 

quemment  MR  = —.  Ensorte  qu'on  obtient  pour  traduction 
de  l’énoncé , 

*=68  + 64  4-^  = 133+ H. 

Pour  avoir  x , on  fera  disparaître  le  dénominateur  3 , et  pasier 
a*  dans  le  premier  membre , ce  qui  donnera 

x=  3g6 , 


c’est-à-dire  que  les  deux  couriers  se  rencontreront  lorsque  le 
second  aura  fait  3g6  kilomètres. 

En  effet , pendant  que  le  second  courier  parcout  3g6  kilo- 
mètres , le  premier  en  parcourt  364  , puisqu’il  fait  deux  kilo- 
mètres pendant  que  le  second  en  fait  trois  j or  il  a 64  kilo- 
mètres d’avance , à raison  des  huit  heures  dont  son  départ 
précède  celui  du  second  courier , et  de  plus  il  a un  avantage 
de  68  kilomètres , comme  partant  de  Dreux  , ce  qui  fait  en 
total  3g6  kilomètres.  On  <voit  ici  un  exemple  de  vériGcation 
de  la  valeur  de  l’inconnue  ; c’est  une  preuve  qu’on  peut  et 
qu’on  doit  toujours  faire. 

On  sent  bien  que  quand  on  changerait  les  nombres  de 
la  question  , la  manière  de  raisonner  et  d’opérer  n’en  serait 
pas  pour  cela  différente.  Représentons  donc  , en  général,  para 
l’intervalle  entre  les  deux  lieux  de  départ , qui  était  68  kilo- 
mètres dans  la  question  précédente  ; par  b le  nombre  d’heures 
dont  le  départ  du  premier  courier  (celui  <jui  est  le  plus  près  du 
point  de  rencontre)  précède  celui  du  second,  par  cle  nombre 
de  kilomètres  que  le  premier  courier  fait  par  heure , et  par  d 
le  nombre  de  kilomètres  que  fait  le  second.  Enfin  désignons 
toujours  par  x le  nombre  de  kilomètres  que  doit  faire  le  second 
eourier  pour  atteindft  le  premier  -,  x sera  eiicore  composé  de  . 
l’intervalle  des  deux  lieux  de  départ , du  chemin  que  le  premier 
peut  faire  pendant  b heures,  et  enfin  du  chemin  que  fera  le 
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premier  pendant  tout  le  temps  de  la  marche  du  second.  Pour 
déterminer  ce  dernier  chemin  , on  observera  que  les  deux  cou- 
riers  marchant  alors  pendant  le  même  temps , et  x étant  le 
chemin  fait  pdf  le  second , on  aura  celui  que  fait  le  pre- 
mier pendant  ce  temps  , en  calculant  le'  quatrième  terme 

d’une  proportion  qui  commence  ainsi  : d : c x 


cXx 


ou  Or , puisque  ce  premier  courier  fait  c kilomètres  par 

heure,  il  a dû,  dans  le  nombre  b d’heures  pendant  lesquelles  il 
marchait , lorsque  le  second  était  en  repos  , en  faire  b fois 
autant , cbst-à-dire  8 fois  s?  b est  8 , 3o  fois  si  b vaut  3o , 
et  en  général,  i X.c  fois  autant;  il  a donc  parcouru  è X 

kilomètres.  Réunissant  ces  nombres  de  kilomètres  , bc  et  a, 

CJC  • ^ 

la  somme  — ~}-  bc  4-  a sera  le  chemin  du  second  courier  ; or 

a 

on  a représenté  le  même  chemin  par  x ; donc  on  a 
x = cJL  + bc  + a-, 

multipliant  de  part  et  d’autre  par  le  dénominateur  d , on  trouve 
cette  première  transformation 

dx=  ex  - f-  dbc  4-  da  ; 

transposant  ex  dans  le  premier  membre  , on  a 

• dx  — ex  =c  dbc  + da  ; 

divisant  par  d—c,  coefficient  de  x , on  obtient  enfin  cette  ré- 
ponse à la  question  généralisée 

dbc  + da 
x~  d — c * 

qu’on  peut  écrire  de  cette  manière  : 

d(cb-\-a~)  , , 

X~  d — c * 

•t  qui  donne  la  solution  de  toutes  les  questions  de  même  genre; 
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Nous  verrons  même  que  cette  réponse  convient  encore  an  cas 
où  les  couriers  , au  lieu  d'aller  dans  le  même  sens , viendraient 
à la  rencontre  l'un  de  l’autre,  et  même  partiraient  en  même 
temps.  Ces  deux  circonstances  sur  lesquelles  nous  revien- 
drons , peuvent  être  introduites  dans  la  formule  générale  qui 
exprime  x.  ' 

Pour  montrer  l’usage  de  cette  formule,  reprenons  l’énoncé 
précédent,  et  rappelons-nous  qu’il  faut  remplacer  a par  68  , 
ù par  8,  cpar  8 et  d par  ia.  Alors  la  valeur  de  x devient 
12(64+68)  îa  X i3a  __ 

X — - 5 = = Oq6. 

12 8 • 4 

* 4P 

Tel  est  donc  l’usage  de  ces  solutions  générales,  qu’en  subs- 
tituant à la  place  des  lettres  les  nombre^  qu’elles  sont  des- 
tinées à représenter  , et  faisant  les  opérations  indiquées  par  les 
signes  , on  a la  réponse  à l’énoncé  particulier.  Par  exemple  , si 
l’on  proposait  cette  autre  question  : L’aiguille  des  heures  d'une 
montre  répond  à 17  minutes , et  celle  des  minutes  répond  à 24 
minutes,  c'est-à-dire,  qu’il  est  3*  24';  on  demande  à quel  nombre 
d'heures  et  de  minutes  ces  deux  aiguilles  seront  tune  sur 
l’autre  ? 

Pubque  l’aiguille  des  heures  et  celle  des  minutes  partent 
en  même  temps  , la  quantité  b , par  laquelle  nous  avens  repré- 
senté ce  dont  le  départ  de  l’un  des  couriers  précède  celui  de 
l’autre  , est  ici  zéro  ; l’intervalle  des  deux  lieux  de  départ  est 
le  chemin  que  l’aiguille  des  minutes  doit  faire  pour  arriver  de 
la  vingt- quatrième  division  du  cadran  à la  dix-septique  , 
c’est-à-dire  que  a = 53  divisions  } or  pendant  que  l’aiguille 
des  minutes  parcourt  les  60  divisions  du  cadran  , celle  des 
heures  n'en  parcourt  que  5 -}  on  a donc 
c,  — 5 , d ~ Go. 

Puisque  6 = 0,  il  faut  rejeter  de  la  formule  le  terme  bed 
qui  devient  zéro  , et  il  reste  pour  répouse  À cette  question 
particulière , 

ad  53  X 60 3 180 

d — c bo  — 5 55 


* 
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Il  faudra  donc  que  l’aiguille  des  ipinutes  parcoure  encore 
,5 7 divisions  et  77 j ainsi  puisqu’elle  répond  à la  s4m*  division, 
elle  sera  à 81  divisions  ; mais  60  divisions  faisant  un  tour, 
les  deux  ajguilles  seront  l’une  sur  l’autre  à ai'rp  de  l’heure 
suivante , ou  à 4k  2 1'  — . 

Revenons  sur  le  problème  des -couriera , et  proposons-nOus 
de  calculer  l’intervalle  P'M'  =y  qui  les  sépare  à une  époque 
quelconque  de  leur  marche. 

P~  P'  D M M'  R B 

Lorsque  le  second  courier  est  encore  en  P,  le  premier  est 
en  M ; et  lorsque  le  second  est  en  P1,  le  premier  est  en  M'y 
ensorte  qu’on  a 

y=  P'D  +DM  + MM!  ==  PD— PP'  +DM  + MM  ; 

mais  les  espaces  MM',  PP'  que  nous  désignerons  par  x',  «ont 
parcourus  dans  le  même  temps  ; donc 

MM'  : PP"  ou  x'  y.  c d , d’où  MM'  = -j-  * 
d’ailleurs  DP  — PP1  = a — x'  , * DM  = bc , 


donc  y = * 

En  effet,  si  dans  cette  formule  on  substitue  pour  x' la  distancs 
de  P au  point  de  rencontre  R , on  trouve 

y=(.a  + bc)  — (a+bc)=.0, 
ce  qui  doit  arriver.  L’hypothèse  y — 0 qui  correspond  au 
point  de  rencontre^  donne 

d Q-t-  bc) 
d — c 

Ainsi  le  problème  'précédemment  résolu  n’est  qu’un  cas  par- 
ticulier de  celui-ci.  Si  dans  la  valeur  de  y ou  veut  faire  rentrer 

x~  — ^ ^ d'où  x (d — c)~d  (a-^-'bc)  , on  f^cyera 

d—c 

__  (d  — c)(x  — .1/) 

y - “3  * 


V 


Digitized  by  Google 


É L É M E S J 


166 

formule  très-simple.  t , 

Nous  examinerons  la  formule  * 

+ bc ) 

d—c  • 

dans  les  diverses  hypothèses  qu’on  peut  faire  sur  les  donnée* 
de  la  question  a , b , c et  d.  Une  telle  discussion  sert  à faire 
mieux  connaître  toute  l’étendue  de  la  signification  d’une  for- 
mule , et  à s’assurer  de  son  exactitude , en  prenant  pour  le» 
données  , des  valeurs  telles  qu’on  connaisse  d'avance  la  réponse 
qu’elle  doit  fournir.  Si  l’on  suppose  que  les  deux  Courier» 
aillent  avec  la  même  vitesse  , ou  qu’ils  fassent  des  chemins 
égaux  dans  des  temps  égaux,  alors  c=zd , et  la  formule  géné- 
rale devient 

rf(a+  bd) 

x - , 

ce  qui  signifie  (92)  que  les  deux  couriers  se  rencontreront  à 
une  distance  du  point  de  départ , plus  grande  qu’aucune  quan- 
tité donnée  ; cette  distance  ne  peut  se  construire , et  on  est 
averti  par  cet  infini , de  l’impossibilité  de  résoudre  la  question. 
Cette  impossibilité  n’est  pas  relative  à la  position  de  la  ques- 
tion , comme  il  arrive  lorsque  la  valeur  de  x est  négative  (206), 
elle  est  absolue.  Alors  la  valeur  de  y devient  a -f-  bc,  c’est-à- 
dire  , l’intervalle  entre  les  deux  couriers  au  moment  où  l’un 
est  en  R et  l’autre  en  M. 

Mais  si , en  même  temps  que  c=  d , on  suppose  a=o , b=o, 
c'est-à-dire , si  les  couriers  partent  ensemble  du  même  lieu  , 
et  marchent  avec  la  même  vitesse , on  trouvera 

o 

* = -, 

comme  ici  le  résultat  est  donné  par  trois  hypothèses , il 
annonce  une  indétermination  ( chap.  20  ) : ainsi  la  distance 
du  point  de  départ  au  point  de  rencontre  , est  quelconque  , 
ou  , en  d’autres  termes  , x admet  une  infinité  de  valeurs. 
Il  est  clair , en  effet , que  les  deux  couriers  seront  toujours 
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ensemble  : aussi  trouve-t-on  , 

I 

* (d — c)  (x — x') 

y=- — -d =°- 

Jusqu'ici  les  «ieui  couriers  ont  été  supposés  aller  dans  le 
même  sens  wju’ils  viennent  maintenant  à la  rencontre  l’un 
de  l’autre.  En  conservant  les  mêmes  dénominations , on 
tiendra  compte  de  cette  circonstance  ( ao3  ) , en  changeant 
le  signe  de  c dans  la  formule  , ce  qui  résulte  encore  de  ce 
que  le  chemin  du  premier  Courier  diminue  celui  du  second. 
On  a donc 

rf  (*—  bc) 

x— j— . 

a-f-  c 

Soient , pour  vérifier  cette  formule  ,d  — c,  b—  o ; alors  les 
deux  couriers  partent  en  même  temps  et  marchent  avec  la  même 
vitesse  : on  trouve , dans  ce  cas  A 


a 


ce  qui  indique  que  les  deux  couriers  doivent  se  reheontrer 
à moitié  de  la  distance  entre  les  points  de  départ , ré.-ultat 
qu’on  pouvait  prévoir  d’avance.  Nous  reviendrons  encore  sur 
Ce  problème  dans  l’un  des  chapitres  suivans. 

G*.  Ôn  a placé  un  capital  de  ioc/r  à 5 pour  100  d'intérêt  par 
an,  ce  qu’on  note  de  cette  manière  ; 5 pour  ; , et  on  demande 
quel  sera  ce  capital  au  bout  de  3 ans  ? 

Nous  rechercherons  ce  que  devient  cette  somme  à la  fin 
de.  chacune  des  trois  années.  A la  fin  de  la  première  , ella 
e»t  io5  : tel  est  le  nouveau  capital  dont  il  faut  déterminer 
l’intérêt  pendant  la  seconde  année.  A cet  effet , on  fera  la 
proportion 

ioo  : 5 ::  io5  : x s=  5,25. 

Ce  quatrième  terme  qui  est  l’intérêt  de  io5^r,  ajouté  à lo5, 
donne  no,a5  , capital  à la  fin  de  la  seconde  année  j mais  il 
est  plus  expéditif  de  calculer  la  somme  augmentée  de  l’intérêt. 
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ce  qu’on  fera  par  la  proportion 

_ . r . (l05)*  /IC 

100  : io5  ::  io5  : x = - — - = 1001  — 

100  \1C 

= 100  (i,o5y='ioo(i+o,o5)*. 

Pour  trouver  l’état  de  la  somme  à la  fin  de#a  troisième 
année , on  dira 

„ (io5)J.  (io5)3  /io5\* 

100:  io5  ::  - — - : x—  ± — 4 = 100  ( — ) 

100  ÎOO1  \100/ 

= too  (x,o5)3=  100(1+0,05)'. 
Mais  la  première  somme  io?  peut  se  décomposer  en 
100  ( i,o5)  = 100  ( 1 + o,o5). 


On  a donc  ces  états  successifs  du  capital  après  les  années 

ir< ioo  ( 1 + o,o5  y 

2e 100  ( 1 + o,o5  )* 

3e 100  ( i + o,o5  y, 

et  conséquemment , après  les  années , 

4® 100  ( 1 + o,o5  y 

5e 100  ( 1 + o,o5  )5 

* ♦ 

nm‘ 100(1  + 0,05)".' 

Pour  donner  à la  question  toute  la  généralité  possible , rem- 
plaçons le  capital  ioo  par  c,  ou  plutôt  représentons  par  c le 
capital  proposé , et  par  i le  taux.de  l’intérêt , qui  était  pré- 
cédemment ~ =■—  , et  qui  peut  être  7^  , +7 , etc.  : on  aura, 
en  remplaçant  100  par  c , o,o5  par  i , et  désignant  par  5 l’état 
• du  capital  , après  n années, 

S = c(i  +£)*• 

De  cés  quatre  quantités  S , c,  i et  n , trois  étant  données , 
on  peut  par  cette  équation  déterminer  la  quatrième.  Si  les 
données  sont  S,  c et  n,  auquel  cas  il  s’agit  de  trouver  i, 
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'équation  est  du  degré  i ou  2 on  3. . .ou  n (so4)  , suivant  le 
nombre  des  années  fixé  par  l'etat  de  la  question. 

Dans  ce  chapitre,  nous  nous  élèverons  toujours  du  problème 
particulier  au  problème  général  ; cette  marche  nous  a paru 
mieux  convenir  ici  que  le  procédé  inverse  auquel  elle  prépare  , 
et  qu’il  faudra  lui  préférer  dans  la  suite. 

70.  Un  particulier  a placé  un  capital  de  2000c/'  à 5 pour  £ 
par  an,  à condition  que  dans  trois  ans  , on  lui  payera  l» 
capital  et  les  intérêts  par  trois  paiemens  égaux  faits  à la  fin 
de  chacune  des  trois  années  on  demande  quel  sera  le  paie— 
ment  annûel  ? 

g Pour  résoudre  cette  question , désignons  par  x le  paiement 
annuel,  et  observons  que  le  dernier  paiement  qui  est  x , et  ce 
que  devient  la  somme  après  trois  années,  sont  les  deux  quan- 
tités équivalentes  qu’il  s’agît  de  traduire.  A cet  effet , suivons 
l’-état  de  la  somme  à la  fiu  de  chaque  année  : il  est  évident 
qu'à  la  fin  de  la  première  année  il  sera  dû,  outre  le  capital 
de  aoooc/',  l'intérêt  de  ce  capital,  à raison  de  5 pour  f , lequel, 
ajouté  au  capital , fera  2 1 ooc/'  dus  à la  fin  de  la  première 
année-,  mais  on  rembourse  x/',  il  restera  donc  21000 — x 
dont  l’intérêt  ou  le  20“*  est 


mais  à la  fin  de  cette  seconde  année , le  débiteur  remboursex/'; 
• donc  il  redoit 


sao5c  — jix 1102,5  — ^1,  ou  23i52,5 — 


r X 

iodo  — — ; 
20* 


ensorte  qu'à  la  fin  de  la  secondé  année  , la  somme  sera 


21000  — x + io5o — , ou  22o5o x: 

* 20  20 


22o5o  — fjx — x , ou  22c5o X 

dont  l’intérêt  ou  le  20“*  est 


\ 


1102,5  — éï*; 

donc  à la  fin  de  la  troisième  année , la  somme  placée  est 


Digitized  by  Google 


I70  É L É U E NS 

or  le  débiteur  doit  la  restituer  en  totalité , et  d’ailleurs  ce  der- 
nier paiement  doit  être  égal  à chacun  des  précédens;  donc  on 
a cette  équation 

x — 23i52,5  — x : 
on  en  déduira,  d’après  les  préceptes  donnés, 
x = 7344,i7i3. 


En  effet,  à la  £n  de  la  première  année  , il  est  dû  ai 000,0000  ► ■ 

On  paie •. 7344,1713, 

il  reste  dû i3S55,8a87, 

dont  l’intérêt  ou  le  aom°  est 682,7914^ 

donc  il  est  dû  à la  lin  de  la  seconde  année. . . 1 4338,6201,^ 

On  rembourse 7344, 171 3, 

il  reste  dû 6994.4488, 

dont  l’intérêt  ou  le  20me  est .• . , . 349,7224. 

11  reste  donc  dû  à la  fin  de  la  troisième  année. . . 7344.171^'- 


C’est  le  dernier  paiement  qui  est  égal  à chacun  des  deux 
autres.  11  est  essentiel , comme  nous  l’avons  déjà  observe , de 
vérifier  ainsi  la  valeur  de  l’inconnue. 

Il  serait  très-avantageux , sans  contredit,  de  pouvoir  supprimer 
les  calculs  des  années  précédentes,  et  de  trouver  de  suite  le 
paiement  pour  une  année  quelconque  : c’est  ce  qu’il  serait  facile 
de  faire , si  les  sommes  dues  à la  fin  de  chaque  année , suivaient 
dans  leur  expression  une  loi  constante , car  il  ne  s’agirait  plus 
alors  que  de  découvrir  cette  loi. 

A cet  effet , généralisons  l’expression  de  chacune  des  sommes 
dues  à la  fin  de  chacune  des  trois  premières  années  , et  faisons 
le  capital  = c , l’intérêt  pour  § — i,  et  le  remboursement 
annuel  = x.  Cela  posé  , la  somme  due  à la  fin  de  la  première 
année , sera  c -j-  i X c , puisqu’elle  était  numériquement 
20000  -f-  js- . 20000  : ainsi  on  aura 

c(t+É) (i°)  = 

on  rembourse  xt  il  restera  donc  c(i-f-i) — x,  dont  l'intérê* 
est  c ( 1 — ix  j donc  à la  fin  de  la  seconde  année  il  est 
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redû  c ( 1 +()+c(i+i)'-I-“:i  et>  aPrès  *es  réduc- 
tions , * 

c(i  -M)a— (1  +0* (2°.). 

C’est  ce  qu’on  aurait  trouvé  de  suite  en  remplaçant  dans  (i°.)  c 
par  c (1  +i) — x , capital  au  commencement  de  4a  seconde  année. 
On  paie  x et  il  reste  c ( 1 -+-  i )a  — ( 1 + 1 ) x — x > dont  1 *n“ 
térêt  pour  l’année  suivante  est  c (1  -f-  i )a  i — { 1 — t—  î ) ix  — ix  ; 
donc  la  somme  due  à la  fin  de  la  troisième  année  est , après  les 
réductions  faites , 

c ( ! 4.  i )3_  ( , + {).x_  (,  + 1)3;..  . .(3°.)  , 

expression  qu’on  obtiendrait  plus  brièvement , en  rempla- 
çant c dans  ( t°.  ) par  c ( 1 + * )*  — (*  + *)*  — x- 
Ainsi , suivant  que  le  capital  devra  être  remboursé  au  bout 
d'une, de  deux,  de  trois,  etc.  années,  le  paiement  annuel qu  on 
nomme  annuité , sera 

x=c(i  +0., 

x = c(i  +i)a— (1  +i)x, 

x = c(l  +i)3  — (1  + *)*x — ( 1 + 1 ) x> 

« * etc. 

d’où  l’on  déduit 

--cQ  + O 

X = 

1 

c ( 1 4-  i y 

*-!+(!  +0* 

_ c(i  + 03 

i+(i  + 0+(»+»)‘*  * 

etc. 

Pour  un  nombre  n d’années , on  aura  donc  cette  équation 
x=c(i-f-i)n—  (i-f-i)n_>x  — (î-H')”-**. . •—  (t-H)  x. 
Si  pendant  les  n — 1 premières  années  on  n’eût  pas  fait  de 
paiemens , le  paiement  final  eût  été  égal  au  dernier  état  du  ca- 
pital ; il  aurait  représenté  le  capital  c placé  à l’intérêt  i,  pendant 
n années.  Dans  cette'  hypothèse,  il  faut  faire  x — o dans  le 
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second  membre,  et  changer  dans  le  premier  x en  S , ce  qui 
doiAe 

S = c(i+z)«, 

solution  de  la  question  précédente , et  vérification  de  celle-ci. 
De  la  dernière  équation  on  déduit  cette  valeur  de  x , 

x_ cti+iY . 

-,  +<i+t)+C*+»)*+ -f-Ci+O—'  ^ 

Toutes  les  questions  particulières  qu’on  peut  proposer  sur  les 
annuités,  sont  renfermées  dans  cette  question  générale  : de 
ces  quatre  choses,  F annuité , le  capital , l’intérêt  et  le  nombre 
des  années  , trois  étant  données , trouver  la  quatrième.  Si  c’est 
i qu’on  doit  calculer,  l’équation  générale  devient,  après  avoir 

développé  les  binômes  (1  —J—  i )'*,  (1  -f-  i)™”1 , et  ordonné 

les  termes  suivant  les  puissances  décroissantes  de  l’inconnue  i , 
en  commençant  par  la  plus  haute  qui  est  t* , 

AF1  +Bia~'  4-  Cin- H- o , 

8°.  Trouver  un  nombre  tel , que  si  de  son  double  on  sous~ 
trait  1 , qu'on  double  le  reste , et  qu’on  soustraie  2 ,•  puisqu’on 
divise  le  reste  par  4 > résultat  soit  plu$  petit  de  1 que  le 
nombre  cherché. 

Soit  x ce  nombre  ; le  double  est  ax  : soustrayant  1 , le 
reste  est  21—  i,  qui  doublé  , donne  J^x  — a ; soustrayants  , 
il  yient  /fx  — 4 > divisé  par  4 , donne  pour  quotient 

x — x ; or  ce  résultat  est , d’après  l’énoncé  , l’équivalent  de 
x — 1 ; donc  . , 

. x—  1 = x — 1. 

Cette  équation  qu’on  nomme  identique , parce  que  ses  dèüx 
membres  se  répètent  exactement , se  réduit , en  ajoutant  -J-  x 
de  part  et  d’autre  , à la  suivante 

x =s  x 

qui  est  satisfaite  par  tout  nombïe  pris  pour  x.  La  question 
admet  donc  un  nombre  illimité  de  solutions,  ainsi  qu’il  sera 
facile  de  s’en  assurer  en  vérifiant  l’énoncé  sur  un  nombre  quel- 
conque pris  pour  x. 
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208.  Nous  observerons  que  l'équation  du  premier  degré  à une 
seule  inconnue  , étant  de  la  forme 

ox  b = o , 

son  premier  membre  ne  peut  devenir  nul  que  par  x = 

qui  est  conséquemment  la  racine  (ao5).  Mais  qu’on  suppose 
successivement  , 

x=  o , iai,  x—  a , etc., 
et  on  aura  les  résultats 

b,  a 4-  b , &a  b , etc., 
en  progression  arithmétique  , dus  au  x fausses  positions  qu’on 
a faites  : la  première  erreur  b est  le  terme  tout  connu  de 
l’équation , et  la  différence  entre  la  première  et  la  seconde  , 
est  a , coefficient  de  x.  Qu’on  demande  , par  exemple  , deux 
nombres  dont  la  somme  soit  l3  et  dont  la  différence  des 
carrés  soit  Zy0.  Soit  i°.  l’un  des  nombres  o,  l’autre  sera  i3  , 
la  différence  des  carrés  sera  169,  et  l’erreur  169  — 3q  = i3o. 
Soit  2“.  l’un  des  nombres  = 1 , l’autre  sera  ta  ; la  différence 
des  carrés  sera  144 — i = i43,  et  l’erreur  i43 — 39=104. 
Soit  3°.  l’un  des  nombres  = 2 , l’autre  sera  1 1 , la  différence 
des  carrés  = 1 2 1 — 4‘==:  1 1 7 > e*  l’erreur  = 117  — 3g  =78. 
Ces  trois  erreurs  i3o , 104  et  78  sont,  en  progression  arithmé- 
tique; on  a donc 

b r=i3o,  a-f-&=to4,  d’où  a= — 26. 

Ainsi  cette  question  est  traduite  par  • 

26a:  — t3o  = o. 

En  effet , l’un  des  nombres  étant  x , l’autre  sera  i3 — x , et  la 
différence  des  carrés  sera  ( t3  — x )*  — x‘,  ensorte  que 
169 — 2Gx-{-x* — = 3g , # 

d’ou  afix — i3o=c, 

équation  trouvée  plus  haut.  Ces  fausses  positions  peuvent  donc 
donner  l’équation  du  problème  , lorsque  la  question  est  du 
premier  degré.  Mais  si  les  erreurs  ne  sont  pas  en  progression 
arithmétique , on  est  assuré  que  J’équation  doit  être  d’un  degré 


Digitized  by  Google 


174  < L É M E N S 

supérieur  au  premier.  Dans  ce  dernier  cas,  lorsqu’on  a obtenu 
d’une  manière  quelconque  une  première  valeur  approchée  de 
l’inconnue  , on  peut , par  ces  fausses  positions , en  trouver  une 
suite  d’autres  rapidement  convergentes  vers  la  véritable  racine , 
ainsi  que  nous  le  verrons  par  la  suite. 

Nous  appliquerons  encore  le  principe  des  fausses  positions  à 
la  traduction  en  équation  du  problème  des  couriers.  Si  l’on  dé- 
signe par  x un  chemin  quelconque  fait  par  le  second  courier  , 
, pour  x=q,  les  deux  couriers  seront  distans  l’un  de  l’autre  de 

a -\-bc , 

pour  x = i , c’est-à-dire  lorsque  le  second  courier  aura  fait 
ikü,  le  premier  aura  fait 

a + bc+2> 


c* 

en  observant  qu’il  parcourt  lorsque  le  second  parcourt 


la  distance  entre  les  deux  couriers  sera  donc 


a 4-  bc  -f-  % 
a 


l. 


En  calculant  un  plus  grand  nombre  de  résultats,  on  aura 
une  suite  par  différences  égales.  Ces  deux  résultats  sont  les 
erreurs  dues  aux  hypothèses  x = o et  x — î , puisque  si  on 
attribuait  à x la  valeur  qui  convient  au  point  de  rencontre , la 
distance  entre  les  deux  couriers  , serait  nulle.  L’équation  étant 
donc  du  premier  degré  , c’est-à-dire  , de  la  forme 

v • mx  -J-  n = o , 

on  a 

n = a -f-  bc  • 


m-J-n  =a-(-  bc- J-  ^ — t; 


c 

m=d 


— d 


d’où 
conséquemment 

c — d , j,  , d(a  + bc) 

. d d-±c  * 

équation  trouvée  directement. 
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CHAPITRE  XV. 

Sommation  des  suites  par  équi-différences  et  par 
quotiens  égaux , et  de  quelques  autres  suites  qui 
se  rapportent  d celles-ci. 

aog.  Si  on  se  rapporte  à l’équi-différence  (i85) 
a — b = c — d , 

et  qu’on  la  suppose  indéfiniment  prolongée  suivant  la  même 
loi  , on  aura  une  suite  à laquelle  conviendra  la  dénomina- 
tion de  suites  par  équi-différences , et  qu’on  notera  comme 
il  suit  : 

a — b—  c — d = e — f = etc. 

Nous  considérerons  cette  suite  dans  le  cas  particulier  de 
b=  c,  d = e ,/=  g , etc.  , c’est-à-dire  que  nous  suppose- 
rons la  suivante 

a — b ~b  — c=  c— — d — d — e = etc. 

Sous  cette  restriction , elle  était  nommée  progression  arithmé- 
tique , et  on  la  notait  ainsi  : 

, i a . b . c . d . etc. 

sio.  Il  résulte  de  la  nàture  même  de  cette  dernière  suite  , 
que  S~  étant  la  différence  additive  , si  la  suite  est  croissanté , 
soustractive , si  elle  est  décroissante,  on  aura  dans  de  pre- 
mier cas , 

i = a+^,  tf=c  + ^,  etc. 

donc 

c=a-f-ai',  <^==n+3^,  e=a+  4^,  etc.; 
«nsorte  que  l étant  un  terme  dont  le  rang  est  n , on  aura  , 
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d’après  la  loi  de  composition  des  termes  successifs  au  moyen 
du  premier  et  de  la  différence  <S' , 

/ = a + (>—  1)  <5\...(i). 

Comme  ce  terme  se  change  dans  le  premier  , dans  le  second  , 
dans  le  troisième,  etc.,  en  y faisant  n=  1 , = 2 , — 3,  etc.  , 
on  l’a  appelé  terme  général.  En  remplaçant  -j-  i'  par  — dans 
on  a pour  terme  général  de  la  suite  décroissante 

l—a — ( zi — i)  (2). 

Un  terme  quelconque  dune  suite  par  èqui-dfferences  , est 
donc  égal  au  premier  , plus  ou  moins  la  différence  de  la  suite , 
répétée  autant  de  fois  qu’il  y a de  termes , à partir  du  premier 
inclusivement , jusqu  à celui  qu'on  considère  exclusivement. 

ait.  Passons  à la  sommation  d’un  nombre  quelconque  n 
de  termes  consécutifs  de  la  même  suite.  Soit  à cçt  effet , 

S a b -f~  c — f—  d “1—  e ... . — f—  g — j—  1 — f-  h — f-  l , 

S désignant  la  collection  des  termes  qu’on  veut  sommer  : en 
écrivant  la  suite  dans  un  ordre  inverse  au-dessous  d’elle-ménie  , 
on  aura 

et  ajoutant  l’une  et  l’autre  mites,  iLvient 

aS=(a+0+(^+^)+(c+0+-  • • 

Or 

~\~l — ^ — — o— (— / ) c— — ~ — 2 , — ,a~^-l  ■ 

d~\~g zzza— — Oèxxza~\-l , etc. 
donc  ; ,,  + , 

aS  = n(a+l),  d’où  S = -- n^~Q=~{aa-+-(n~- ri)jy.X.(5), 

en  remplaçant  l par  sa  valeur  (]).  Pour  la  progression  décrois-  • 
«ante  composée  de  n termes , on  aurait 

Ou 
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On  voit  donc  que , quoiqu’on  n’ait  en  vue  que  la  progres- 
sion croissante  , néanmoins  la  solution  s'approprie,  moyennant 
le  changement  d’un  signe , à la  progression  décroissante. 

ata.  Les  équations  (1)  et  (3)  fournissent  le  moyen  de  trouver 
deux  quelconques  des  cinq  quantités  a,  f , n,  l et  S , lorsque 
trois  sont  connues. 

Qu’on  ait,  par  exemple , les  données 
' a = 3»  J=i2,  5=3 a, 


auquel  cas  il  reste  à évaluer  1 et  n,  on  aura  recours  aux 
formules 


l — ü4'  (n  — 1 ) J' , 


3a  = 


«OH-O 

a » 


qui  donnent  ^ , * 

ia=$4-(»— iH»  = 

.on  déduit  de  la  seconde 


G. 3a  _ 


or  un  nombre  de  termes  ne  peut  être  ni  fractionnaire  , ni  né- 
gatif; donc  , sous  ces  données  , la  suite  par  différences  égales 
est  impossible , et  conséquemment  nous  n’aurons  pas  besoin 
de  calculer  la  différence  i'.  Nous  nous  bornerons  à cette  re- 
marque sur  laquelle  nous  reviendrons  plus  loin. 

ai3.  La  suite  par  quotiens  égaux,  est  celle  dans  laquelle  le 
quotient  d’un  terme  divisé  par  le  précédent  ou  par  le  suivant , 
est  toujours  le  même.  Il  résulte  de  cette  définition , que  chacun 
des  termes  est  égal  au  précédent  multiplié  par  un  même  nom- 
bre j lorsque  ce  facteur  constant  est  plus  grand  que  l’unité,  la 
suite  est  croissante  ; s’il  est  compris  entre  zéro  et  l’unité,  la  suite 
est  décroissante.  Ces  suites  étaient  nommées  progressions  géo- 
métriques; nous  préférerons  la  dénomination  précédente , parce 
qu’elle  énonce  une  définition. 

214.  En  désignant  le  premier  terme  par  a , et  par  q le  facteur 
constant,  cette  suite  sera 

a,  aq',  aq‘,  aq 3,  aq ♦,  aqb,  etc. 

ta 


- • 
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D'après  la  loi  de  composition  des  termes , celui  dont  le  rang 
est  n sera,  en  le  désignant  par  u , 

. u=aq*~t (5); 


faisant  successivement  n=i , = 3 , =3,  =4,  etc.  , il  se 
change  dans  le  premier , dans  le  second , dans  le  troisième , etc. 
terme  de  la  suite , et  par  cette  propriété , il  a été  nommé  terme 
général. 

Il  est  facile  de  démontrer  cette  propriété  de  la  progression 
géométrique  : la  puissance  m"m'  du  premier  terme  , la  même 
puissance  du  second , le  premier  terme  et  celui  du  rang  rn-f-i  ; 
forment  une  proportion  géométrique. 

21 5.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver  la  somme  de 
n termes  de  la  suite  par  quotiens  égaux  , à jjprtir  du  premier 
inclusivement  : S.  désignant  cette  somme  , nous  aurons 

S — a + aq  + + aq3  ■+■  aq*- h -f-  aqn~‘  -f-  aqn~'  ; 

multipliant  de  part  et  d’autre  par  le  facteur  constant  q , il  vien- 
dra cette  égalité  entre  les  produits 

qS  = aq  -f-  aq%  -j-  atf  -f- aq"~‘  -f-  aq*. 

Retranchant  la  première  égalité  dé  la  seconde , et  observant 
que  tous  les  termes  s’entredétruisent , à l’exception  de  aqn  et  a , 
la  différence  sera 

„ „ „ ji  \ o *tq”—à  aqn-"Xq — a 

aS  —S  =aqn — a,  d où  5=— 4 s=  — — — 

V 7 q—i  q — i 

•t  en  remplaçant  aq*~ 1 par  u , 
qu  — a 


• • (6)  . 


S = - 


Lorsque  q=i  , on  a 

u — a et 


<7—1 


•<7)- 


o 

ô; 


ce  symbole  f ne  peut  plus  être  celui  de  l’indétertttimation  , car 
on  sait  d’avance  que,  sous  cette  hypothèse,  S = na.  Nous 
donnerons  (chap.  20)  une  méthode  pour  obtenir  la  valeur 
d’une  fraction  qui  se  présente  sous  cette  forme , lorsqu’il  n'y  a 
pas  indétermination. 
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On  peut  encore  parvenir  autrement  à la  somme  ci-dessus. 
En  effet,  on  a trouvé  (91) 

* 1 

-=  1 + 9 + <7*  + q*+ + <7*“‘+ 


x—q  x—q 

qu’on  multiplie  de  part  et  d'autre  par  a,  et  on  aura  * 

-JL——a  + aq  + aq'+ -f-  aq—l+ 

x—q  x—q 

d’où  l’on  déduit , après  avoir  fait  passer  le  terme  — dan, 
premier  membre , • * 


■ aq" 


x — q 
et  conséquemment , 


= a+aq  + aqi  +. . 


.+ aq * 


■ ag" — ° 


comme  ci-dessus.  Ce  procédé  très-simple  s’étend  au  cas  da 
la  progression  décroissante  indéüiiment  prolongée , et  de  la 
progression  à signes  alternatifs  , laquelle  résulterait  de  la 
division  de  1 par  1 + q.  Les  élèves  pourront  faire  ces  deux 
applications.  Les  couples  de  formules  (1)  et  (3)  , (5)  et  (6) 
renferment  cinq  quantités , ensorte  que  trois  étant  données  , 
on  peut  toujours  calculer  les  deux  autres  ; et  comme  ces  dé- 
terminations exigent  des  méthodes  dont  il  n’a  pas  encore  été 
question  , nous  les  avons  renvoyées  à la  fin  du  chapitre  dix- 
neuvième. 

21S.  Considérons  la  progression  décroissante  qui  résulte  da 

la  proposée  , en  y changeant  q en  alors  le  terme  de  rang  n, 

r * 

que  nous  avons  désigné  par  u , devient 


„ SJL:: 

a r 


ar  — u 
r — 1 * 
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Supposons  que  la  progression  soit  continuée  indéfiniment  , 
c’est-à-dire  qu’elle  ne  s’arrête  jamais;  alors  u Sera  plus  petit 
qu’aucun  nombre  donné , quelque  petit  qu’il  soit , puisque  u 
diminue  toujours  en  s’éloignant  du  premier  terme  ; il  s’agit 
d’examiner  ce  qu’on  doit  entendre  par  la  somme  de  la  tota- 
lité des  termes  de  cette  suite.  Pour  cela , nous  supposerons 
que  le  nombre  n qui  est  le  rang  du  terme  u , devienne  suc- 
cessivement = 2 , = 3 , —4>  et  ainsi  de  suite  indéfiniment  ; 
à ces  valeurs  de  n correspondent  celles-ci  de  u , 


n a a a a 


fractions  qui  sont  de  l’espèce  des  suivantes  : 


îii»  ■ 

a > 4 ’ 8*  1 1>  > 3»  > clw*  * 

qui  s'approchent  de  plus  en  plus  de  zéro  sans  pouvoir  jamais 
l’atteindre.  En  effet , qu’on  divise  une  ligne  prise  pour  unité 
, en  2,3,4»  etc.  parties  îjjgales  , on  ne  peut  jamais  arriver  à 
une  sous-division  zéro , puÎMn’en  répétant  cette  sous-division 
autant  de  fois  qu’elle  est  dSs  la  ligne  , on  conclurait  que  la 
ligne  entière  est  zéro  ; mais  plus  on  avance  dans  ces  fractions , 
plus  la  sous-division  correspondante  devient  petite  , plus  on 
approche  de  zéro  qui  est  la  limite  de  leurs  décroissement  (92). 
On  conçoit  que  cette  conclusion  n’a  lieu  qu’à  l’égard  des  dé- 
croissemens  par  voie  de  division.  En  appliquant  ce  que  nous 
venons  de  dire  aux  valeurs  successives  de  u , qui  sont  aussi  des 
fractions  décroissantes , on  aura  cet  algorithme 

o = limite  de  u , 

ce  qui  signifie  que  la  différence  entre  u et  zéro  est  plus 
petite  que  toute  quantité  assignable.  Reprenons  maintenant 
l’expression  t 

r — 1 r — x 

le  premier  terme  de  S est  indépendant  du  nombre  des  termes 
qu’on  somme  , c’est-à-dire  qu’il  reste  numériquement  le  meme 


1 
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pour  toutes -les  valeurs  de  n -,  donc  la  somme  S s’approche 
d'autant  plus  de  ce  premier  terme,  que  le  nombre  n est  plus 

grand , et  à la  limite  o de  U ^ , correspond  la  limite  de  S , 
qm  est ; ainsi n est  pas  la  somme  des  termes  de 


r — x r — 1 
la  progression  indéfiniment  prolongée  , mais  une  limite  supé- 
rieure que  cette  somme  ne  peut  atteindre.  C’est  pour  caracté- 
riser cette  circonstance,  que  nous  écrirons 

ar 


limite  S = ■ 


r — 1 


.(8). 


Ainsi 


ar 


est  un  terme  dont  on  approchera  d’antant  plus , 

» A 

qu’on  prendra  une  plus  grande  portion  de  la  progression  , 
observant  bien  qu’il  ne  peut  être  pris  pour  S , qu' autant  qu’ü 
s’agit  de  la  totalité  de  la  suite  qu’on  ne  peuteommer. 

Soit , pour  exemple , la  progression  indéfiniment  prolongée 


4 » ¥ > 


T 

1 S I 


etc. , 


on  a 


donc 


a = i et  r ~ a ; 
limite  S — a. 

En  effet, si  on  étend  bouta  bout  deux  lignes  prises  chacune 
pour  unité  , et  qu’à  la  première  en  ajoute  la  moitié  de  la 
seconde  , puis  à la  somme  la  moitié  du  reste , à cette  seconde 
somme  la  moitié  de  l’excédant  , et  ainsi  de  suite , ce  qui 
revient  à ajouter  2 , 3,4,  etc.  termes  de  la  progression  , 
toutes  ces  longueurs  approcheront  de  plus  en  plus  de  la 
longueur  totale  des  deux  lignes , sans  pouvoir  jamais  lui  deve- 
nir rigoureusement  égales , ce  qui  fait  bien  voir  que  a est  la 
limite  vers  laquelle  ces  sommes  tendent  sans  cesse , sans  ce- 
pendant pouvoir  jamais  l'atteindre. 

Ce  qui  vient  d’être  dit  aurait  encore  lieu  dans  le  cas  où 

le  facteur  serait  toute -autre  fraction  —,  parce  qu’alols  on 


* 


B. 
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S = 


ar 

r — m 


r — m 


mais  la  limite  de  m ■ 


étant  zéro , celle  de  S est 

r — m , 

limite  S = — . 


317.  Jusqu'ici  nous  avons  considéré  la  progression  donttoua 
les  termes  sont  positifs;  mais  il  peut  arriver  que  les  signes  soient 
alternatifs,  ce  qui  a lieu  lorsque  le  facteur  q est  négatif,  car 
alors  les  termes  sont 

* 

a,  — aq,  + aq',  — aq3 , + aq* ±aq"~,J 

le  signe  -f-  du  dernier  terme  se  rapportant  au  cas  où  n est 
impair  , et  le  signe  — à celui  de  n nombre  pair.  J*our  sommer 
cette  progression  que  nous  supposerons  croissante , on  posera 
encore 

S — a — aq  + aq'  — aq3+ zp  aqH~*  dz  aqn~' , • 

et  multipliant  de  part  et  d’autre^ar  — q,  parce  que  le  facteur 
constant  est  négatif , on  aura 

— qS= — aq  aq*—  aq3-— zpaqn~*±  aqn~'zpaqn. 

Si  on  retranche  la  première  égalité  de  la  seconde , la  différence 


sera 


d’où  l’on  tire 


5 ( — q — 1)  = zpaqn  — a, 


S — — aqn+a  __  ±.uq+a 
9 + i ~ 9-+  » 


•(9), 


où  l’on  remarquere  la  même  correspondance  entre  les  signes 
+ et  — du  ternie  uq , et  l’indice  pair  ou  impair  du  rang  du 
dernier  terme. 

Dans  le  cas  de  la  progression  décroissante  à signes  alter- 
natifs f dont  le  nombre  de  termes  surpasse  tout  nombre  donné. 
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on  trouve 


limite  S = 


ar 


.(10), 


T+  1 

«près  avoir  fait  dans  (g)  q = p et  supprimé  le  terme  variable 
suivant  la  notion  de  limite  donnée  plus  haut. 

Proposons  - nous  de  sommer  , par  exemple  , la  suite  do 
termes 

>,  — ï,  +s»  — ï,  4-r?»  —«te. 

prise  indéfiniment  ; en  la  comparant  avec  la  formule  géné- 
rale des  progressions  à signes  alternatifs  , on  trouve 

a = i,  r—+9-, 


donc 


limite  5 = f . 


En  effet , la  progression  proposée  équivaut  à la  somme  des  deux 
suivantes  : 

*>  ï,  TJ,  jx , etc.;  — i,  — i,  — rr,  etc. 
Faisant  pour  la  première  a = ï et  r=4>  et  pour  la  seconde 
a =—  l et  r==4  dans  l’expression  limite  (8)  , on  trouve  le» 
suivantes  : 

limite  S=f,  limite  S = — • f , 

en  les  ajoutant,  on  a | pour  somme  des  limites  , résultat  trouvé 
plus  haut. 

ai8.  Toute  fraction  décimale  périodique  dont  la  période 
commence  immédiatement  à droite  delà  virgple , aura  pour 
formule  générale 

+ + *•}• 

n représentant  le  nombre  qui  forme  la  période,  p 1»  base  îo 
dans  notre  système  d’arithmétique,  et  r le  nombre  des  chiffres 
dont  se  compose  une  période.  Si , par  exemple , la  frac- 
tion est  ( 

o,  24  a4  a4  24  etc.. 
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on  aura  » 

• 71  = 24,  p — 10  et  r = a. 

Le  premier  terme  de  la  suite  entre  parenthèses  , est  i , et  le 
facteur  constant^  , enso'rte  que  la  limite  de  la  gomme  sera 

pr 

limite  S = — = — , 

pr — 1 pr — • 

et  multipliant  par  n,  on  aura  Or  n est  le  nombre  qui 

forme  la  période,  et  pr — 1 est,  pour  p=io,  un  nombre  de  9 , 
égal  à celui  des  chiffres  de  la  période.  Tel  est  effectivement  le 
mode  de  composition  de  la  fraction  génératrice. 

2 19.  Nous  allons  assigner  les  caractères  qui  fofft  reconnaître  si 
la  période  doit  ou  non  commencer  immédiatement  après  la 
virgule , et , dans  ce  dernier  cas , nous  rechercherons  le  rang  du 
premier  des  chiffres  périodiques. 

- - B ' ' 

x*.  Soit  la  fraction  irréductible ,dont  le  dénominateur  A>B 

ne  renferme  ni  le  facteur  2 ni  le  facteur  5 : si  Ton  résout  cette 
fraction  en  fraction  décimale,  ôn  aura  les  qnotiens  successifs 


0 » <7  > 

les  restes 

9'  , 

9" , 

9m> 

9"> 

etc. , 

B , r , 

et  les  dividendes 

f'  , 

r"» 

i". 

r ", 

etc., 

B , 10 B , 

10  r , 

10  r , 

107 " , 

îor". 

etc. , 

conséquemment  les  égalités  suivantes  : 

B = A. o 
Lio  B = A.q 


4-  B 

+ T 

10  r = A.q'  + t/ 

10/  = A.q"  4"  1* 

\c/  = A.<f  4-  r* 

ior*  = A.qnm+  r,T. 

etc. 
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Supposons  le  reste  t"~  B : on  aura  cette  égalité 

i or"  =s  Acf  -f-  B d’où  iod'  — B = A<f  j 
donc  îor" — B doit  être  divisible  par  A et  par  qa,  ce  qui 
n’est  pas  absurde.  Mais  si  l’on  supposait  r*  = r , on  aurait 
10B  =A.q  -\-r , tor"  = Aqm -+•  r , 
et  loi*  — 10  B=sAqm  — Aq , 

ce  qui  donnerait 

10  ( r" — B)  _/ 

— ~2 


égalité  impossible,  parce  que  A est  premier  avec  10,  et  que 
r"  — B <^A , à cause  de  / < A et  B < A ( 1 07  ).  On  ne 
pourrait  supposer  non  plus  r"  — /,  parce  qu’on  serait  conduit 
à la  condition  impossible 

g 

Donc  toute  fraction  irréductible  — , et  dont  le  dénominateur 

est  un  nombre  premier  avec  10 , donne  lieu  à une  fraction 
décimale  périodique  qui  commence  au  chiffre  des  dixièmes. 

La  période  commençant  toujours  au  chiffre  des  dixièmes , 
supposons-la  de  quatre  chiffres,  ensorte  qu’on  ait  r*—B  ; 
alors  ior"=  10 B et  q"~q  ; ajoutons  les  a*,  3*,  4*  e*  5*  éga- 
lités (il/)  K nous  aurons,  après  la  réduction  , 


9 (Æ+r-J-  i/+r")  =zA(q+q'-t-  q"  + qm')\ 
d’où  l’on  déduit 


Or  A étant  un  nombre  autre  que  g ou  3 , doit  diviser 
■B-f-r-J-r'+r"  : ainsi  , dans  ces  hypothèses , la  somme  des  restes 
obtenus  dans  l’étendue  d’une  période , doit  être  un  multiple  de 
A.  D’une  autre  part , et  à cause  dg 


B + r+r'  + f + 

d 


# 

*» 


* 


* 
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9 ne  pouvant  diviser  A , doit  diviser  la  période  q q'  q*  qm,  en 
observant  que  çes  lettres  représentent  les  chiffres  successif» 
d’une  période.  > -, 


Ainsi  , à l’exception  de  A—  g et  de  A r=a  3 , la  somme 
des  restes  obtenus  dons  tétq/idu,e  d’une  période  , est  toujours 
multiple  du  diviseur  , et  la  période  elle-même  est  divisible 
par  g ; de  plus  , ce  dernier  quotient  doit  diviser  la,Somme  des 
restes.  « 


Supposons  r -f-  r"zxzA:  si  Ton  ajoute  les  égalités  qui  ont 
pour  premier  membre  îor  et  îor",  on  aura 

,oCr+/)  = ^(q'  + q-)  + rr-f  r»,  ’ 

c'est-à-dire 

10  A = A{q'+q*)  + / + 

d’où  l’on  conclut  la  divisibilité  de  / -f-  r*  par  A,  et  conséquem- 
ment l’égalité  / r*  = m4 , m étant  un  nombre  entier  j mai» 
à cause  de  r' A et  de  rm <£A , on  a 


donc 


r'  - +r  r*  •<  s A } 


m t et  / -+-  r"  =s  A. 
Ainsi  l’égalité  (J¥)  devient 

îo A==A  Çq'-f-  qm)+  A, 


et  elle  donne 


t ■ 


ç'  + q" 


Ainsi , lorsque  deux  restes  donnent  le  diviseur  pour  somme  i 
les  deux  restes  consécutifs  donnent  la , même  sopime  ; de  plus 
les  deux  chiffras  lu  période  qui  correspondent  à ces  deux 
restes  , valent  ensemble  g.  Ce  qui  fournit  un  moyen  simple 
de  trouver  les  chiffres  restons  delà  première  période,  lorsqu’on 
est  arrivé  à un  reste  complément  de  l'un  des  précédens  , au 
■diviseur;  car  alors  chacun  des  chiffres  à trouver  est  le  complé- 
ment à g de  chacun  des  chiffres  déjà  obtenus  au  quotient. 
a°.  Soit  la  fraction  décimale 

• r 

S==o,N  abc  abc  etc.. 


r 
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N désignant  le  nombre  étranger  à la  période , et  dont  le  nombre 
des  chiffres  e9t  n,  et  abc  étant  le  nombre  périodique  : si  on 
• multiplie  de  part  et  d’autre  par  10",  on  aura  l'égalité 


io*5  = IV,  abc  abc  etc..,.  .(1). 

Si  l'on  multiplie  cette  dernière  par  103,  on  aura  la  suivante  : 
( 1 o y+3S  = Nabc  , abc  etc ... . (a) . 

Si  de  (a)  on  retranche  (1),  la  différence  sera 


(io)*+3  — 10"  S — Nabc  — N. 


d’où 


S = 


Nabc — N 
10"  (io(— r}* 


les  lettres  c , b , a comptant  les  unités , les  dixaines  , les  cen- 
tainçs/'et  ceux  de  N , à partir  du  dernier  à droite,  comptant 
les  mille  , dixaines  de  milfe,  etc.  La  différence  103 — 1 = 999  , 
et,  en  général , le  facteur  de  10"  au  dénominateur,  sera, 
comme  on  le  sait, coraposéd’autantdegqu’ilyadechiffres dans 
la  période,  et  conséquemment  le  dénominateur  sera  ce  nombre 
de  g suivi  | d’autant  de  zéros  qu’il  y a de  chiffres  dans  N. 
Or’,  i°  le  dernier  chiffre  à droite  du  nombre  N,  étant  diffé- 
rent de  c ou  dû  dernier  chiffre  du  nombre  périodique  , le 
numérateur  ne  peut  être  divisible  par  10,  ensorte  que  les  deux 
termes  de  la  fraction  que  je  ne  suppose  pas  encore  réduite , 
ne  peuvent  renferpaer  que  des  facteurs  a seulement,  ou  des 
facteurs  5 , abstraction  faite  des  autres  diviseurs  communs  qui  * 
n’influent  pas  sur  la  conclusion  -,  ensorte  que  si  l’on  décom- 
pose le  dénominateur  de  la  fraction  réduite  dan*ses  facteurs  a et  5 
et  dans  un  facteur  A'  premier  avec  a et  5,  le  plus  élevé  des  deux 
exposans  a et  5,  étant  augmenté  d’une  unité,  comptera  le  nombre 
de*  intervalles  entre  la  virgule  et  le  premier  des  chiffres  pério- 
diques. a0.  Quelques-uns  des  derniers  chiffres  de  N répéteront 
autant  des  derniers  chiffres  de  la  période  ; et  en  supposant 
que  les  deux  derniers  chiffres  de  N puissent  être  bc , la  période 
ferait  bca  bca  etc.  et  non  acb  aco  etc.  -,  ainsi  son  origine 
serait  à deux  intervalles  de  moins  de  la  virgule  ; mais  pour 
cette  nouvelle  origine  périodique  , le  numérateur  ne  serait 
plus  terminé  par  des  zéros  ; et  après  la  suppression  des  facteurs  2 


* 
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ou  5 dans  les  deux  termes  de  la  fraction,  leplus{hantdes  exposan* 
de  a ou  5 au  dénominateur , augmenté  d’une  unité,  compterait 
encore  le  nombre  des  intervalles  entre  la  virgule  et  le  pre- 
mier chiffre  périodique.  3°.  Le  nombre  N et  la  période 
peuvent  être  terminés  par  de? zéros  , auquel  cas  le  numéra- 
teur serait  aussi  terminé  par  des  zéros  -,  cette  circonstance  qui 
rentre  dans  le  second  cas  , mérite  d’être  examinée.  A cet  effet* 
supposons  la  fraction  périodique  suivante , 

0,7000  3o  3o  3o  etc.  , 

où  la  période  est  3o  : il  est  clair  qu’on  peut  prendre  700  pour 
le  nombre  non  périodique , et  pour  période , o3  o3  o3  etc.  : . 
de  cette  manière  , le  numérateur  Nbc  — Ar  = 70003  — 700 
= %3o3,  et  il  ne  se  termine  plus’ par  des  zéros , ainsi  qu’il 
arrivait  pour  N = 7000  et  pour  la  période  3o,  puisqu’alor* 
on  avait  Nbc  — iV= 700000  — 3o.  Dans  la  fraction  décimalfe 

0,70  3ooo  3ooo  3ooo  etc.,, 
on  peut , au  lieu  de  la  période  3ooo , prendre  o3oo , et  alors  1a 
fraction  doit  s’écrire  ainsi  : • 

0,7  o3oo  o3oo  etc. 

On  peut  donc  remarquer  que  la  véritable  origine  de  la  pé- 
riode , est  toujours  telle  que  le  numérateur  de  la  fraction  n’est 
pas  terminé  par  des  zéros  ; ensorte  qu’on  ne  doit  plus  suppo- 
ser qu’on  ait  divisé  le  haut  et  le  bas  de  la  fraction  par  1 o , 
niais  seulement  «par  2 ou  5 , ou  par  une  puissance  de  l’un  ou 
de  l’autre  de  ces  nombres.  Ainsi  le  plus  haut  des  exposans  de 
2 et  de  5 dans  la  fraction  réduite , augmenté  d’une  imité  , comp- 
tera encore  le  nombre  des  intervalles  entre  la  virgule  et  la 
véritable  origine  de  la  période. 

Ainsi , après  la  décomposition  du  dénominateur  h.  d'une  fraction 
proposée  , en  A'.at.  5“,  A'  étant  premier  avec  a et  5 , le  plus 
haut  des  exposons  p et  n,  comptera  le  nombre  des  chiffres  de 
la  portion  non-périodique. 
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220.  Nous  dirons  un  mot  des  nombres  figurés  : tels  sont  ceux 
qui  forment  le  triângle  arithmétique  suivant  : 


1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

etc. 

2 

3 

4 

5 

• S 

7 

8 

9 

10 

etc. 

1 

3 

6 

10 

i5 

21 

28 

36 

45 

etc. 

1 

4 

10 

20 

35 

56 

* 84 

120 

etc. 

1 

5 

i5 

35 

70 

126 

210 

etc. 

1 

6 

21 

56 

126 

25s. 

etc. 

1 

7 

28 

84 

210 

etc. 

t 

8 

36 

120 

etc. 

1 

9 

45 

etc. 

• 

1 

10 

etc. 

1 

etc. 

etc. 

Les  nombres  de  la  seconde  ligne  sont  les  sommes  des 
1 , 2,3,  4 > etc.  premiers  nombres  de  la  première  ligne  ; les 
nombres  de  la  troisième  ligne  sont  pareillement  les  sommes 
des  r ,%  ,3,4,  etc.  premiers  nombres  de  la  seconde  ligne  , 
et  ainsi  des  lignes  suivantes. 

On  remarquera  que  les  nombres  qui  forment  une  colonne 
verticale  , sont  les  coefficiens  numériques  du  binôme  a b 
élevé  à une  puissance  marquée  par  le  quantième  fie  cette 
colonne,  diminué  de  l’unité  , en  comptant  de  gauche  à droite. 

Les  sommes  des  nombres  qui  composent  les  colonnes  ver- 
ticales , forment  la  progression  par  équi-quotiens 
. 1:2:4*8:16:  3a;  64  etc. 

Les  nombres  de  la  première  ligne  se  nomment  nombres 
points  ; ceux  de  la  seconde , nombres  linéaires  ; ceux  de  la 
troisième  , nombres  triangulaire*  ; de  la  quatrième  , nombres 
pyramidaux  ; ceux  de  la  cinquième  , nombres  trianguli-py- 
ramidaux.  On  les  appelle  collectivement  nombres figurés, parce 
qu’on  peut  arranger  les  unités  qu’ils  comptent , de  manière 
à former  des  figures  géométriques.  On  trouvera  dans  la  secopde 
jection  de  ce  Traité  , la  doctrine  relative  à ces  nombres. 

221 . On  pourra  maintenant  assigner  les  limites  des  sommes. 
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non-seulement  des  progressions  décroissantes  à l’inEni  , mais 
encore  de  toutes  les  suites  décroissantes  quelles  qu’elles  soient, 
pourvu  quelles  puissent  se  décomposer  en  progressions  par 
équi  - quotiens , dont  les  sommes  Tonnent  encore  une  telle 
progression  ; le  terme  sommatoire  de  celle-ci  est  alors  celui 
de  la  suite  proposée.  Proposons-nous,  par  exemple,  la  suite 
de  termes 

a+4c+etc.'; 


„ a , a-f-c  , a-fac  , o-f-3c 
* — bd  bd * bd 1 


bd  “H  bd*  ^ bd1  ^ bd + 
on  pourra  la  décomposer  dans  les  suivantes  : 
a . a , a a a . 

6 + W + W*  + W^  + W4  + etC* 
c 


+h+të+û+bd>+°tc- 
+^  + è + à+etc. 

+à+â+8tc*  • 

# +à  + etc”  - 

qui  sont  des  progressions  décroissantes  dont  lés  limites  de* 
sommes  donnent  cette  autre  suite  : 

^ ad  | c , c , c 

S~~bd  — b + bd—  b + (bd—b^d^  (bd — b)dm 

+ (bd—b)d?  + etC'> 

laquelle,  à partir  du  second  inclusivement , est  une  progres- 
sion géométrique  nécessairement  décroissante  dont  le  facteur 

constant  = A > et  pour  laquelfe  on  trouve 
d 

C rXd 


limite  S = 


bd— b' 


cd 


d — î b (d  — 

et  ajoutant  le  premier  terme , il  vient 

ad  , cd 


limite  S = 


b<i—  t + h (d—iY 
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Par  des  décompositions  analogues , on  trouvera  les  limites 
de  ces  suites  numériques  : 

ï + ï + I + tV  + ^t  + etc....  {A) 
i + ï + ! + if  + H + etc 
i + i+X+T^  + §i  + etc. . . . (C)  , 
ï + ï+  l + ff  + îï  + etc....  (Z)) , 
dont  les  dénominateurs  forment  une  suite  par  équi-quotiens , 
tandis  que  les  numérateurs  sont  dans  ( A ) la  suite  des  nombres 
naturels  ; dans’  ( B } les  nombres  triangulaires  ; dans  (C)  les 
nombres  pyramidaux  ; enfin  dans  (Z>)  les  quarrés  des  nombres 
naturels.  On  trouvera  d’abord  {A)  =2. 

0n  décomposera  ( B ) dans  les  séries 

ï + ï,+  î + -&Hh&‘f-  etc. 

r ? + !+  *£  + £ + etc. 

ï + 7g  + h + etc. 

7g  + Ji  ~f~  etc. 

À + etc. 

d’après  la  loi  de  formation  des  numérateurs.  On  a déjà  trouvé 
a pour  terme  sommatoire  de  la  première  de  ces  suites.  Les  sui- 
vantes sont  décomposables  en  des  progressions  par  équi-quo- 
tiens , et  on  trouve  pour  la  somme  des  limites 

1 -f-î  + i + ï-frg  + etc. , 

dont  la  limite  de  la  somme  est  2 , ensorte  que  (Z?)  =4-  On 
trouvera  (C)  = 8.  La  loi  de  formatiou  des  carrés  donne  cette 
décomposition  de  la  quatrième  suite 

ï + ï + f + i£  + sf_t“  etc. 

4 + f + ’it  + £ + etc. 
ï + Tê  "+*  "f"  etC. 

• * rg  + 57  + etc- 

37  + etc. 

suites  pour  lesquelles  on  déduit  de  la  limite  (Z?)  et  de  la  limite 
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{A  ) divisée  par  a , 4 , 8 , etc.  cette  somme  de  limites 

4+1  + ï + ï + 5 + Tb  + etc*> 

ou  (D)  = 6.  Il  est  bien  entendu  que  les  nombres  {A)  , (5), 

(C)  et  (Z?)  sont  des  limites  de  sommes. 

Nous  terminerons  cette  digression  par  la  sommation  d’une 

série  qui  ne  peut,  comme  les  précédentes,  se  décomposer 

en  progressions,  mais  qui  offrira  un  exemple  des  artifices 

auxquels  on  est  obligé  de  recourir  au  défaut  de  procédés  directs. 

Qu’il  s’agisse  de  sommer  la  série 

a , a , a , a a . 

— + s—  + ^ — H + —r—  + etc. 

xc  3c  bc  ioc  i5c  • 

qui  ne  s'arrête  pas  , et  dont  les  coefliciens  dans  les  dénomina- 
teurs, sont  une  suite  de  nombres  tels  que  leurs  différences 
sont  elles-mêmes  la  suite  des  nombres  naturels. Nous  écrirons 
l'une  sous  l’autre  les  deux  suites  « 

- + - + ^-+-+7^  + «c.  =N, 
c ac  3c  ' 4c  5c 

a . a . a , a . a , _T  a 

— + 5f  + 7"  + K-  4*5 — f~ etc’  — N— 
ne  3c  4e  5c  1 oc  c 

! 

retranchant  terme  à terme  la  seconde  de  la  première  , on  aura 
pour  différence 


“ + _£.  + JL  + a 

sc  6c  îac  no  c 1 


3oc 


:N_N+?  = ?; 

C c 


prenant  le  double  de  part  et  d’autre  , on  retombera  sur  là  pro- 

2<Z 

posée  qui  équivaut  conséquemment  à —,  Dans  l’hypothèse 

C 

a = c ==  i , on  trouve 

l+ï  + i + TÔ  + 7ï  + etc-  = a î 
et  retranchant  i de  part  et  d’autre  , ■ 

T + 5 + r?  + i ï + etc.  = i,  * 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  ces  recherches  qui  sont 
étrangères  aux  élémens,  quoiqu’elles  n’y  soient  pas  déplacées. 
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CHAPITRE  XVI.  . 

Définition  y propriétés  et  calcul  des  Logarithmes. 

22a.  Nous  résumerons  d’abord  les  diverses  questions  réso- 
lues jusqu’ici , en  montrant  de  quelle  manière  elles  dérivent 
d’une  première  question  qui  est  celle  de  l'addition.  Soient  a 
et  b deux  quantités  à ajouter  , et  c leur  somme  : on  aura  pour 
traduction  de  cet  énoncé  ces  égalités 

• a + i=c (i). 

Inversons  cette  question  , et  supposons  que  a et  c , ou  b 
et  c étant  donnés  , on  ait  à trouver  b ou  a ; il  est  clair  qu’on 
les  déduira  de  ces  égalités 

b = c — a,  ax=:c  — b, 

9 

d’où  résultent  la  soustraction  et  l’idée  d’une  nouvelle  espèce 
de  nombres  qu'on  nomme  négatifs  ou  inverses  ( chap.  a 
et  i4). 

Si  le  nombre  a doit  être  ajouté  b fois  à lui-même  , en  dési- 
gnant encore  par  C la  somme  ou  le  produit , on  aura 

ùa=s  c (2). 

Si",  retournant  cette  question , on  donne  a et  c , ou  b et  c , 
et  qu’on  veuille  calculer  b ou  a,  on  est  conduit  à 


dé  là  résultent  la  division  et  une  nouvelle  espèce  de  nombres 
qu’on  nomme  fractionnaires* 

C’est  à la  multiplication  de  plusieurs  quantités  égales  entre 
elles  que  les  puissances  doivent  leur  origine  (3a , 34)  , et  on 
indique  cette  opération  de  cette  manière  : 

a1  = c, 

18 
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b désignant  le  nombre  de  fois  que  a se  trouve  écrit  en  fac- 
teur. Ici  la  question  peut  être  inversée  de  deux  manières  , 
ensorte  qu'on  a deux  cas  différens  à considérer  , ce  qui  n’ar- 
rivait pas  dans  les  questions  précédentes  , parce  que  , dan* 
chaque  traduction  , les  lettres  a et  b entraient  de  la  même 
manière.  On  peut  donc  proposer,  i*  de  trouver  la  racine  a 
au  moyen  de  la  puissance  c et  de  l’exposant  b ; a°  de  trouver 
l’exposant  b,  en  supposant  connues  la  puissance  c et  la  racine  a. 
L’opération  pour  trouver  a , connaissant  b et  c , conduit  à 
deux  nouvelles  espèces  de  quantités  , les  irrationnelles  et  les 
imaginaires  ( i5o  , 107  ).  La  seconde  question  conduit  à la 
théorie  des  logarithmes  , et  le  calcul  de  b exige  des  méthodes 
particulières  qui  seront  exposées  dans  ce  chapitre  et  dans  l’ua 
des  suivans. 

2a3.  Reprenons  donc  l’équation 


ou , plus  généralement , 

* a*=7  ■ 

la  question  de  trouver  a:  quand  les  nombres  a et  y sont  donnés, 
rentre  toujours  dan?  la  suivante  : étant  donné  un  nombre  arbi- 
traire a , mais  qui  doit  conserver  invariablement  la  valeur 
adoptée  , assigner  pour  x un  nombre  tel  que  a*  devienne  un 
nombre  y donné.  C’est  pour  rentrer  daus  la  généralité  de  cet 
énoncé  , que  nous  avons  désigné  l’exposant  de  a et  le  nombre 
c par  les  lettres  x ety  qui  doivent  varier.  L’exposant  x est  dit 
le  logarithme  du  nombre  y,  qu’on  désigne  par  ces  lettres  ini- 
tiales log , et  le  nombre  a est  nommé  base  des  logarithmes, 
parce  que  ce  nombre  est  fixé  une  fois  pour  toutes.  On  nomme 
encore  système  de  logarithmes , la  série  des  nombres  x calculés 
sur  une  base  particulière  et  invariable  a.  Ainsi  en  changeant 
de  base, on  passe  d’un  système  à un  autre  système  de  loga- 
rithmes , ou  bien  on  change  de  système. 

224.  Supposons  d’abord  x=o,  on  aura  y =1  ; à x=  i 
correspond  y = a ; donc  , i°.  dans' tout  système  , le  logarithme 
de  C unité  est  zéro  ; a°.  le  logarithme  de  la  base  est  l'unité.  Ces 
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propriétés  appartiennent  essentiellement  à tons  les  systèmes  de 
logarithmes. 

225.  Changeons  -f-x  en — a:  dans  l’équation  fondamentale 
a*  =y,  et  nous  aurons 


1 


or  , l'exposant  x augmentant  continuellement , la  fraction 
i diminuera , si  cependant  la  base  a surpasse  l’unité  ; cette 

fraction  tendra  vers  zéro  qui  en  sera  la  limite  ; à limite 
correspond  une  valeur  de  X plus  grande  qu’aucun  nombre 
donné , quelque  grand  qu’il  soit. 

Ainsi , la  base  a étant  plus  grande  que  l’unité , le  logarithme 
de  zéro  sera  l'infmi  négatif. 

226.  Soient^  et  y les  représentations  de  deux  nombres; 
x et  x!  ies  logarithmes  correspondans  pour  une  même  base  ; 
on  aura  ces  deux  équations 

az=.y , a*'=ÿà 

dont  le  produit  est 

ax+x'  —y  . y ; 

or , d’après  la  définition  des  logarithmes  t 

*+^=log  {y y),  ou  i°g/=log  (y  • /); 

Ên  supposant  d’autres  nombres  y , y',  y",  etc. , et  désignant 

par  x , x',  x",  etc.  les  logarithmes  correspondans , on  aurait 

pareillement  * 

ax+x>+xc+'t'.  =y  y y t etc,  t 

et  conséquemment  v 

x -f-  x’  — f*  x"  -|~  etc  = log  (y  .y'  .y",,  etc*)  5 

donc  i d’qprès  la  définition  des  logarithmes  , 

log  .y  + log  y+  log/4-  etc.  = log  y . y . etc.); 

tœ  logarithme  d'un  produit  est  donc  la  somme  des  logûr.thmet 

des  facteurs. 

227.  Si  tous  ces  factenrs  y , y' , y" , etc.  sont  égaux  entre 
«ux  et  en  nombre  m , la  propriété  précédente  devient 

m log  y =5  log  (y*  ); 
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Donc  le  logarithme  de  la  puissance  m d’un  nombre , est  égal 
à m fois  le  logarithme  de  ce  nombre. 

228.  En  divisant  l’une  par  l’autre  les  égalités 


on  trouve 


a — y 1 


r,X—x' J 


4 , d’où 


et  d’apr^pja  définition 

log  y — l°g  y=log(y); 

et  de  là  cette  règle  : le  logarithme  d’un  quotient,  s'obtient 
en  retranchant  le  logarithme  du  dénominateur  de  celui  du 
numérateur. 


329.  En  élevant  l’un  et  l’autre  membre  de  l’égalité 


ax  —y 


à la  puissance  fractionnaire  — , on  obtient 

— X — , mi  S n 

a"  —yn‘,  d’où  — .x  = log  (y*  ) — log  Vy“  ; 

«I 

donc 

•"log^  — log  (^"  ) = log  y/ym.  f 

» n 

Dans  le  cas  de  m = 1 , la  propriété  précédente  se  change 
dans  celle-ci  : 

" -i°g  .y  = i0g  C îtf). 

• 

Le  logarithme  de  la  racine  nœe  d’un  nombre , s’obtient  donc 
en  divisant  par  n le  logarithme  de  ce  nombre. 

23o.  Si  donc  on  était  en  possession  de  tables  à deux  co- 
lonnes qui  offrissent  en  regard  l’une  la  suite  naturelle  des 
nombres,'  et  la  seconde  les  logarithmes  de  ces  mêmes  nom- 
bres , il  serait  facile,  d’après  les  propriétés  précédentes, 
d’effectuer  les  opérations  de  la  multiplication , de  la  division , 
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de  la  formation  des  puissances  et  de  l’extraction  des  racines  , 
dont  la  dernière  surtout  est  laborieuse  et  devient  bientôt 
impraticable , si  on  n’emploie  que  les  ressources  de  l’ Arith- 
métique. En  effet,  ces  opérations  se  réduisent  à celles  de 
l’addition , de  la  soustraction , de  la  multiplication  et  de  la 
division  , effectuées  sur  les  logarithmes  correspondons  : chaque 
résultat  qui  serait  un  logarithme,  se  trouverait  dans  la  colonne 
des  logarithmes  , en  regard  du  nombre  cherché  , ensorte  qu’à 
proprement  parler  , ce  logarithme  serait  l’indicateur  du 
nombre  qu'on  cherche.  ' 

a3i.  Comme  les  propriétés  des  logarithmes  sont  absolument 
indépendantes  de  la  valeur  numérique  de  la  base  a du  système, 
nous  pouvons  supposer  a = io  ; la  raison  de  ce  choix  est  que 
ce  nombre  10  sert  aussi  de  base  à notre  système  arithmétique  ; • 
autrement  on  pourrait  prendre  tout  autre  nombre  , à l’excep- 
tion de  l’unité , parce  que  toutes  les  puissances  seraient  l’unité, 
etqu’ainsi  a*  ne  pourrait  produire  tous  les  nombres.  Les  in- 
convéniens  qui  résulteraient  de  l’emploi  d’une  base  fractionnaire 
ou  négative,  sont  trop,  faciles  à sentir  pour  qu’il  soit  néces- 
saire de  les  détailler , et  d’ailleurs  cette  discussion  ne  serait 
d’aucune  utilité. 

Dans  le  système  adopté  , les  nombres1 
etc.  7^,  i,  lo,  îoo,  1000,10000,  etc. 

ont  pour  logarithmes 

etc.  — 4 , —5  , £-2 , — î , o,i,  a , 3 , 4 ■ , etc. 

De  ces  deux  suites,  la  première  est  la  progression  géométrique 
décuple  , et  1a  secotfte  , la  suite  naturelle  des  nombres. 

Nous  démontrerons  (a'sect.)  qu’on  ne  peut  assigner  les 
logarithmes  des  nombres  négatifs  , o*  , en  d’autres  termes  , 
que  ces  logarithmes  sont  imaginaires  , ce  qui , dans  le  système 
que  nous  supposons  ici , résulte  clairement  du  rapprochement 
des  deux  progressions  ci-dessus , dont  l’inférieure  formée  de 
logarithmes  , comprend  tous  les  nombres  possibles  positifs , né- 
gatifs , entiers  et  fractionnaires , quand  l’autre  suite  qui  est 
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formée  des  nombres  correspondans , ne  va  que  de  zéro  à la 
limite  supérieure  des  nombres  positifs  , c’est-à-dire  , à l’infini, 
23a.  Proposons-nous  maintenant  de  calculer  le  logarithme 
d’un  nombre  pour  la  base  10,  et  prenons  pour  exemple  la 
calcul  du  logarithme  de  a.  Puisque  log  i -r  o et  log  10  = i , 
il  est  évident  que  les  logarithmes  des  nombres  qui  se  trouvent 
entre  1 et  io,  doivent  être  compris  entre  zéro  et  l’unité  ; la 
logarithme  demandé  sera  donc  une  fraction  décimais  que  nous 
désignerons  par  x , ensorte  qu’on  aura 


icr  = a, 


Soit  x~-,  on  aura 

«t 

10  = a*  et  a=3-f-6,  d’où  io=:a8X^, 
et  divisant  par  a3  ou  par  8 , il  viendra 

î , a5  = a^: 

1 


donc  déjà 


V — 


3 -f-  c 


(0- 


Mais  pour  satisfaire  à l’égalité  i,a5  = 2 , on  doit  prendre 
pour  G une  fraction  ^ , ensorte  que 


d’où  l’on  déduit 


i,a5=^a*,  ou  i,a5^^;2, 


donc 


y — et  ],s5!Xi$5  = 2; 


1,25  =1,024. 

Remplaçant  dans  (1)  G par  i ^ , on  trouve 

*= (a)- 


3 + 


3 4“  ^ 
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L’égalité  i,35^=  1,034  suppose  f fractionnaire  on  de  la  forme 

- : on  aura  donc 


de  là 


i,a5=i,o&f; 

*~9~hÇ>  1,35  = 1,33794x1,034^  et  1, 034^  =1,0097. 

Remplaçant  dan»  (3)  <T  par  j-  = - , 


on  a 


x=- 


■(3), 


3+ 


^9  + Ç 

Ç doit  être  fractionnaire  ou  de  la  forme  - , ensorte  que 

».  034  = 1,0097”; 
on  doit  prendre  ti  = 3 -f-  8 ; donc 


ce  qui  donne 


1 ,034=  1 ,0 1 9494  X 1 ,0097® 


Ecrivant  dana  (3)  - 


1,0044=  1,0097. 


» a-f-â 
1 


pour  Ç,  on  aura 


(4); 


9+ 


6 doit  encore  être  une  fraction  - : élevant  de  part  et  d’autro 

A 

à la  puissancfte  A , on  obtient 


donc 


i,oo44X=  1,0097,-* 


A=a+f<,  1,0097  = 1, 008819x1, 0044^  et  1,00087=  i,oo44^* 

A cause  de  ô = - = — - — , on  a 
a a 
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1 


.(5). 


3 + 


9 + 


a + fit 


On  doit  supposer  ^ , et  r — 5+a> , d’où  résulte  l'égalité 


•t 


i,oooo4a  = 1,00087", 


X— 


3-1- 

1 

U 1 

3+  — 

1 

....(G). 


9+- 


3+- 


• a-j 

5 + - 

•m  ¥ 

Supposons  qu’on  s’arrête  au  dénominateur  5,  et  qu’on  re- 
passe , d’après  ce  qui  a été  (Jjt(84),  de  cette  portion  de  la 
fraction  continue  à la  fraction  ordinaire  correspondante,  01» 
aura 

X où  log  2 r=  o,3oio3oi  , 

résultat  exact  dans  les  six  premières  décimales. 

Mais  ce  procédé  de*calcul,  quoique  bon  à connaître,  étant 
très-laborieux,  nous  en  donnerons  (chap.  XX)  un  autre  qui 
n’exige  que  le  développement  de  (i-f-ù)"*,  m étant  un 
nombre  queloonque. 

233.  Tout  nombre  n qui  n'estpas  une  puissance  exacte  de  la 
base  10,  a un  logarithme  incommensurable.  tÊ 

i°.  Le  nombre  n est  premier  avec  10  : alors  comme  il  ne  peut 
avoir  pour  logarithme  un  nombre  entier,  il  reste  à prouver  que 
ce  logarithme  ne  peut  être  fractionnaire , c’est-à-dire  qu’oa 
ne  peut  avoir  . 

m # 

(io Y ~n  : ' _ ^ 
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<fcar  en  élevant  4e  part  et  d’autre  à la  puissance  p , on  aurait 
(io)m  = n*; 

et  divisant  par  îo, 

* nr 

(îo)’’-'  = — : 
jo 

or  étant  «ne  fraction  irréductible  , d'après  l’hypothèse  ; 

ne  Peut  être  (in  et  113)  un  nombre  entier  (io)m_ Donc 

l’exposant  de  10 , ou  le  logarithme  de  n ne  peut  être  fraction- 
naire-, cependant  ce  logarithme  existe  ; il  est  donc  nécessaire- 
ment incommensurable. 

a°.  La  conclusion  précédente  a encore  lieu  lorsque  le  nombre 
ri  n'a  de  commun  avec  10  que  les  facteurs  a ou  5. 

Soit  donc  n = 2r'Xn,  n étant  premier  avec  îo  , ou  né 
renfermant  plus  les  facteurs  2 et  5 ; si  on  posait  • ! 

(io)p  = ar  X 

on  aurait 

(io)m=2m  X 5m  =2pr  X n'*, 

‘ ....  I ■ i : ' 

et  la  division  par  p’  donnerait 

= a',r  X nr~r, 

égalité  impossible , puisque  îo  et  n'  sont  premiers  entre 
eux  (ni  -et  112). 

3°.  Soit  n un  nombre  de  la  forme  2' . 5?  X n"  , n * ne  ren- 
fermant plus  les  facteurs  2 et  5 , et  supposons  toujours 

m 

(1  oÿ  = 2r . 5*.  n" , d’où  (1  o)m  = z’f  X 5^  X n’ri 
en  divisant  par  n , on  aura 

l-r=jT,5wXn''", 

71 

égalité  impossible,  puisque  les  nombres  10  et  n"  sont premiens 
entre  eux.  Donc,  etc. 

a34,  Supposons  que  par  un  procédé  quelconque  , on  ait  cal- 
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culé  les  logarithmes  des  nombres  premiers  a ,3 , 5 , 7 , etc. , on* 
aura , par  de  simples  additions  , ceux  de  tous  les  nombres  com- 
posés qui  ne  peuvent  être  que  des  produits  des  nombres  premiers; 
ce  qui  réduit  singulièrement  le  travail  du  calcul  des  tables  Mais  on 

reconnaîtra  en  même  temps  lanécessité  d’une  table  des  nombres 
premiers  qu’on  pourra  former  d’après  ce  qui  a été  dit  (ti5). 

235.  Les  logarithmes  des  nombres  plus  grands  que  l'unité , 
•ont  plus  grands  que  zéro  ; ils  sont  composés  de  deux  parties 
qu’il  faut  soigneusement  distinguer  : l’une  est  entière  , et  l'autre 
décimale  : la  première  contient  autant  d’unités  entières  moins 
une  , qu’il  y a de  chiffres  dans  la  partie  entière  du  nombre 
correspondant;  c’est  ce  qui  lui  a fait  donner  le  nom  de  carac- 
téristique. Cette  propriété  résulte  évidemment  du  rapproche- 
ment des  deux  progressions 

1 , 10  , 100  , 1000  , 10000  , 100000  , etc. 

0.1,3,  3,  4»  5 ; etc.  , 

dont  la  première  contient  les  puissances  de  10  , et  la  seconde 
les  logarithmes  de  ces  puissances  : on  voit  que  les  nombres 
compris  entre  t et  10  , entre  10  et  too  , entre  100  et  iooo,etc. 
ont  leurs  logarithmes  entre  o et  1 , entre  1 et  a , entre  a et 
3,  etc.  Le  nombre  décimal  s8,  345,  etc.  est  entre  10  et 
100,  et  son  logarithme  compris  entre  1 et  2 , a pour  carac- 
téristique l’unité , parce  que  ce  nombre  n’a  que  deux  chiffres 
dans  sa  partie  entière  qui  est  28.  Cette  caractéristique  peut 
n’être  pas  consignée  dans  les  tables  de  logarithmes;  en  eifet , 
ou  le  logarithme  est  donné,  et  on  cherche  le  octobre  corres- 
pondant ; alors  on  a la  caractéristique  : ou  l’on  veut  trouver 
le  logarithme  d’un  nombre  donné  , et  on  conclut  la  caractéris- 
tique du  nombre  des  chiffres  dont  se  compose  la  partie 
entière  du  nombre  proposé. 

a3  G . Lorsqu  unnombre  décimal  est  compris  entre  zéro  et  T unité, 
1°.  la  partie  décimale  de  son  logarithme  est  la  même  que  si  le 
nombre  proposé  était  entier  ; 2°.  la  caractéristique  du  logarithme 
est  négative , et  elle  indique  par  le  nombre  de  ses  unités  , la  place 
à droite  de  la  virgule , du  premier  chiffre  significatif  du  nombre . 


içs 
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On  a déjà  vu  (23i)  que  les  logarithmes  des  fractions  dé- 
cimales o,i  ; 0,01  ; 0,001 , etc.  étaient  — î , — 2 , — 3,  etc. , 
et  on  remarquera  qu'ils  indiquent  par  le  nombre  de  leurs 
unités  négatives,  le  rang  du  premier  chiffre  significatif  à droite 
de  la  virgule.  Prenons  le  logarithme  d’une  fraction  entre  o et  î , 
celui  de  : on  aura  , d’après  une  des  propriétés  précédemment 
démontrées  , log  (fj)  = log  a i — log  27  : or 

log  21  ==  l,32221sq3 
log  27  = i,43i3638 

différ,  = 1,8908555. 

Le  trait  horizontal  qui  est  au-dessus  de  l’unité  ou  de  la  ca- 
ractéristique, indique  que  cette  caractéristique  seule  est  néga- 
tive , ensorte  que  la  partie  décimale  est  positive.  Si  la  caracté- 
ristique était  zéro  , la  partie  entière  du  nombre  correspondant 
ne  serait  que  d’un  chiffre  j si  on  le  divisait  par  10 , ce  chiffre 
indiquerait  des  dixièmes  , mais  alors  il  faudrait  soustraire  une 
unité  du  logarithme  j et  en  effet, 

1 , 8908555  =s o , 8908555  — 1 , 0000000 

= lo67>77778  — 1°S  = °>777778» 

nombre  cherché.  * 

Généralement , désignons  par  n'  le  nombre  de  zéros  compris 
entre  la  virgule  et  le  premier  des  chiffres  significatifs  d’une 
fraction  décimale  comprise  entre  o et  1 , ensorte  que  n 1 
indique  le  rang  de  ce  premier  chiffre  significatif  à la  droite 
de  la  virgule  : si , à partir  de  celui-ci  inclusivement , le  nombre 
total  des  chiffres  restans  est  n,  on  au^  pour  logarithme  de 
cette  partie  considérée  comme  nombre  entier,  n — 1 , d,  la 
lettre  d désignant  la  partie  décimale,  et  n — 1 la  caractéris- 
tique: retranchant  de  ce  logarithme  celui  de  (io)n,'M,  oe  qui 
revient  à diviser  par  (^o)','+',,  on  trouvera  — n' — ^ , -\-d  pour 
logarithme  de  la  fraction  décimale  , dont  la  caractéristique 
n'  - f-  1 , considérée  numériquement , indique  effectivement  le 
rang  du  premier  chiffre  significatif  à la  droite  de  la  virgule.  Au 
moyen  de  çes  caractéristiques  négatives  , on  évite  l’emploi  des 

*, 


1 
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complémens  arithmétiques  dont  nous  n’avons  pas  parlé , par 
cette  raison  , dans  le  Traité  d’Arithmétique. 

Pour  faire  le  carre'  de  , on  prendra  le  double  de  son  loga-  • 
rithme  qui  sera 

2 X 1,8.908555=  1,7817110  =log  (o,6o4g38). 

Pour  l’extraction  de  la  racine  cinquième  , par  exemple,  on 
préparera  le  logarithme  ainsi  qu’il  suit  : 

* T,  8908555  = 5 -f  4,8908555 , 

ensorte  que 

| X î",8go8555  = £ (5  + 4,8go8555) 

= 1,97017!  i=log  (0,95098). 

237.  Si  deux  nombres  n et  n sont  décuples  l’un  de  l’autre  , ' 
leurs  logarithmes  ont  même  partie  décimale , c’est-à-dire  qu’ils 
ne  diffèrent  que  par  la  caractéristique.  M 

Soit  n'  =n  X ior:  on  aura 

log  n = log  n -f-  log  (1 0^ 

= log«4-r  log  10  = Iog/t  -f-r, 
log  10  étant  = i . Donc  pour  passer  du  logarithme  de  n à celui 
de  n’ , il  faut  au  premier  ajouter  l’exposant  de  là  puissance  de 
10  qui  multiplie  n : comme  cet  exposant  est  entier,  l’addition 
ne  porte  que  sur  la  caractéristique  du  log  n dont  la  partie 
décimale  reste  la  même.  Cette  propriété  abrège  encore  le  tra- 
vail des  tables. 

238.  La  différence  entre  les  logarithmes  de  deux  nombres 
successifs , est  d’autant  plus  petite  que  ces  nombres  sont  plus 
grands. 

Soient , pour  le  démontrer , les  deux  équations 

T 

a ~ n , a = »-+-  1 : 
divisant  la  seconde  par  la  première , on  trouvera 

</= 1 + - , d’où  log  Çi  + 

or , plus  le  nombre  n est  grand  , plus  la  fraction  - est  petite  , 


Digitized  by  Google 


r 


«’  A L G È B R E.  2o5 

et  moins  log  (■+0  diffère  de  log  i ou  de  zéro  ; conséquem- 
ment plus  la  différence  <T  entre  log  (n-j-  1 ) et  log  n devient 
petite.  C’est  pour  cette  raison  que,  dans  les  Tables  de  loga- 
rithmes par  Collet , les  petites  tables  de  différences , sont  trèa- 
ruultipliées  dans  les  premières  pages,  et  qu’elles  deviennent 
plus  rares  par  la  suite. 

n3q.  Lorsqu’on  a le  logarithme  d’un  nombre  n pour  une 
base  particulière  a , il  est  facile  d’en  déduire  le  logarithme 
du  même  nombre  n , pour  une  autre  base  e.  A cet  effet , 
soient 


ax  — n , e1'  — n\  d’où  r = log  n,  x'—l.n , 

en  désignant  par  log  et  l les  logarithmes  de  n,  rapportés  aux 
bases  a et  e ; on  aura  donc  • 


ax=e*', 

et  prenant  les  logarithmes  de  part  et  d’autre  dans  le  système 
dont  la  base  est  a,  il  viendra 

log  ax  = log  e*',  ou  x log  a = x’  log  e ; 

d’où  l’on  déduit , à cause  de  log  a = 1 , 


ou 


x — x'  log  e , 

log  n = /.n  X log  e,  et  ln  = 


log  e 


X log  n. 


Ainsi,  pour  avoir  le  logarithme  d’un  ccrtaM  nombre  dans 
le  système  dont  la  base  este,  il  faut  diviser  le  logarithme  de 
ce  nombre , rapporté  à la  base  a , par  le  logarithme  de  e , 
calculé  sur  a. 

De  la  relation  précédente  , on  déduit 
log  n . 


c’est-à-dire  , qu’il  existe  un  rapport  constant  entre  les  loga- 
rithmes de  deux  nombres  , pris  dans  deux  systèmes. 

Proposons-nous , par  exemple , de  trouver  le  logarithme  du 


% 


/ 
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nombre  — ^ dans  le  système  dont  la  base  est  g , ayant  de! 
tables  de  logarithmes  pour  la  base  10.  Reprenons  la  relation 


In 


d’après  l’énoncé 


Ou  bien  encore,  on  a 


« 

log  e 


X log  n f 


O log  K5  y log  3 

log  g — log  (3S) 
1 log  5__  , 

a log  3 


9X  — 


relation  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu’autant  qu’on  prendra  pour  de 
des  nombres  négatifs  : on  posera  donc 

* . 1 1»  ».  f 

? V3’  * = “*• 

On  trouvera  aisément  — a pour  logarithme  de  o,8i  dans  le 
système  dont  la  base  est* Ces  exemples  sont  plus  que 
suflisans  pour  l’intelligence  de  la  règle. 

a4o.  Pour  bien  faire  sentir  l’utilité  des  logarithmes  et 
l'importance  de  leurs  propriétés , nous  traiterons  quelques 
questions  dont  les  unes  ne  sauraient  être  résolues  sans  leur 
secours,  et  les  autres  sans  une  patience  infatigable,  en  ü’em- 
ployant  que  leyessources  connues  de  l’Arithmétique. 

i°.  On  suppose  une  suite  dénombrés  , qui  commencepar  2 < 
et  dont  chacun  soit  le  carré  de  celui  qui  précède  immédiate* 
ment  : on  demande  combien  il  faudrait  de  caractères  pour  ex- 
primer le  a5ime  nombre  de  cette  suite. 

La  solution  de  cette  question  se  réduit  à la  recherche  de 
la  caractéristique  du  logarithme  de  ce  terme  dont  le  rang  est 
désigné  par  25.  Or  dans  la  suite 

2*,  2*,  24,  2®,  2,s,  etc., 


on  remarque  que  les  exposans  du  nombre  2 , sont  les  puissance* 
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successives  de  a , à partir  de  la  puissance  o inclusivement. 
L’exposant  du  terme  en  question  sera  donc 

2a+  = 16777316 , 

ensorte  qu’on  aura 

y __  logj^  = 16777316  X log  a 

— 16777216  X o,3oio3oo 
= 5o5o445,33a48oo. 

Puisque  la  caractéristique  de  log  y est  5o5o445 , le  nombre 
en  question  aura  donc  5o5o446  caractères  qui  fourniraient  neuf 
volumes  de  35o  pages  chacun  , à raison  de  40  lignes  par  page, 
et  de  4°  caractères  par  ligne.  • 

2°.  Reprenons  la  formule  générale 

' . S = c (i+O’ 

trouvée  (pag.  168),  et  soient  c=2354o^r,  1 = 0,05,  n=4:  0B 
aura  à calculer  S = 2354o  X 1 ,o5  : or 

log  2354o  = 4>3 718065 
4 log  i,o5  = 0,0847572 

log  S = 4.456 5637  as  log  286i3^r,02. 

Ainsi  un  capital  de  2354o fr  placé  à 5 pour  £ d'intérêt  com- 
posé, devient  au  bout  de  4 ans,  286i3^r,03. 

Si , pour  les  memes  données , on  veut  calculer  i\,  on  a à 
évaluer 


or 

log  28613,02  = 4,4^65637 
log  23540  = 4.57i8o65 

dur.  = 0,0847573 

j dilf.  = 0,0211893  = log  i,o5.’ 

Otant  de  ce  nombre  l’unité  , il  reste  i = o,o5  ou  5 pour  £; 

Supposons  qu’on  veuille  connaître  la  valeur  de  n qui  cor- 
respond à S = a86 1 3^r,oa , c = a354o , i = o,o5  , il  faudra 


<J 


28610,02 


2354o 


a 
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d’abord  dégager  n , ce  qu’on  fera  en  prenant  les  logarithmes 
des  deux  membres  de  S = c (1  -f-  i )",  et  on  aura 

log  S = log  c-f  log  (i  ■+•  i )“=log  c + n log  (i  -f-  i)  , 
d’où  résulte 


■»«© 


n °\  a354o  */ 0,084757a 

0,0211893' 


log  (1  -f  t)  log  i,o5 

ce  qu’on  savait  d’avance. 

3°.  Les  élèves  pourront  reprendre  la  formule 

<;(>  -f  i)n 


-4, 


X : 


+ + (i  + 0"“l 


trouvée  (pag.  172),  et  s’exercer  à calculer,  i°.  x dans  les  hypo- 
thèses c = aooacf' , i = o,5  , n = 4 > il*  trouveront 
X = 584o,238  ; 20  c pour  x=  564o,238 , i = o,o5  et  n=4» 
auquel  cas  c = 20000.  Le  calcul  de  i lorsqu’on  connaît  x , e 
et  n,  exige  la  résolution  générale  des  équations  numériques  , 
que  nous  exposerons  dans  ce  Traité. 

4°.  Supposons  qu’étant  donnes  dans  une  progression  géo - 
.métrique  croissante , le  premier  terme , le  quotient  et  la  somme 
S , on  veuille  trouver  le  nombre  des  termes.  De  la  formule 
trouvée  (ai 5) , 

uq  — a aqn  — a 

£ ' — — —————  j 

q—  I q — 1 

on  déduira 


<7n=t  — SX 


équation  dans  laquelle  l’inconnue  n est  engagée  en  exposant. 
Pour  obtenir  n , on  prendra  les  logarithmes  de  part  et  d’autre , 
et  on  aura 

»log  q = log  ji  — , 

d'où 

t-SX  l-=l 
a 

iogq 

Soient 


} 
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Soient  a = 1 , q = îo , S = nmi , on  aura 

l°gq=t,  1 — ^=1+999999  = 1000000. 

5°.  Soit  à évaluer  x d’après  l’équation 
b£I=  d : 

on  aura  d’abord , en  prenant  les  logarithmes  de  part  et  d’autre, 

_l°g£? 


cx  logi=logd,  d’où  c*: 


'log  b* 


et  prenant  encore  les  logarithmes  des  deux  membres 

x log  c = log  ^ > d’où  x — — ?-  ^loS 

Ainsi,  après  avoir  pris  dans  les  tables,  les  logarithmes  des 
nombres  d et  b , on  recherchera  ces  logarithmes  dans  la  colonne 
intitulée  nombres  , et  on  en  prendra  les  logarithmes  ; leur  diffé- 
rence formera  le  numérateur,  et  il  restera  à diviser  ce  loga- 
rithme par  celui  de  c , ce  qu’on  pourra  faire  encore  en  prenant 
le  logarithme  du  nombre  qui  est  en  numérateur,  et  retran- 
chant celui  du  nombre  log  c : la  différence  sera  le  logarithme 
du  nombre  x. 

Pour  Z»=  io,  c=  î , d=  ioo,  on  trouve 
log  (a)—  logfO  • 

x = <*>, 

symbole  d impossibilité  j et  en  effet,  sous  ces  hypothèses, 
l’équation 

c1  log  b = log  d 

devient 

, Xx=2,  OU  1=2, 

équation  absurde. 

Si  1 on  suppose  d=zb , c = i , il  arrive  que 

/T?  — ■»—  ®. 

***  O I 

symbole  d’indétermination  ; et  en  effet , l’équation  proposé* 
qui  devient  alors 

d'x  — d , ou  l’-i, 
est  satisfaite  par  tous  les  nombres  pris  pour  x. 
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ÉLÉMENt 
6°.  Quant  à l’équation 

amx  — bn*  = o , 

on  trouve  , après  avoir  fait  passer  bn1  dans  le  second  membre  , 
et  pris  les  logarithmes  de  part  et  d’autre  dans  le  système  des 
tables  , 

105  (ü) 


X = 


‘°6  O 


Si  l’un  des  nombres  a,  b,  m ou  n était  to , il  faudrait  supposer 
son  logarithme  = 1 . 

7°.  Soit  enfin  pour  dernier  exemple  , 

«-4-  y/ — x 


a—]/~x 

m — n . 


multipliant  par  V — x les  deux  termes  de  la  fraction 
qui  sert  d’exposant , prenant  les  logarithmes  de  part  et  d’autre, 
élevant  de  part  et  d’autre  au  quarré  pour  faire  disparaître 
le  radical , puis  faisant  les  réductions,, on  tombera  sur  une 
équation  de  cette  forme  : 

3?+px  + q~  o, 

que  nous  traiterons  dans  l’un  des  chapitres  suivans. 

241  ■ Ces  applications  montrent  assez  la  marche  à suivre  : 
les  élèves  feront  bien  de  s'exercer  sur  des  exemples  de  ce 
genre  , et  ils  se  garderont  bien  , lorsqu’ils  auront  à prendre 
le  logarithme  d’une  somme  ou  d’une  différence  , d’affecter 
chacun  de  ses  termes  du  signe  log.  C’est  une  erreur  dans  la- 
quelle ils  tombent  assez  souvent,  faute  d’avoir  bien  présentes 
à l’esprit  les  propriétés  démontrées.  Il  est  essentiel  aussi  de 
leur  bien  faire  remarquer  , 1°  qu’on  peut  appliquer  les  loga- 
rithmes à la  recherche  du  quotient  de  qu’il  ne  faut  pas 

confondre  avec  log  ^ ^ * 20.  que  lorsqu’on  a une  égalité 
entre  deux  logarithmes,  les  nombres  sous  le  signe /og,  sont  égaux. 
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CHAPITRE  XVII. 

Des  équations  déterminées  du  premier  degré  à 
plusieurs  inconnues. 

s42.  NoüS  avons  dit  (10  et  204)  qu’une  équation  était  la  tra- 
duction enlangage  algébrique  de  deux  phrases  équivalentes  com- 
prises dans  l’énoncé  d’une  question  : mais  cette  question  peut 
en  renfermer  un  plus  grand  nombre , et  si  elles  sont  bien  dis- 
tinctes deux  à deux,  et  indépendantes  entre  elles,  elles  four- 
nissent un  certain  nombre  d’équations.  Nous  ne  considérerons 
ici  que  celles  qui  sont  du  premier  degré.  Ainsi  , pour  fixer  les 
idées , proposons-nous  de  trouver  deux  nombres  tels  , que  le 
double  du  premier  ajouté  au  second , donne  24,  et  que  cinq 
fois  le  premier , plus  trois  fois  le  second  , fassent  65.  On  trouve 
ici  ces  deux  phrases  qui  disent  la  meme  chose  en  termes 
différens  : i°.  le  double  d'un  nombre  inconnu  , plus  un  autre  0 

nombre  inconnu , puis  F équivalent  24  ; 2°.  cinq  fois  le  premier 
nombre  inconnu , plus  trois  fois  le  second , puis  F équivalent  65. 

La  traduction  est  facile , et  elle  donne  ces  deux  équations 

ix  -\-y  — 24;  5x  + 3y  = 65. 

Mais  si  à la  seconde  de  ces  deux  conditions  , on  eût  substitué 
celle-ci  : et  tels , que  six  fois  lé  premier  nombre , plus  trois  fois 
le  second , fassent]  7»  ; ces  deux  phrases  ne  disant  rien  de  plus 
que  les  deux  premières  , puisqu’on  n’a  fait  que  tripler  deux 
résultats  égaux , on  n’aurait  qu’une  seule  traduction  , et  con- 
séquemment qu’une  seule  équation.  Il  peut  donc  arriver  qu’ôn 
ait  moins  d'équations  que  d’incoDnues,  et  alors  la  question  est 
dite  tnde<ermmée(2o4),parce  quele  nombredes  conditions, étant 
insuffisant  pour  la  détermination  de  toutes  les  inconnues,  ou 
est  obligé  de  prononcer  sur  quelques-unes  d’entre  elles. 
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243.  Les  équations  dont  nous  allons  nous  occuper , sont  dtt 
premier  degré  et  en  même  nombre  que  les  inconnues  qu  elles 
renferment  : elles  sont  dites  déterminées  (204). 

244.  Les  équations  déterminées  du  premier  degré  à plusieurs 
inconnues , peuvent  etre  résolues  par  l’une  quelconque  des  mé- 
thodes suivantes  qui  s’appliquent  aux  équations  littérales  tout 
aussi  bien  qu’aux  équations  numériques.  Il  existe  trois  modes 
de  résolution  , i°.  la  comparaison  des  valeurs  des  inconnues  ; 
20  la  substitution ;5“  l'addition  et  la  soustraction.  i°.  Le  premier 
mode  consiste  à prendre  dans  toutes  les  équations  la  valeur 
d’une  merfle  inconnue  , comme  si  toutes  les  autres  étaient  con- 
nues , et  à égaler  une  de  ces  valeurs  à toutes  les  autres  , ce 
qui  donne  une  équation  et  une  inconnue  de  moins.  Dans  ces 
nouvelles  équations,  on  prend  encore  la  valeur  d’une  même 
inconnue,  on  égale  l’une  d’elles  à toutes  les  autres,  ce  qui 
donne  encore  une  inconnue  et  une  équation  de  moins.  En 
continuant  de  cette  manière  , on  parvient  enfin  à une  seule 
équation  à une  inconnue  ; on  la  résout,  et  on  substitue  la 
valeur  de  l’inconnue  qu’on  vient  d’évaluer  dans  une  des  équa- 
tions à deux  inconnues  qui  renferment  celle-là.  On  peut  donc 
déterminer  l’autre  inconnue  : on  la  substitue  , ainsi  que  la 
première  , dans  une  des  équations  à trois  inconnues  , qui  devient 
alors  une  équation  à uhe  seule  inconnue  et  qui  sert  à la 
calculer.  On  remonte  ainsi  jusqu’à  l’une  des  équations  primi- 
tives qui  sert  à déterminer  la  dernière  inconnue. 

Dans  le  second  mode  , on  prenddans  une  des  équations , la  va- 
leur de  l’une  quelconque  des  inconnues  , et  on  la  substitue  dans 
toutes  les  autres  équations.  On  a ainsi  une  équation  etune  incon- 
nue de  moins  : on  fait  sur  celle-ci  le  même  calcul  que  sur  les 
premières  , et  en  le  répétant  un  nombre  de  fois  suffisant , on 
parvient  à une  seule  équation  qui  ne  renferme  qu’une  inconnue 
et  qui  sert  à donner  sa  valeur,  puis , par  des  substitutions  succes- 
sives, on  détermine,  comme  précédemment,  lesautresinconnues. 

Enfin  le  troisième  procédé  consiste  à comparer  l’une  des 
équations  à chacune  des  autres  , qu’on  transforme  de  manière 
à ce  que  dans  les  deux  équations  que  l’on  compare  successi- 
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vement,  la  même  inconnue  ait  le  même  coefficient  ; et,  à cet 
effet,  on  multiplie  les  deux  équations  de  chaque  couple  par 
le  coefficient  de  cette  inconnue  dans  l’autre.  Cela  fait , on 
ajoute  ces  deux  équations  membre  à membre  , ou  on  les  re- 
tranche l’une  de  l’autre  , suivant  que  les  coefficiens  de  l’incon- 
nue qu’on  veut  éliminer , ont  des  signes  différens  ou  le  même 
signe  : on  a ainsi  une  équation  et  une  inconnue  de  moins. 
En  opérant  sur  ces  dernières  équations  comme  on  vient  de  le 
faire  sur  les  proposées  , et  répétant  cette  opération  assez  sou- 
vent, on  arrive  enfin  à une  seule  équation  à une  inconnue  , 
puis  on  suit  les  mêmes  procédés  que  dans  les  méthodes  pré- 
cédentes. 

Si  toutes  les  équations  ne  contiennent  pas  chacune  la  tota- 
lité des  inconnues  , le  calcul  devient  plus  simple , comme  il 
est  aisé  de  le  reconnaître  en  appliquant  les  règles  précédentes. 
Il  faut  observer  encore  que  chacune  des  manières  d’opérer 
que  nous  venons  d’indiquer,  ne  s’emploie  pas  toujours  isolé- 
ment , c’est-à-dire,  à l’exclusion  des  deux  autres;  on  les  com- 
bine suivant  qu’on  le  juge  convenable  pour  la  facilité  et*la 
brièveté  des  calculs. 

245.  Ces  divers  procédés  d’élimination  reviennent  au  même 
dans  le  fond,  et  ils  conduisent  tous  à une  équation  à une  incon- 
nue, qui  conséquemment  n’admet  qu’une  valeur  ; mais  comme  la 
substitution  de  cette  valeur  dans  une  équation  à deux  incon- 
nues la  convertit  en  une  équation  à une  inconnue  qui  n’a  aussi 
qu’une  valeur , et  ainsi  de  suite , on  en  conclut  nécessairement 
qu’il  n’existe  qu'un  seul  système  de  valeurs  qui  puissent  satis- 
faire à plusieurs  équations  du  premier  degré  entre  les  mêmes 
nombres  d’inconnues  , et  que  ce  système  est  fourni  par  l’une 
des  méthodes  que  nous  venons  de  faire  connaître. 

246.  Si  l’on  avaitmoins d’équations qued'inconnues , l'applica- 
tion des  mêmes  règles  conduirait  à une  seule  équation  à plusieurs 
inconnues  : ainsi  la  valeur  de  l’une  d’entre  elles,  ne  pourrait 
être  déterminée  qu’api^s  en  avoir  assigné  aux  autres;  et  comme 
celles-ci  sont  indépeiroantes  , le  problème  aurait  une  infinité 
de  solutions , et  il  est  dit  alors  indéterminé  (ao4).  Ce  cas  aurait 
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encore  lieu  , lors  même  qu'on  aurait  en  apparence  autant 
d’équations  que  d’inconnues,  si  ces  équations , au  lieu  d etre 
toutes  indépendantes  , étaient  en  partie  comprises  les  unes  dans 
les  autres.  Si  enfin  les  équations  réellement  différentes,  étaient 
en  plus  grand  nombre  que  les  inconnues,  le  problème  serait  plus 
que  déterminé;  et,  en  effet,  après  avoir  évalué  toutes  les 
inconnues  en  employant  un  égal  nombre  d’équations,  il  fau- 
drait que  les  valeurs  trouvées  , substituées  dans  les  autres  équa- 
tions restantes , les  réduisissent  à la  forme  o = o , ce  qui  ne 
peut  avoir  lieu  que  pour  certaines  relations  entre  les  quantités 
connues.  Ces  relations  sont  alors  les  équations  de  condition 
nécessaires  pour  que  la  question  proposée  puisse  être  résolue; 
si  elles  ne  sont  pas  satisfaites , elle  sera  impossible. 

247.  Les  problèmes  du  premier  degré  à autant  d’équations  que 
d’inconnues,  peuvent  etre  indéterminés  ou  impossibles,  sans 
qu’on  puisse  soupçonner  si  l’un  ou  l’autre  de  ces  deux  cas  a 
lieu  : il  convient  donc  d’examiner  quelles  formes  prennent  alors 
les  valeurs  analytiques  des  inconnues  ; c’est  ce  que  nous  ferons 
e»  effet,  lorsque  nous  aurons  trouvé  les  formules  générales  qui 
les  représentent. 

248.  Considérons  d’abord  les  deux  équations  à deux  inconnues 
(A) . . . . ax -+-by=  c , ax  + b'y  = c' ....  (B)  : 

si  l’on  prend  dans  chacune  une,  valeur  de  x , on  aura 
c — by  c' — b'  y 

rr  rr  • 


l’égalité  des  seconds  membres  fournit  une  équation  du  premier 
degré  en  y qui  donne 

ac' — cû'  „ . 

* ~ ab'—bd  ""’^  ’ 


cette  substitution  faite  pour  y dans  l’une  des  valeurs  de  x , 
donne,  après  les  réductions  , 


cb'—bc' 
ab'—bd " 


(a). 


On  aurait  pu  substituer  la  valeur  de  xQMduite  de  la  première 
équation  dans  la  seconde,  ou  réciproquement,  et  on  aurait 
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obtenu  une  équation  en  y qui  aurait  fait  connaître  la  valeur  de 
cette  inconnue,  et  par  la  substitution , on  aurait  eu  celle  de  x.  On 
est  conduit  aux  mêmes  formules,  1®.  en  multipliant  la  première 
équation  par  d , coefficient  de  x dans  la  seconde,  et  la  seconde 
par  a coefficient  de  x dans  la  première  , et  retranchant  le 
premier  produit  du  second  , ce  qui  donne  une  équation  en  y; 
d’où  l’on  tire  y»;  a®,  en  multipliant  la  première  équation  par  b', 
et  la  seconde  par  b,  retranchant  l’un  des  produits  de  l’autre, 
et  évaluant  x au  moyen  de  l'équation  - différence.  De  cette 
manière  , on  remplace  les  deux  proposées  par  deux  équations 
du  premier  degré  à une  seule  inconnue. 

Enfin  on  peut  encore  multiplier  l’une  des  deux  équations , 
(A)  , par  exemple,  par  une  indéterminée  m , ce  qui  donne 

amx  + bmy  — me, 

et  en  retranchant  de  ce  produit  l’autre  équation 
<Px-\-  b'y  — c', 

on  a pour  différence 

( am — d ) x + (ùm  — b'  )_y=a  cm— c'. . . .(3). 

Comme  rien  ne  détermine  ici  la  quantité  m , on  peut  la  sup- 
poser telle  que 

bm  = b' , d’où  m — -j-  ; 

alors  le  terme  multiplié  pary>  disparaissant  dans  (3),  on  en  tire 

cm — c cb' — -bc' 

X am — a ab' — bd  ’ 

après  avoir  remplacé  m par  sa  valeur.  On  peut  aussi  supposer 

am  = a , dou  m — — , 
a 

et  l’équation  (3)  donne 

cm — c' ac’ — ca' 

y — ~ ab' — bd  5 

ces  valeurs  de  aret^  sont  les  mêmes  que  celles  (i)  et  (2)  trou; 
vées  plus  haut. 
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a4g-  Passons  maintenant  à trois  équations  du  premier  degré 


entr'e  trois  inconnues. 

Le  système  le  plus  général  de  ces  équa-* 

tions  est  le  suivant  : 

(O.... 

. ax  -b  by  -f-  cz  — d , 

{P) 

.a'x  -+-  b' y -f-  c'z  = d'. 

(£) 

.û"x+  b" y -f-  c"z—  d", 

qu’on  traitera  d’après  chacun  des  procédés  indiqués  (s44V 
Pour  appliquer  le  troisième , on  multipliera  la  première  équa- 
tion  par  le  produit  c'  c"  des  coefficieus  de  z dans  les  deux  der- 
nières , la  seconde  par  le  produit  analogue  cc ",  et  la  troisième 
par  le  produit  cc'\  et  retranchant  successivement  du  premier 
produit  le  second  , puis  le  troisième,  on  trouvera  , après  avoir 
divise  le  premier  reste  par  c"  et  le  second  par  c', 

(ac'  — a' c)  x (te'  — b'c)  y — c’d  — cd? , 

(oc"  — û"c)i+(k'  — b"c)  y — c‘d  — cd", 
lesquelles  , comparées  avec  les  éqéatiÆns  ( A ) et  (B)  , donnent 
a = ac'  — de  j b = bc  — b'c  -,  c — c'd  — cd', 
a!  = ac"  — a" c-,'  b'  - bc"  — b"c-}  c'  — d'd  — cd < 
dont  les  substitutions  dans  les  formules  (1)  et  (a)  fournissent , 
après  les  réductions  , les  valeurs  de  x et  y en  quantités  toutes 
connues  , et  de  celles-là  , on  déduit  la  valeur  de  z. 

a5o.  On  peut  encore  parvenir  aux  valeurs  de  x,y  et  z, 
en  multipliant  la  première  des  équations  par  m , la  seconde 
par  n,  m et  n étant  des  quantités  indéterminées,  et  de  la 
somme  de  ces  produits  retranchant  la  troisième  équation  : ces 
opérations  donnent 

( am-\-a'n — c")  x-\-(bm  + b'n  — b")  y -j-  (cm  + c'a — c")z 
— dm.  -f -d'n — d" . 

On  disposera  de  m et  de  n de  manière  à faire  disparaître  les 
termes  de  x et  de  y : à cet  effet,  on  posera 

am  + an  — a"  — o , bm  -j-  b'n  — b"  — o } 
et  il  restera 

_ dm  -f-  d'n  ~-d" 

2»  — - I / u * 

cm  + c n — câ  .j 
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or  des  deux  équations  en  m et  en  n on  déduit 

a!’ b'  — b"  a'  ab" — ba" 

771  — ab'—ba!  ’ " ~ ab'  — ba" 

Subetituant  ces  valeurs  dans  celle  de  z , on  trouvera  ce 
résultat 

d (b' a"—  a' b")  + d'  (ab"—  ba")  4 d"  (ba'—ab') 

Z~c  (b' a"—  a' b")  + c'  (ab“—  ba")  + c"  (ba—  ab ')  ' ' 

En  posant 

am  4 o-'n  — a"  — o , cm  4 c'n — c"  = o , 
on  trouverait , après  avoir  opéré  comme  ci-dessus , 
d (ça" — q'ç")  + df  (ac"—ca")  + d"  (ca'—ac') 
y ~~  b (c'a — a'c")  4 b'  (ac" — ca")  4*  b“  ( ca! — ac) 

Enfin  les  deux  hypothèses 

bm  4*  b' n — b"  —O,  cm  4"  c'n  — c“  — o , 

donnent 

d(c'b"— b'c")  +d'  (bc’—cb")  4-  d"  (cb'—bc') 

X — a (c'b"-  b'c") 4-  a'  (bc'—cb")  4 a"  (cb'—bc') 

Nous  observerons  que  ces  formules  (4)  > (5)  et  (6)  qui 
donnent  x , y,  z,  sont  très -aisées  à calculer  à cause  des 
facteurs  communs  aux  deux  termes  des  fractions  : si  on  les  dé-^ 
veloppe  , et  qu’on  change  les  signes  dans  les  deux  termes  de  x 
et  z , on  trouvera 

db'c" — de  b" 4 rd' b"— bd' c" 4 bc'd'—c V(P  . ^ 

X ~ ab'c"—ac'b“+cab"  — ba'c"-Çbca"—cb'a"  ' ’ ‘ ‘ 

ad'c"—ac'd:'+ca!d"—da'<:"+dc'a"—cd'a"  . 

y ab' c" — ac  b" -\-ca! b" — ba’c"-{-  bc  a" — cb'a' 

ab'd"—adb"+da'b“—ba'd"+bd'a"—dba"  . 

Z “ ab’c"-  ac  b" 4 ca'b"—  ba' c +bd d—cb' a ™ 

a5i.  Nous  n’étendrons  pas  l’analyse  précédente  au- cas  de 
quatre  équations  entre  quatre  inconnues , parce  que  la  rfiarche 
que  nous  venons  de  tracer  , est  facile  à suivre  : nous  recher- 
cherons plutôt  s’il  existe  une  loi  au  moyen  de  laquelle  on  puisse 


■ (G): 
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former  immédiatement  les  termes  des  fractions  valeurs  des 
inconnues.  A cet  effet,  nous  reprendrons  les  formules  (1)  et  (a)' 

cb' — bc'  ac  — ca! 

x — ab'—ba!  * y ~ ab'—  \3  * 

• 

dont  le  dénominateur  commun  ne  se  compose  que  des  lettres 
qui  multiplient  les  inconnues  y pour  le  former,  on  fait  d’abord 
(171)  les  deux  arrangemens  ab , ba  des  coefficiens  de  x et  y , 
on  affecte  le  second  du  signe  — , et  on  accentue  une  fois  la 
seconde  lettre  de  chaque  arrangement.  A la  seule  inspection  , 
on  remarque  que  les  numérateurs  se  forment  du  dénominateur 
commun  , en  changeant  a en  c pour  x,  et  b en  c pourj» , ou  , 
plus  généralement , en  changeant  pour  a;  son  coefficient  dans  le 
terme  tout  connu , et  pour  y celui  de^  dans  le  même  terme. 

Passons  au  cas  de  trois  équations  entre  trois  inconnues  : pour 
obtenir  le  dénominateur  commun , on  forme  tous  les  arran- 
gemens de  trois  lettres  a,  b,  c,  qui  sont  les  coefficiens  des 
inconnues  , et  on  trouve  d’après  la  règle  donnée  (171)  , 

abc,  ùcb , cab  , bac , bca  , cba  ; 

on  les  affecte  alternativement  des  signes  et  — , en  com- 
mençant par  , puis  on  accentue  une  fois  la  seconde  lettre 
de  chaque  arrangement , et  deux  fois  la  dernière  à droite  , ce 
qui  donne  le  dénominateur 

' ab'c"—  ac’b"+  ca'b" — ba'c"+  b c'a"—  cb'a". 

Les  numérateurs  se  concluraient  de  ce  dénominateur  commun  , 
en  changeant  pour  x son  coefficient  a dans  le  terme  tout 
connu  d , pour  y son  coefficient  b en  d , et  pour  z sou  coeffi- 
cient c en  d. 

Pour  former  le  dénominateur  commun  des  inconnues  x , y , 
a et  t déduites  des  quatre  équations 

ax  -f-  by  -f-  ex  -f-  dt  = e , 

. cl  x -f-  b' y -f-  cz  -f - d!t  = e , 

a"x  + b"y  -f  c’a  + d"t  = e" , 
a” x -f*  b" y -f-  c‘z  4-  <Ft  — e", 
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S faut  introduire  la  lettre  d à toutes  les  places  possibles  dans 
chacuii  des  arrangemens  de  trois  lettres 

abc , — acb , -f-  cab  , — bac , -f-  bca , — cba  ; 

mais  en  observant,  quant  aux  signes  , que  pour 

-f -abc  } f -f -abcd — abdc-\-adbc — dabc 

-rracb  f I — achd-\-acdb—adcb-\-daeb 

-4 -cab  \ J -f -cabd — cad b-\-cda b—dcab 

•—bac  / \ — bacd-\-badc — bdac-^-dbac 

-4 -bca  I I -\-bcad — bcda-\-bdca — dbca 

—cba  j f — cbad-\-cbda — cdba-\-dcba\ 

ensorte  que  les  signes  sont  alternatifs  dans  chaque  ligne  , sans 
l’être  d’une  ligne  à l’autre  j il  faut  ensuite  ajouter  toutes  ces 
lignes  , et  accentuer  une  fois  la  seconde  lettre  de  cet  arrange- 
ment , deux  fois  la  troisième , et  trois  fois  la  dernière  à droite. 
De  ce  dénominateur  commun , on  déduit  le  numérateur  de  x, 
en  changeant  a en  e , celui  de  ^ en  changeant  b en  é,  celui  de  s 
en  changeant  c en  e,  et  enfin  celu^de  t en  écrivant  e pour  d. 

a5a.  Nous  ferons  connaître  un  procédé  de  calcul  bien  pré- 
férable à ceux  que  nous  avons  exposés  jusqu’ici.  A cet  effet , 
en  supposant  quatre  équations  et  quatre  inconnues , nous  don- 
nerons au  dénominateur  une  forme  commode , en  ce  qu’elle 
met  en  évidence  les  facteurs  communs  à certains  termes  ; tel 
sera  ce  dénominateur 

—P  —R.  -S 

d lcm{a''b'—a'b’)^\a'ba—amb')-^c\amb"—a“bm)2 
—N  ■ —Q  S 

+d'  [c*( ab"  —a" b)  -f  c"(a*è  —abm  )+c  {a"bm—a*bny\\ 

—M  Q)  R * ( (IO)» 

+d"  [cm{a'b  —ab'  )+c'  ( abm  —a"b  )+c  {awb'—a'bm)l  I 

M N P I 

+cTlc\ab'  —a'*  )+c'(a"b  — ab " )+c  {a!bu  — ) 

dans  lequel  il  ne  faut  que  changer  le  d en  e pour  avoir  le  nu- 
mérateur de  l’inconnue  t ; en  observant  qu’il  n’y  a entre  les 
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petites  parenthèses  que  six  facteurs  numériquement  dilférens  J 
et  qui  sont  répétés  sous  des  signes  contraires,  on  reconnaîtra 
qu’il  est  facile  d’évaluer  t.  Ce  nombre  étant  connu,  on 
pourra  poser 

D -e  — dt  D'  — e' — d't,  D"  — e"  — d't  ; 

et  comme  il  ne  reste  plus  que  trois  inconnues  , on  aura , d’après 
la  formule  (4)  , , , 

D ( b' a"—  a' b")  + U {ab"—  ba")  + D"  {ba!—  ab')  . 

Z ~ c {b' ci' —a' b"  ) + c'  {ab" — ba!')  + c"  {ba'—ab')  » 

dont  le  dénominateur  est  déjà  réduit  à un  nombre , ainsi  que  les 
différences  qui  sont  en  facteurs  au  numérateur  ; de  sorte  qu'il 
suffit  de  les  multiplier  par  D , D’,  D".  Connaissant  s et  t , si 
l’on  pose 

é — e — cz — dt , è'  — c — cz — dt , 
on  aura , d’après  les  formules  (1)  et  (a) , 

_ ib'  — bv  _ y a — Sa' 

X ab'  — ba’  1 ^ ab'  — ba '* 

253.  Nous  nous  bornerons  à quelques  applications  auxquelles 
il  sera  bon  d’en  ajouter  d’autres  pour  exercer  les  élèves. 

i°.  Trouver  deux  nombres  dont  la  somme  soit  m , et  la  diffé- 
rence n.  Désignant  le  premier  des  deux  nombres  par  x et  le 
second  par  y , on  aura  ces  deux  équations 

x-\-y  — m-,  x — y — n-, 

les  ajoutant , puis  soustrayant  la  seconde  de  la  première , on 
trouve  de  suite 

. m -f-  n m — n 


valeurs  qui  donnent  ce  théorème  connu  : le  plus  grand  de  deux 
nombres  , est  égal  à la  moitié  de  leur  sommemjoutéeà  lamaitié 
de  leur  différence  , et  le  plus  petit  vaut  la  moitié  de  la  somme 
moins  la  moitié  de  la  différence. 

2°.  Supposons  quçn  ait  à trouver  les  distances  entre  qtmtre 
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•billes  A,  B,  C et  D , sachant  seulement,  i®.  que  si  à la 
moitié  de  la  distance  de  A à C , on  ajoute  les  ^ de  la  dis- 
tance de  A à D plus  3 1,4  myriumètres  , on  a la  distance  de  A 
à B ; 2°.  que  si  à la  distance  de  A à B on  ajoute  la  moitié 
de  celle  de  A à D plus  g, 5 myriamètres  , on  a la  distance 
de  A à C ; 3®.  que  si  de  la  distance  de  A à C on  retranche 
la  moitié  de  la  distance  de  A à B plus  i58,5  myriamètres  , 
on  a celle  de  A à D. 

Appelons  x la  distance  de  A à B , y celle  de  A à C , z celle 


de  A à D. 

la  i*r®  condition -j  rx  = jy’  -f-  |z-f*  3i,4 

la  a® > donne  <y  = x -f-  j z + g, 5 

la  3® ) (z  = y — £x — i58,5. 

Transposant  dans  un  seul  membre  tous  les  termes  qui  renfer- 
ment les  inconnues,  et  faisant  disparaître  les  dénominateur* 
par  la  multiplication , on  a 

4x  — ay  — 3z  = -f-  ia5,6 

ax  — ay  -f-  -z  — — îg 

x — ay  -f-  as  = • — 317. 


on  trouve , d'après  (4)  , 

a'b—ab'  = 4,  abu—ba“=  — 6,  a"b'—a'b’=  + 2 ; 

d’où 


les  deux  premières  équations  deviennent  par  la  substitution  de 
cette  valeur  de  z, 

4X  — ay=  802,7  j ax  — ay  = — 244,7, 
et  on  déduit  des  formules  correspondantes  (1)  et  (3), 
x = 523,7  ; ^ = 646,05. 

3°.  Trois  personnes  jouent  ensemble  ; dans  la  première  par- 
tie , le  premier  joueur  perd  avec  chacun  des  deux  autres  autant 
que  chacun  cT eux  avait  d’argent  ; dans  la  seconde  partie , 
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c’est  au  second  joueur  que  chacun  des  deux  autres  gagne 
autant  qu'ils  ont  déjà  d'argent;  dans  la  troisième  partie  , 
i le  premier  et  le  second  joueurs  gagnent  chacun  autant  d’ar- 
gent au  troisième  qu’ils  en  ont.  Ils  cessent  alors  de  jouer , 
et  il  arrive  qu’ils  ont  tous  une  somme  égale  , savoir  , chacun 
24  pièces.  On  demande  avec  combien  d’argent  chaque  joueur 
s'est  mis  au  jeu? 

Supposons  que  l’enjeu  du  premier  joueur  ait  été  de  a:  pièces , 
celui  du  second,  de  y,  et  celui  du  troisième,  de  a:  et  faisons 
encore 

x +y  + a = S.  ' : . 

D’après  l’énoncé , le  premier  joueur  à perdu  dans  la  pre- 
mière partie  S — x donc  il  lui  reste  ax  — S pièces , au  second 
»y , et  au  troisième  2z. 

Dans  la  seconde  partie , le  second  joueur  a perdu  5 — a \y , 
puisque  les  deux  autres  avaient  en  somme , au  commencement 
de  cette  partie  , ax-f-  2z  — 5 = 5 — a y \ il  lui  reste  par  con- 
séquent 4y—  5.  Ainsi  à la  fin  de  la  seconde  partie  , les  trois 
joueurs  se  trouvent  avoir , le  premier  4x — aS,  le  second  jy — 5, 
et  le  troisième 

Enfin  la  troisième  partie  terminée  , il  reste  au  premier 
joueur  8x  — 4 5 > au  second  — a 5 , et  au  troisième 

8 z— S. 

La  ie”  condition!  * c 8x — 45 = 34)  rx =3  -f  { 5 

la  a® > donne  <8y  — a5=a4>  donc  <_y =3  -f-  ^ 5 

ta  3e ....}  t8z — 5 = 24]  lz=3  + jS. 

Ajoutant  ces  équations , on  trouve 

*+.y  + * = 9-t-i‘S.  ou  S = 9 + |S,  d’où  5 = - a, 

ce  qu’on  savait  d’avance  , puisque  les  trois  joueurs  ont  autant 
après  qu’avant , et  que  d’après  l’énoncé,  ils  se  trouvent  avoir 
chacun  a4  pièces  à la  fin  de  la  dernière  partie.  Faisant  pour  5 
cette  substitution  dans  x , y et  z , ôn  trouve 

x==39>  J = ai , z = ia. 
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On  voit  comment  la  solution  a été  abrégée  par  l'hypothèse 
heureuse 

x + y + a = S. 

Autrement  on  aurait  été  conduit  aux  trois  équations 

4x  — 4y  — 4z  = 2 4, 

6y  — ax  — a z = a 4, 

7Z  — y — x z=  a 4, 

qu’on  aurait  traitées  d’après  la  méthode  générale. 

Qu’on  considère  maintenant  que  puisqu’à  la  findu  jeu,  chacun 
des  joueurs  avait  a 4 pièces , et  que , dans  la  troisième  partie , le 
premier  et  le  second  ont  doublé  leur  argent , ils  doivent  avoir 
eu , avant  cette  dernière  partie  , le  premier  i a pièces , le  second 
ia,  et  le  troisième  48  ; que  dans  la  seconde  partie  , le  premier 
et  le  troisième  joueurs  ayant  doublé  leur  argent , ils  avaient , 
le  premier  G pièces,  le  second  4a,  et  le  troisième  24;  enfin, 
que  dans  la  troisième  partie , le  second  et  le  troisième  joueurs 
ayant  gagné  chacun  autant  qu’ils  avaient  mis , l’état  primitif 
du  premier  était  3g  pièces , du  second  21  , et  du  troisième 
le.  La  question  peut  donc  ainsi  se  résoudre  sans  le  secours  de 
l’Algèbre. 

4°.  Quatre  joueurs  se  sont  mis  au  jeu  .•  le  gain  du  premier 
et  le  f du  gain  des  trois  autres  , = 25  ; le  gain  du  deuxième  et 
le  g du  gain  des  trots  autres , — 1 4 J le  gain  du  troisième  et 
le  5 du  gain  des  trois  autres , = 8 ; le  gain  du  quatrième  et  la 
moitié  du  gain  des  trois  autres  ,=  11.  On  demande  quel  est  le 
gain  de  chacun  ? 

En  appelant  x , y , z , t les  quatre  inconnues , on  est  con- 
duit à ces  valeurs  des  inconnues , savoir  : 

x = a4,  y—  12,  a=—  2,  t = _6, 
de  sorte  qu’il  y a lieu  à rectifier  l’énoncé  (chap.  »4). 

5°.  Proposons-nous  encore  cette  question  qui  est  piquante 
par  la  tournure  de  la  solution. 

Un  père  laisse  en  mourant  un  certain  nombre  d’enfans  et 
un  héritage  qu  ils  doivent  partager  comme  il  suit  .• 
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Le  premier  prélève  100  écus  et  la  dixième  partie  du  reste  / 

Le  second  touche  200  écus  et  la  dixième  partie  de  ce  qui 
reste; 

le  troisième  prend  000  écus  et  le  dixième  de  ce  qui  reste  ; 

Le  quatrième  prend  400  écus  et  le  dixième  de  ce  qui 
teste  , et  ainsi  de  suite. 

Il  se  trouve  que  le  bien  a été  partagé  également  entre  tous 
les  héritiers. 

On  demande  , 1°.  quelle  était  la  somme  à partager  3 
a0,  combien  il  y avait  d'enfans ; 3°.  combien  chacun  d'eux 
a reçu  ? ^ n-  . ... 

Représentons  la  somme  de»  parts  ou  l’héritage  , par  z.  ( 
et  par  x la  portion  de  chaque  enfant  ; puisqu’ils  sont  éga- 
lement partagés  , leur  nombre.sera  - , Cela  posé , on  aura  ce 
tableau  : 
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La  colonne  intitulée  , différences  , renferme  celles  qu’on 
obtient  en  soustrayant  chaque  portion  de  la  suivante  : or 
toutes  ces  portions  étant  égales , chacune  d’elles  est  nulle. 
On  a donc  déjà 

' x 100 

1 OO  — — — ~ Q • 

10  9 

on  déduit  de  là 

x = 900  : 

La  part  de  chaque  enfant  est  donc  de  900  écus.  Pour  évaluer  2 ' 
on  prendra  à volonté  l’une  des  équations  de  La  troisième  co- 
lonne, la  première,  par  exemple,  parce  quelle  est  la  plus 
simple,  et  y portant  pour  x sa  valeur  900,  on  aura 

. z — 100 

900  =100-4-  r— • 

10  ’ 

d où  1 on  tire,  après  les  réductions  , 
a = 8100; 

l’héritage  total  s’élève  donc  à 8x00  écus.  Mais  - représente 
le  nombre  des  héritiers  • et  on  a 

z _ 8100  8x  \ 

x 


900 


— T -9- 


Ainsi  il  y a 9 enfans.  Ici  J tient  lieu  d’une  nouvelle  in- 
connue. 

Si  on  remplace  100  par  a,  10  par  b , on 
tions  générales 


*u 


ive  ces  équa- 


z = a ( b- 


lY,  x=a(b-i),  — 

.T? 


6°.  On  a diferens  mélanges  de  plusieurs  substances  ■ on 
veut  en  former  un  dans  lequel  les  differentes  substances  se 
trouvent  dans  une  proportion  donnée. 

Soit  un  de  ces  mélanges  dA  +.  eB  4.  fC,  un  second 
g 4 + hB  + kC,  un  troisième  IA  + mB  + nC , expressions 
dans  lesquelles  A,  B , C désignent  les  substances  mélanges 
d,e  ,f»  etc.  , les  proportions  dans  lesquelles  elles  entrent 

. i5 
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dans  chaque  mélange.  Soit  pA  4-  qB  rC  le  nouveau  mé- 
lange à composer  en  parties  des  trois  premiers.  Désignons 
par  x , y , z les  nombres  inconnus  de  parties  qu’il  faut  prendre 
des  trois  premiers  mélanges , pour  qu’il  en  résulte  celui  qu’on 
demande . On  aura  donc 

dAx  + eBx  -f-  fCx  1 

4-  gA y 4-  hDy  + = pa  + <7.5  + rC — W). 

rf-  lAz  4*  mBz  -4-  nCz) 

Or  le  nombre  p de  parties  de  la  substance  A , par  exemple , 
daits  le  mélange , ne  peut  être  que  la  somme  des  nombres 
de  parties  de  la  même  substance , prises  dans  pelles  dont  se 
compose  ce  mélange.  Donc  on  doit  égaler  de  part  et  d'autre 
les  coefficiens  de  A ; et , par  la  même  raison  , on  formera 
une  équation  entre  les  coefficiens  de  B et  une  entre  ceux  de  C. 
Ainsi  on  aura  ces  trois  équations  : 

dx  + gy  + Iz  = p , 
ex  4-  hy  -f-  ma  = q , 
fx  4*  -j-  nz  = t. 

Supposons  , pour  éclaircir  ce  que  nous  venons  de  dire , trois 
mélanges  de  métaux  en  fusion  j un  kilogramme  du  premier 
mélange  contient  12  parties  d'argent,  x de  cuivre  , 3 d’étain  j 
un  kilogramme  du  second  contient  x partie  d’argent , 12  de 
cuiVfe , et  3 ; un  kilogramme  du  troisième  contient 

zéro  d’argent  , 1 4 parties  de  cuivre  , 2 d’étain.  Il  s’agit  avec 
ces  trois  mélanges  , d’en  former  un  nouveau  qui , sûr  chaque 
kilogramme , contienne  4 parties  d’argent , 9 de  cuivre  et  3 
d'étain  -,  on  a 


d = 12  , 

e — 

» > 

f 

= 

3; 

g = 1 » 

h - 

12 , 

k 

= 

3; 

1=0, 

m = 

j 4 , 

Tl 

= 

a; 

p = 4 » 

<7  *= 

9 . 

r 

= 

3 j 

et  on  trouve  que  pour  chaque  kilogramme , il  faut  prendre 


Digitized  by  Google 


4g  D’  ALGÈBRE.  33  7 

3 8 

— sus  x du  premier , — = y du  second , et  o = s du  troi- 
sième ; et  en  effet , la  somme 


3 , 8 , 

— -j- (-0=1 

n 11 


«il 


70.  La  question  suivante  confirmera  les  remarques  faites 
(chap.  14  ) sur  les  solutions  négatives. 

Un  ouvrier  a travaillé  i a jours  chez  un  particulier,  et 
pendant  les  7 premiers  jours  , il  a été  secondé  par  sa  femme 
et  son  fils  ; il  a reçu  46  francs  ; à une  autre  époque  f il  a tra- 
vaillé chez  la  même  personne  8 autres  jours , et  5 seulement 
avec  sa  femme  et  son  fis  j il  a touché  3o  francs.  On  de- 
mande combien  l'ouvrier  gagnait  par  jour  pour  sa  part , et 
combien  gagnaient  ensemble  la  femme  et  le fis  ? 


En  désignant  par  x le  gain  journalier  du  mari  , et  par 
y celui  de  la  femme  et  du  fils  , on  est  conduit  aux  deux 
équations 

iqx  -f  7y  = 46,  * 

8x  -f-  5y  = 3o, 

qui  donnent 

x ~ 5?r , y = — sJ1 . 


Il  s’agit  d’interpréter  la  solution  négative  y.  On  considérera 
que  pour  x = 5 , les  deux  équations  deviennent 


. '5  X 12  -t-  jy  = 46  ) f 60  -f  7 y = 46 
5 X 8 + 5y  = 3o  / . 1 4°  -+-  5y  = 'So , 

et  qu’il  est  absurde  de  supposer  qu’il  faille  ajouter  à 60  pour 
avoir  46 , et  à 4°  pour  avoir  3o  ; d’où  il  résulte  que  les  mul- 
tiples 5 et  7 de  y doivent  etre  retranchés  , ainsi  que  l’exige 
le  résultat  négatif  y = — 2.  Si  l’on  introduit  y sous  le 
signe  — dans  les  deux  équations  trouvées , on  a les  suivantes  : 

12X  — 7_y  — 46 , 

8x  — 5y  = 00, 

qui  ne  correspondent  plus  à la  question  et  qui  indiquent  une 
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rectification  dans  l’énoncé.  En  elFet,  il  est  impossible  que 
l’ouvrier  gagne  plus  à lui  seul  que  lorsqu’il  est  aidé  par  sa 
femme  de  son  fils  ; il  faut  que  ce  qui  est  considéré  comme 
un  gain  fait  par  ces  deux  individus  , soit  une  dépense  à la 
charge  de  l’ouvrier,  pour  nourriture  et  entretien  ; ensorte  que 
pour  s’énoncer  correctement , il  faut  dire  : Un  ouvrier  a tra- 
vaillé 1 2 jours  chez  un  particulier , et  pendant  les  y premiers 
jours , il  a eu  avec  lui  sa  femme  et  son  fils  qui  lui  occasion- 
naient une  certaine  dépense  ; il  a reçu  46  francs  ; à Une  autre 
époque  , il  a travaillé  chez  la  même  personne  8 autrés  jours , 
ajant  avec  lui  pendant  cinq  jours  sa  femrrifc  et  son  fils  , à la 
dépense  desquels  il  devait  encore  pourvoir.  On  demande  com- 
bien V ouvrier  gagnait  par  jour , et  quelle  était  la  dépense  • 
journalière  de  la  mère  et  du  fis  ? Ainsi , pour  rétablir  un 
énoncé  , on  change,  dans  la  traduction  algébrique  immédiate  , 
le  signe  de  l’inconnue  dont  la  valeur  est  négative , et  on  ré- 
forme l’énoncé  d’après  la  traduction  ainsi  modifiée  (chap.  14). 

a5fc>.  Passons  maintenant  à la  discussion  des  racines  , et 
commentons  par  l’examen  de  celles-ci  : 

cb'  — bc'  ac  — cû' 

X~  ab'—ba''  y — abr — ba '* 


Dans  les  hypothèses 


on  trouve 


a=a',  b —b',  c = c, 

o o 

* = -;  y = - ; 
o'  J o 


c’est  par  ce  signe  ^ que  se  manifeste  l’indétermination  de  la 

question , ainsi  qu’on  l’a  déjà  vu  souvent.  En  elFet , sous  ces 
deux  hypothèses  les  deux  équations 


ax  -f-  by  =-c  ; a'x  -f-  b'y  — c' 

se  réduisent  à celle-ci  : 

ax-j-by—  c , 
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qui  admet  une  infinité  de  solution*,  ainsi  que  nous  l’avons  déjà 
insinué  (246). 

Réciproquement,  si  les  valeurs  de  x et  de  y se  présentent 
sous  la  forme  - , la  question  est  indéterminée.  En  effet,  pn 
a , dans  ce  cas , les  trois  équations 

cb'  — bc  c=  o,  ac~ca'  — o,-  ab' — : ba  = o, 

dont  l’une  quelconque  est  la  conséquence  des  deux  autres; 
car  la  première  on  déduit 

c — b ’ 

valeur  qui , substituée  dans  la  seconde , donne  la  troisième 

ab'  — ba'  = 0.  -> 

Qu’on  prenne  dans  la  première  la  valeur  de  b',  et  qu’on  la 
reporte  dans  la  troisième , on  trouvera  la  seconde  ; qu’on  prenne 
dans  la  seconde  a',  pour  en  substituer  la  valeur  dans  la  troi- 
sième, et  on  retombera  sur  la  première.  Cela  posé,  les  deux 
premières  de  ces  conditions  donnent 

y 

c ’ c * 

reportant  ces  valeurs  dans 

a'x  + b' y — c\ 

ort  y portera  en  même  temps  l’hypothèse  de  l’indétermina- 
tion des  racines , et  on  trouvera  , après  les  réductions , 

ax  -J-  by  — c : 

les  deux  équations  se  réduisant  à une  seule,  la  question  reste 
donc  indéterminée. 


c = o , 


Examinons  le  cas  de 

# c = o, 

c’est-à-dire , celui  où  les  termes  connus  viennent  à manquer  j 
alors  les  deux  équations  sont  de  la  forme 

ax  + by  = o,  a'x-^-b'y  — o. 
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et  il  est  visible  que  les  premiers  membres  deviennent  nuis 
par  x = o , y = o , conclusion  qui  résulte  d’ailleurs  de  ce  que 
les  numérateurs  cb' — bc' , ac' — ca'  des  valeurs  générales  de 
x et  y , sont  nuis  dans  les  hypothèses  ci-dessus. 

. Mais  si  l’on  divise  les  deux  proposées  par  x , et  qu’on  pose 

- = p , on  aura 
x 

a-\-bp=  o*  a'  -4-è'p=o: 

de  la  première  , on  déduit  p — — g , valeur  qui , sutatituée 

dans  la  seconde , donne  cette  équation  de  condition 

ba' — ab'=z  o,  ou  ab' — ba'=o , 

qui  est  le  dénominateur  commun  des  valeurs  de  x et  y.  Donc 
si  les  nombres  c et  c'  étant  nuis,  les  nombres  a,  b , a", & 
sont  tels  que  cette  dernière  relation  soit  satisfaite , on  aura 


* = y=  f- 

Pour  voir  comment  alors  se  modifient  les  deux  équations 
données  , qu’on  substitue  dans  a'x  + b'y  = o , pour  a',  sa 
oJ) 

valeur  , déduite  de  ab'  — ba'  = o , cette  équation  devient 

la  première  , ensorte  que  les  deux  n’en  font  qu’une.  Nous 
remarquerons  encore  que,  dans  les  hypothèses  actuelles  , on#ne 
peut  déterminer  que  le  rapport  p , peur  lequel  on  trouve 

^ = = ) - 
* b b'  * 

ensorte  qu’il  suffit  de  prendre  pour  x et  y les  mêmes  multiples 
des  deux  termes  des  fractiens  ^ , ou  y sinplifiées , ce  qui  ex- 
plique autrement  l’indéterminatiou  de  ces  inconnues. 

Il  peut  arriver  que  les  deux  équations 


ax  + by  = c , a'x+  b’y  = c' 


♦ 


» 
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soient  incompatibles , ou  qu’elles  expriment  deux  conditions 
contradictoires»,  ce  qui  aurait  lieu  sous  ces  relations  : 

a!  =pa , b'  -=pb , c'  — qc  -, 
car  alors  les  proposées  deviennent 

ax  by—  c , pax  -f-  pby  r=  qc  : 

la  seconde  est  en  opposition  avec  la  première,  puisqu’elle 
exprime  une  égalité  entre  les  produits  de  deux  facteurs  égaux 
par  des  facteurs  inégaux.  L’introduction  de  ces  hypothèses  sur 
a',  b',  c'  dans  les  formules  des  racines,  donne 


c (p— ?). 


;ooj  y : 


c(q— p)_ 


et  ici  ce  caractère  00  se  produit  évidemment  comme  annonce 
d’une  contradiction  dans  les  termes  de  l’énoncé. 

Réciproquement,  lorsque  les  valeurs  de  x et  y sont  infi- 
nies , les  deux  équations  sont  en  contradiction  : on  a pour 
exprimer  cette  circonstance , 

ab'—ba'  = o,  d’où  a'=y, 
et  substituant  pour  a1  cette  valeur  dans 
éx  + b'y  = d, 
il  vient,  aprèsTa  multiplication  par  b, 

b'Çax-{-  by)  = bc', 
équation  en  contradiction  avec 

ax-j-  by  = c, 

puisqu’on  ne  suppose  pas  bc'  = b'c-}  car  alors , à cause  de 
ab'  = al  b t on  aurait  la  conséquence  ad  — a'c , et  de  ces  trois 
équations  résulteraient , comme  on  l’a  vu  ci-dessus  , 


:S’  -*=3' 


résultats  qui  ne  sont  pas  ceux  qu’on  a supposés. 

Toutes  les  fois  donc  qu’un  problème  à deux  inconnues  du 
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premier  degré,  est  possible , impossible  ou  indéterminé ; on 
est  conduit  à des  valeurs  de  x et  y , finies  ou  infinies  , ou  de 
la  forme  | , c'est-à-dire  indéterminées , et  la  réciproque  a lieu. 

P r: = B 


D M 


R 


Reprenons  ici  le  problème  des  couriers,  déjà  traité  (307)  , 
et  désignons  encore  par  a l'intervalle  PD  entre  les  deux 
lieux  de  départ,  par  x et  y les  distances  PR,  DR  de  cha- 
cun de  ces  lieux  au  point  de  rencontre  R , situé  au  - delà , 
par  c et  ti  les  nombres  de  kilomètres  que  parcourent  dans  une 
heure  le  premier  et  le  second  Courier , et  enfin  par  b le  nombre 
d’heures  dont  le  départ  du  premier  courier , celui  qui  part  de 
D , précède  celui  du  second.  Lorsque  le  second  courier  par- 
tira , le  premier  aura  fait  le  chemin  DM‘,  or  les  chemins  PR  et 
DR  étant  parcourus  avec  les  vitesses  d et  c dans  les  temps 

^7  y 

~c  > et  les  chemins  PR  et  MR  étant  parcourus  dans  le 
même  temps,  on  aura,  i°.  cette  équation  entre  les  temps 
— b , d’où  ex  — dy  — — cbd-} 

a°.  cette  équation  entre  les  espaces 

x—y  = a.  « 

Prenant  dans  la  seconde  une  valeur  de_y  pour  la  substituer 
dans  la  première , on  reviendrait  à liquation  trouvée  (307) 


x 


d (a  -J-  cb  ) 


d —, 


x —y 

d~  c 


Pour  simplifier  la  discussion,  soit  bxa, o , et  on  aura 
x — y=a, 

Ces  équations  ramenées  à la  forme  ordinaire , sont 
x — y ~ a , ex  — dy  — o, 
desquelles  on  déduit 


da  ca 
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L’hypothèse  d — c donne 

da  da 

x — — =oo,  y= — = od. 
o J B 

En  effet , la  seconde  équation  qui  devient  alors 
x—y-o,  * 

est  en  contradiction  avec  la  première.  Cependant  ces  deux 
valeurs  de  x et  y , quoiqu’annonçant  une  impossibilité  , ou 
plutôt  une  contradiction  dans  la  question  , puisqü’alors  les 
couriers  ne  peuvent  se  rencontrer , n’en  satisfont  pas  moins  aux 
équations;  en  effet,  reportées  dans  celles-ci  , elles  donnent 

— — — — a,  ou  ad  — üi  = o X o , 
o o 


ad ad 

od  ad 


* a a 
= — ou  - = -, 


o o 

résultats  vrais.  D’ailleurs  l’équation 


- ~y 

d c 


devient 


x 


zd=yd>  d’où  x=y- 


substituant  cette  valeur  de  y dans  x — y=a,  et  divisant 
par  x , on  trouve 

a 

1 ~ 1 = r> 

X 

équation  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu’autant  que  le  nombre  x ou 
son  égal  y surpasse  tout  nombre  donné. 

Lorsqu’on  a en  même  temps  d=.c  et  a = o ; alors 

.*=2»  y=*- 

Dans  ce  cas,  les  deux  équations  se  réduisent  à une  seule 
qui  est 

s x — y = o. 

Cette  expression  £ veut  dire  ici  que  le  point  de  rencontre  est 
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à une  distance  quelconque  du  point  de  départ;  et  eft  effet, 
les  couriers  partent  ensemble , et  font  des  chemins  égaux  dans 
des  temps  égaux.  La  seule  hypothèse  a — o donne  y = x , et 
change  la  seconde  équation  dans  celle-ci 

y -y_ 

d~  c’ 

laquelle  ne  peut  avoir  lieu  à moins  qu’on  ait  d = c , ce  qui 
doit  être  pour  que  les  deux  couriers  arrivent  ensemble  à 
l’ extrémité  des  distances  x ou  y , quelles  qu’elles  soient. 
Etendons  cette  discussion  aux  racines 

_ db'd1—  dc'b"+  cd'b" — bdfc"+  bc'dr—cb'd? 

X ab'c" — acb“-\-  eu!  b" — èaV'-f-  b c'a" — tb'a  * 

ad'c'' — acd"-\-  ca’d“ — da  c"  - f-  de'  a — cd'a" 

y ab'c"  — ac'b"-f-  cm' b" — baie"  -f-  b c'a" — cb'a"  * 

_ ab'd'—ad'b"+da'b"—ba'd"  + bd'a"—db'a" 
z — ab'c1—  acb"+  ca!  b"  — ba'c"+  bc'a"—cb'au  * 
des  trois  équations 

ax  + by  -f-  cz  = d, 
a'x  -J-  b' y -f-  c'z  ==  d', 
a"  x + b" y c'z  = d"  ; 

le  problème  peut  être  indéterminé  sous  un  très-grand  nombre 
d’hypothèses  faites  sur  les  valeurs  des  coefiiciens.  On  peut 
supposer  l’une  quelconque  de  ces  relations  entre  les  coefli- 
ciens 

** 

...  .a  — a'  — a",  b — b'~b",  d=d,=  (f; 
a”. . . .a"  — a’,  b ' = b',  c°  — c',  d"  = d'-, 

3U. . . .a'=aa’—a,  b"=ab'—b,  c”=ac'—c,d"=ad'—d, 

etc. 

En  introduisant  l’une  quelconque  de  ces  hypothèses  dans  les 
formules  ci-dessus  , on  trouve  toujours 

* = ?»  y = *=!  = 

le  premier  système  d’hypothèses  dit  que  les  trois  équations 
n’en  font  qu’une  ; le  second  exprime  que  la  troisième  équa- 
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tion  n’est  que  la  première  , et  le  troisième  annonce  que  la 
dernière  équation  est  une  combinaison  des  deux  autres. 

Examinons  en  particulier  le  cas  où  l’on  a d = o , d =o  , 
t d'  = o ; les  trois  équations  proposées  deviennent  alors  , en  les 

y z 

divisant  par  x et  posant  ^=p  ,-~q , 


a -f-  bp  -J-  cq  = o , 

a'  -f-  b>P  + c'q  = o, 

o"  + -f  = O. 


Les  deux  premières  suffisent  pour  déterminer  p et  q , et  la 
substitution  de  ces  valeurs  dans  la  troisième , donnera  une 
équation  de  condition  , c’est-à-dire  , une  relation  entre  les 
données  a,  b ,c,  a',  b',  c",  a*,  b",  c ",  nécessaire  pour  que  les 
trois  équations  soient  sl^|}faites  autrement  que  par  les  valeurs 
x = ô , y—  o , z = o qui  les  vérifient.  Si  l’équation  de  condi- 
tion a lieu , le  calcul  qui  n’aura  fait  trouver  des  valeurs  finies 


et  uniques  que  pour  les  rapports  £ — p — q des  trois 

inconnues  , laisse  l’une  d’elles  entièrement  arbitraire  , ensorte 
que  la  question  est  susceptible  d'un  nombre  indéfini  de  solu- 
tions. Pour  prouver  qu’alors  les  valeurs  des  inconnues  qui  se 
réduisent  à zéro,  en  faisant  dans  les  numérateurs  des  formules 
générales , o,  d =o , d”=o,  sont  réellement  de  la 
forme  § , il  faut  éliminer  p et  q entre  les  trois  équations  ci- 
dessus  ; les  deux  premières  donnent. 

ba’—ab’ 


p = 


cb' — bc 


<!  — 


cb'—bc 


ces  valeurs  reportées  dans  la  troisième  , la  changent  dans 
celle-ci  : 


donc 


ab'c"—ac,b“+ca'b"—ba:c'’+bc'a"—cb‘d'  = a 

x = î,  y—  £,  * = h. 


C’est  encore  ce  qu’on  trouverait’  pour  les  valeurs  des  incon- 
nues , si  l’une  des  équations , la  troisième , par  exemple , était 
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comprise  dans  les  deux  premières  , et  on  tomberait  dans  ce 
cas  par  leshypothèses  a"=iia-\-ma' , b"=nb-\-mb' , c"=nc-f-mc', 
d.”  ~nd-\-  md'. 

Réciproquement , si  les  valeurs  des  inconnues  se  présentent 
sous  la  forme  £ , on  peut  en  conclure  avec  certitude  qu’une 
des  équations  est  comprise  dans  les  deux  autres , et  que  par 
conséquent  le  problème  est  indéterminé.  Le  calcul  nécessaire 
pour  arriver  à cette  conclusion  , étant  assez  long,  nous  n’en 
indiquerons  que  les  principales  parties  ; mais  on  fera  bien , pour 
s’exercer , de  l’elfectuer  en  entier. 

.Nous  démontrerons  d’abord  que  l’une  quelconque  des  équa- 
tions que  l’on  obtient , en  égalant  à zéro  les  numérateurs  et  les 
dénominateurs  des  racines  , est  comportée  par  les  trois  autres. 
Par  exemple  , le  dénominateur  est  qgj^de  lui-même  , si  les  trois 
numérateurs  le  sont.  En  effet,  soient  * 

b’c’—  c'b"=  a ' , ci" — bc"=  b',  bc’—  cb'—  c\ 
c'a"-#û'c"=u*,  ac"—  cct'—b*,  ca—ac'—c % 
db" — i'a*=û*,  ba"-ab"=b\  ab'—ba'=d, 

où  les  chiffres  1 , a,  3 sont  des  indices  de  quantités  différentes, 
et  non  des  exposans  ; les  trois  numérateurs  deviendront 

a'd  -f-  b'd'  -f-  c’d"  — o , cdd  -J-  i2eT  -f-  c’d"  = o , 
dd+bW+dd"  — o. 

Si  l’on  prend/ pour  inconnues  d,  d',  d? , ces  quantités  auront 
pour  valeurs  ° , parce  qu’elles  ne  sont  pas  nulles , et  le  déno- 
minateur, sera 

a'b^c3 — o’c4i3-f- c'a?b3 — b'dd-f-  b'c?a3—  c'i4a*  = o. 

Si  l’on  y substitue  pour  a',  b',  c',  a4,  i4,  c4,  etc.  leurs  valeurs 
ci-dessus , il  viendra , après  les  réductions , une  quantité  pré- 
cisément égale  au  quarré  de 

ab'c"—ac'b"+  ca'b"—  ia'c'-f  hcd—cb'a"-, 
donc  ce  dénominateur  commun  est  nul  de  lui-même.  On  appli- 
quera la  même  démonstration  aux  autres  cas. 

Cela  posé , si  l’on  prend  dans  les  numérateurs  des  valeur» 


* 
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de  x , y , z égalées  à zéro,  celles  de  a",  b",  c"  pour  les  substi- 
tutions dans  la  troisième  équation 

ax+b"y-\-c"zz=æ* 

on  en  trouvera  une  qui  aura  lieu  d’elle-même  en  vertu  des 
deux  premières.  En  effet , les  numérateurs  de  x et  y égalés 
à zéro,  donnent 

db'c"  — bdfc"  + bc'dTj-  cb'dP 

b ~ dc^TTd'  * 

acd"  — ca'd"  -f-  da'c"  — aie" 

- de'  — edf  ' * 

En  substituant  ces  valeurs  dans  le  numérateur  de  z,  on  trouve 
une  équation  de  condition  qui  est  satisfaite  d'elle-même , puis- 
qu'elle devient  0 = 0.  En  mettant  pour  a’  et  b"  leurs  valeurs, 
dans  l'équation 

a"x  4-  b" y -|-  c" z = d' , 

il  vient , après  avoir  chassé  le  dénominateur  et  fait  la  ré- 
duction , 

de"  ( a! x 4-i'^v-f-  cz  ) — d'e”  (ax  -f-  iy-j-cz)  = o , 
c’est-à-dire 

dc"d!  — d'd'd  = o , , 

après  avoir  remplacé  a'x  + bÿ-t-  c'z  par  df , et  ax  4-  by  4-  cz 
par  d.  Il  est  nécessaire  d’obsefver  ici  que  les  valeurs  précé- 
dentes de  a et  b"  qui  réduisent  à zéro  le  numérateur  de  la 
valeur  de  z , rendent  nul  aussi  le  dénominateur  commun  des 
formules  des  racines  : et  en  effet , s’il  n’en  était  pas  ainsi , on 
aurait 

d d ' d • 

x—°>  y=°  et  *=0=7=?’ 

ensorte  que  z admettrait  trois  valeurs , lorsque  chacune  des 
autres  inconnues  qui  dépend  de  z , n’en  aurait  qu’une.  Ainsi 
les  trois  racines  devenant  l’une  des  trois  équations  est  com- 
portée par  les  deux  autres. 

Lorsque  les  équations  à trois  inconnues  sont  en  contradiction, 
les  valeurs  d^  inconnues  deviennent  infinies. 


**• 


a'[=  ma' , b"  = mb' , c"  = me' , d"=  nef , 
conditions  sous  lesquelles  la  troisième  équation  est  en  opposi- 
tion avec  la  seconde.  La  substitution  de  ces  valeurs  réduira 
le  dénominateur  commun  à zéro  , comme  il  est  aisé  de  le 
vérifier  ; mais  le  numérateur  aura  toujours  une  valeur  finie  et 
réelle  ; donc  les  racines  auront  la  forme  £ ou  oo. 

Réciproquement  si  les  racines  sont  infinies  , il  faut  en  con- 
clure que  les  équations  sont  contradictoires. 

Eu  effet,  si  on  égale  le  dénominateur  à zéro  , on  en  tirera 

„ ab'c"— ae'b" + ca'b"  — ba'c" 

a — cb'—bc' 

substituant  cette  valeur  dans  la  troisième  équation , on  trouve 
après  quelques  réductions , 

b'c"  (ar+cz)  — c'b"  (ax+èy)  -f-  cb"  (a  x-\-b' y) 

— bc"  (a'x+c'z)  — eb'd"+bc'd"  = o : 

mais 

ax  + cz  = d — by , ax-\-byz=d — cz , a'x+ b'y=uï — c'z  , 
a'x- {- c'z=d!  — b' y : 

si  on  effectue  ces  substitutions  , la  quantité  connue  sera  le 
numérateur  de  xqne  je  représente  par  N)  les  termes  affectés 
des  inconnues  se  détruiront  d’eux-mëmes  , et  par  conséquent 
on  aurait  lV=o,  équation  impossible  , puisque  les  racines  sont 
infinies  et  non  pas  de  la  forme  § ; la  troisième  équation  est  donc 
incompatible  avec  les  deux  autres , puisqu’en  la  combinant  avec 
celles-ci  et  la  relation  supposée  entre  les  coeificiens , on  est 
conduit  à un  résultat  contraire  à l’hypothèse. 

On  peut  étendre  les  considérations  que  l’on  vient  d’exposer  , 
à un  nombre  quelconque  d’équations , et  on  parviendra  à cette 
conclusion  générale  : Lorsque  les  racines  des  équations  du  pre- 
mier degré  ont  la  forme  | et  | ; la  question  que  V on  se  pro- 
pose de  résoudre  par  le  moyen  de  ces  équations  , est  indétermi- 
née ou  impossible , et  réciproquement. 

Pour  expliquer  ce  fait  analytique,  on  peut  remarquer  que 
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d’après  les  règles  relatives  à la  résolution  des  équations,  il  faut 
que  cette  résolution  fasse  connaître  toutes  les  valeurs  des  incon* 
nues  propres  à vérifier  les  équations  proposées.  Or  quand  un  pro- 
blème est  indéterminé,  il  est  impossible  que  l’équation  fiuale  qui 
contient  la  dernière  inconnue  au  premier  degré  seulement,  donne 
toutes  les  valeurs  différentes  dont  cette  inconnue  est  suscep- 
tible ; d’ailleurs  il  est  absurde  de  supposer  qu’elle  donnera  l’une 
de  ces  valeurs  plutôt  que  toute  autre  ; il  faut  donc  que  la  valeur 
de  l’inconnue  soit  telle  quelle  n’implique  pas  contradiction 
avec  l’énoncé , et  c’est  ce  qui  arrive  en  effet  lorsque  le  calcul 
donne  pour  résultat  De  plus,  on  ne  peut  obtenir  une  ex- 
pression semblable  que  dans  ce  cas,  comme  la  démonstration 
de  la  proposition  réciproque  le  prouve  complètement. 

.Lorsque  les  équations  expriment  des  conditions  contradic- 
toires , aucune  valeur  finie , quelle  qu'elle  soit , ne  peut  les 
vérifier;  aussi  l’algèbre  , en  donnant  alors  pour  les  inconnues 
des  valeurs  infinies  , indique  clairement  qu’il  n’existe  pas  de 
nombres  qui , substitués  à la  fois  dans  les  équations  , à la  place 
des  inconnues,  puissent  y satisfaire  ; car  l’infini  est  une  limite 
qui  surpasse  toute  quantité  assignable. 


/ 
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CHAPITRE  XVIII. 

Problèmes  indéterminés  du  premier  degré. 

*55.  j\[oüS  avons  vu  ( chap.  17)  comment  on  pouvait  éva- 
luer un  certain  nombre  d’inconnues  au  moyen  du  même 
nombre  d’équations.  Mais  lorsque  la  question  ne  fournit  pas 
autant  d’équation's  que  d’inconnues,  il  y a de  ces  inconnues 
dont  on  peut  disposer  arbitrairement.  Ces  sortes  de  questions 
sont  dites  indéterminées  , parce  qu’elles  admettent  un  nombre 
indéfini  de  solutions  (242). 

Cependant,  comme  d’un  autre  côté  on  ajoute  ordinairement 
la  condition  que  les  nombres  cherchés  doivent  être  entiers 
et  même  positifs  , le  nombre  des  solutions  possibles  se  trouve 
réduit , de  sorte  que  souvent  il  n’y  en  a que  très-peu  , et  que 
quelquefois  même  le  problème  n’en  admet  pas.  Cette  partie 
de  l’analyse  exige  des  artifices  particuliers  de  calcul  , propres 
à exercer  la  sagacité  des  commençans.  Mais  ici  nous  nous 
en  tiendrons  à la  partie  élémentaire  de  cette  théorie  , nous 
réservant  de  revenir  sur  cette  matière  dans  la  seconde  section 
de  ce  Traité. 

Tïous  commencerons  par  cette  question  bien  facile  : Trouver 
deux  nombres  entiers  et  positifs  dont  la  somme  fasse  10. 

Indiquant  l’un  de  ces  nombres  par  x et  l’autre  par_y , on  aura 
pour  traduction 

x-f-y  = io,  d’ou  x = 10 — y. 

D’après  la  restriction  énoncée  , on  ne  peut  prendre  pour  y 
que  la  suite  des  nombres  entiers  depuis  1 jusqu’à  9 inclusi- 
vement ensorte  qu’on  a pour  y et  x cette  suite  de  valeurs 
correspondantes 

y = o»  i,  a,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  to, 

* = «o,  9,  8,  7,  6,  5,  4,  3,  2,  1,  o. 

Or 
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Or  les  cinq  dernières  de  ces  neuf  solutions,  étant  les  mêmes 
que  les  cinq  premières , la  question  n’admet  véritablement 
que  six  solutions  differentes  en  nombres  entiers. 

a56.  Supposons  qu’on  ait  pour  traduction  d’une  question  ' 
1 équation  ^ * 

x^zby  -f-  c : 

dans  laquelle  b et  c sont  des  nombres  entiers  positifs  : tout 
nombre  entier  et  positif  pris  pour  y , donnera  pour  x un 
nombre  entier  et  positif  tandis  que  pour  l’équation 

x = — by  -f-  c,  - 

on  ne  trouvera  pour  x de  valeurs  positives  qu’autant  qu’on 
prendra  pour  y des  nombres  positifs  tels  qu’on  ait  by  Ce. 
L équation  proposée  étant  J 

x=~by—  c, 

il  sera  impossible  de  satisfaire  à la  condition  énoncée. 

257.  Soit  l’équation  la  plus  générale 

ax  = by  + c,  . 

dans  laquelle  « b et  c sont  des  nombres  entiers  : nous  démon- 
erons  d abord  que  s,  les  nombres  a et  Z»  admettent  un  com- 
mun  d,vlSe,ir  qui  ne  divise  pas  c , la  proposée  ne  pourra  être 

T ^ dM  n°mbres  entie»  é‘rits  pour  x et  y Ea 
effet,  ce  commun  diviseur  supposé  entre  net  b étant  d,  et  les 

quotiens  de  ci  et  de  b par  d - étant  nf  *»+  A'  i*  ' *•  j 

% F * ôtant  a et  1 équation  deviendra 

a'x—fy'+i;  a - 

or  a',  b',  X et  y étant  des:  nombres  entier!* , il  „'est  pas  pos. 

"b  "«•  «f-. . ««  ,0.  î m [rMlm  . 

donc  J doit  encore  diri.er  e.  Noue  Supp„,,„„s  donc  tonie,, 
les  nombres  a et  b premiers  entre  eux. 

Soit  a < b ; on  déduit  de  la  proposée 

by^-c  ' 

x=?  J ' 

• ‘ - * ■ ■ ■■.  r 

• — ' iG 


-> 


Digilized  by  Google 


a4a  É L É M E N 5 

et  on  ne  découvre  plus  aussi  facilement  que  dans  le  cas  où 
le  coefficient  de  x est  l’unité , les  solutions  en  nombres  entiers 
et  positifs  ; mais  on  peut  démontrer  , à priori , l’existence  d’un 
tel  système  de  solutions.  À cet  effet , les  nombres  a , b et  c 
étant  entiers  et  positifs  , et  a et  b premiers  entre  eux  , qu’on 
divise  c-\-by , par  a , dans  les  hypothèses  successives  y = o, 
s=  i , =2  , =3,  etc.  jusqu’à  a — i , et  on  aura  des  restes  en 
nombre  a , tous  différens  entre  eux , et  dont  chacun  est  plus 
petit  que  a ; car  si  deux  valeurs  de  y, telles  que  y',  y"  donnaient 
U même  reste  , on  aurait 


c + by’  = aq  + r 
c -f-  by’  = aq'  -}-  r 


J d’où  (/—  y")—o(q  — q') 


q et  q'  étant  des  quotiens  ; donc  la  différence  b (y1  — y*) 
devrait  être  divisible  par  a , ce  qui  ne  se  peut , parce  que  a est 
premier  avec  b,  et  que  chacun  des  nombres  y'  et  y*  est  moindre 
que  a (107).  Donc  puisque  ces  restes  doivent  être  en  nombre 
a,  entiers,  différens  entre  eux  et  plus  petits  que  a,  ils  ne  peuvent 
être  que  o,  i,  n,3....a — 1 ; donc  l’un  d’eux  sera  nul , c’est-à-dire 
qu’il  y aura  une  valeur  dey'  entière  et  positive  , pour  laquelle 
c + by  sera  exactement  divisible  par  a , et  le  quotient  .sera 
la  valeur  correspondante  de  x,  en6orte  que  ces  nombres  y et 
x satisferont  à 1 équation 

ax  = by  -f-  c : 

l’un  d’eux , y , sera  compris  entre  les  limites  o et  a , et  l’autre  » 
x , entre  les  limites  - et  b + On  fera  bien  d’examiner 

cette  démonstration  , en  ayant  égard  à toutes  les  combinaison* 
de  signes  des  nombres  a , é et  c. 

a58.  Faisons  connaître  l’esprit  de  la  méthode  générale  sur 
un  exemple  particulier. 

Soit  l’équation  ' 

i7X=a3y-f-i9,  . > . 

d’où  l’on  déduira 

,=i3r±is=,+,+5r±î( 
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on  devra  avoir  , d’après  la  restriction  énoncée  par  rapport  aux 


nombres  x et  y,  ^ - nombre  entier;  ainsi 


♦ 6y+a— 

‘7 

Pareillement 
aurons 
5E  — a 


»7 

E,  d’où  y 
SE — a 


nous  poserons 


doit  être  un  nombre  entier;  ainsi  nous 


= E,  d’où.  t 

D 3 

£7+3  ; * 

De  même  — ? — devant  être  un  nombre  entier  , nous  écrirons 


5 

E>+2 


r-,  a 

de  là  cette  suite  d’équations 
« * 

E = SE'—  a 

E — £7  + 

y = a£  + 


= £7',  d’où  E — SE-ia  : 


ou 
résultent 
Valeurs 


£7  = SE"—  a 
i £ = SE" — a 
jy  = ijE"—  6 
x = a3£"  — 8 -f-  i . 


II  sera  facile  de  voir  qu’en  prenant  pour  E"  des  nombre^ 
entiers  et  positifs,  à partir  .de  l’unité,  on  aura  toujours  pour 
x et  pour  y des  nombres  entiers  et  positifs.  Nous  avons  ré-r 
solu  l’équation  par  rapport  à celle  des  deux  inconnues  qui  est 
affectée  du  plus  petit  coefficient,  afin  de  rendre  la  première 
division  possible.  Si  on  avait  dégagé  y , on  aurait  eu 

1 7 x 19 

y~  a3 

E désignant  un  nombre  entier  : de  là  on  dédiiit 
•x=2Ë£±I2, 

. • : - • «"  17  • . V, 

et  conséquemment  on  aurait  fait  une  opération  de  trop,; 
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25q.  Généralisons  et  traftons  l’équation 

by  + c 


...  i:  X = 

••  a 

le  nombre  a étant  < b , et  a et  b étant  des  nombres  premiers 
entre  eux.  On  aura  d’abord  , en.divisant  b et  c par  a , dési- 
gnant les  quotiens  par  q et  Q , et  les  restes  par  r et  R, 

* = qy  + Q + . ■ 

' • 

Il  faudra  donc  que  so*t  un  non3^re  entier  E , c est- 

à-dire  qu*on  ait 

«y  + j — f. 


aE—R  ,r  . r'E  — R 
y - — - — = 9 E +. — — 


a 

r'E—R 


, rE'+R  ,,w  , r'E'+R 

r = *V  = 


rg+H_Ar  |g  = =- «rt- + 


etc. 


etc. 


D’abord  on  divise  b par  a , puis  le  diviseur  a par  le  premier 
reste  r puis  ce  reste  par  le  second  reste  /,  puis  / par  le  troi- 
sième reste  r",  et  ainsi  de  suite  , et  l’opération  s’arrête  lors- 
qu’on parvient  à un  reste  égal  à l’unité,  parce  qu'ayant , par 
exemple , r"  = i , de 


; • .1  1 

on  déduit 


r"E"—R  ' 

-T, » 


E,  — r"E’  + R. 

C’est  ce  qui  arrive  toujours  lorsque  a et  b Sont  des  nombres  pre- 
miers entre  eux  j car  alors  la  fraction  J est  irréductible,,  et  en 

opérant  sur  les  deux  termes , ainsi  qqe  nous  venons  de  le 
dire  , on  parvient  à un  plus  grand  commun  diviseur  qui  est 

l’unité  (82);  on  .a  donc  •,.  . . . : . ; 

6 = a,+  r,  « = tf+r,  r=/„’+r,  /=-V+>; 


Digitized  by  Google 


d’alcébke.  a43 

et  on  trouve , après  avoir  réduit  au  moyen  de  ces  égalités, 

E"  =»■  r"Em  4-  R \ - f •••:)..  *.{  • 

£'=  /SL+f  / > ",  \f  = qmR  , 

y=aET  + h \ " ']  h^q'g  + f 

x = bE * 4“'é  + Çj  ( k — qh  4-  g- 

De  ces  différentes  équations  résulte  la  pratique  suivante  , 
pour  résoudre  en  nombres  entiers  et  positifs  toute  équation 
numérique  de  la  forme  générale 

. -t  . by  dr  c > . I . 

X—^L ; 

i :l  ; v • . O) 

i*.  Divisez  le  terme  tout  connu  c par  le  dénominateur  a , 
tenez  note 'du  quotient  entier  Q ut  du  reste  R.- 

a°.  Traitez  la  fraction  - par  la  méthode  qui  sert  à trouver 

le  plus  grand  commun  diviseur , et  tenez  note  des  quotiens  suc-  • 
ceesifs  q , q , q",  qm)  etc. , jusqu'à  l’avant-dernier. 

3°.  Au  moyen  de  ces  quotiens  et  du  reste  unique  R de 

formez  les  résultats  »ivàns , 10.  R,s.°.  Rq"z=f,  c’est-à- 


dire  , le  reste  R multiplié  par  l'avant  - dernier  quotient  ; 
3 * . fq"  4 ~ R = g y c’est-à-dire,  le  résultat  précédent  f mul- 
tiplié par  le  quotient  suivant  , en  revenant  vers  le  premier, 
plus  le  reste  R ; \a.  gq'  4-/^=  h,  ou  le  résultat  précédent  £ 
multiplié  par  le  quotient  suivant , plus  le  résultat  antépénul- 
tième , et  ainsi  de  suite  jusqu’à  ce  que  vous  ayiez  employé 
le  premier  quotient  q.  " •'  ' 

4°.  Prenez  pour  l’inconnue  y du  second  membre  , un  entier 
arbitraire  multiplié  parle  dénominateur  a de  l’équation,  plus 
l’avant  - dernier  résultat  h avec  le  meme  signe  que  le  terme 
tout  connu  c , ou  le  signe  contraire  , suivant  que  le  nombre 
des  quotiens  jusqu’au  dernier  , sera  impair  ou  pair  : prenez 
pour  l’inconnue  x du  premier  membre , le  même  entier  ar- 
bitraire multiplié  par  le  coefficient  b de  l'autre  inconnue^  , 
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plus  le  dernier  résultat  k avec  le  même  signe  que  le  précé- 

dent , plus  le  quotient  Ç de  - avec  le  signe  de  c.  On  recon- 
naîtra la  vérité  de  cette  règle,  en  formant  les  vidbrs  déve- 
loppées de  x et  de^ , dans  les  deux  cas  que  nous  venons  de 
distinguer.  i 

5°.  Supposez  pour  le  nombre  entier  arbitraire  , la  moindre 
valeur  possible  dans  x et  y t et  vérifiez  ces  premières  valeurs. 
Pour  en  trouver  d’autres  , augmentez  successivement  cette 
première  plus  petite  valeur  d’une  unité,  ou. plus  simplement , 
augmentez  y de  a , et  x de  b , et  vous  aurez  des  valeurs  en 
progressions  arithmétiques  croissantes  , l’une  par  a et  l'autre 
par  b,  depuis  les  moindres  valeurs. 

Appliquons  ces  préceptes  à l’équation  particulière  traitée 
préçédeinment  ; , . 

_T  — + 19 

- . - ' ■ ■■>  - : ; , nj 

Je  divise  19  par  17,  et  j’ai  pour  quotient  entier  1 ■=  Q , 
et  pour  reste  je  cherche  le  plus  grand  diviseur  com- 

mun de  la  fraction  fj , et  j’ai  pour  quotiens  successif^  t , ' 
2 , t , 5 ; je  forme  les  résultats  suions  : 


2° 2 X 1 = 2 ; 

3° 2 X a + 3 = 6; 

4° 6 X 1 + a = 8. 

Je  prends  pour  y et  x les  valeurs 

y — \jE — 6,  x — a5É — 8+1  =a3  E — 7, 

les  nombres  6 et  8 ayant  le  signe  — - , parce  que  le  nombre  des 
quotiens  est  pair. 

Pour  trouver  les  moindres  valeurs  de  y et  x , je  fais,  dans 
ce  cas  £=  1 , et  j'ai 

y ~ij — 6=n,  x — a3 — 7 = 16, 
nombres  entiers  et  positifs.  Après  avoir  vérifié  ces  valeurs,  je 
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fais  croître  x de  a3  et  y de  17  indéfiniment , et  j’ai  autant  de 
solutions  en  nombres  entiers  et  positif». 

afio.  On  fera  les  remarques  suivantes  : i°.  Si  le  terme  tout 
connue  est  plus  petit  que  le  dénominateur  a ,1e  reste  fi  doit  être 
remplacé  par  ce  nombre  c.  a°.  Si  le  nombre  c est  exactement  di- 
visible par  a , le  reste  ü = o , et  il  est  inutile  d’opérer  ainsi  qu’ou 

l’a  dit  sur  la  fraction  ^ , puisqu’alors 

/=  o,  g=o,  h=o,  k = o, 
et  conséquemment  , 

y—aE ",  x=bE^-\-Q. 

3°.  Si  les  nombres  a et  b ont  un  coipmun  diviseur,  il  faut  qu’il 
divise  aussi  le  terme  tout  connu  c , et  par  conséquent  le  reste  R ; 
autrement  l’équation 

ax  ~by±  c 

est  impossible  en  nombres  entiers , comme  on  l’a  vu  (257). 
En  divisant  chaque  terme  par  ce  diviseur  commun , l’équation 
devient 

a'x=Vy±S,  d’où  x=^-£r— , . ' 

qui  est  dans  le  cas  ci-dessus.  Mais  on  doit  observer  qu’il  sera 
inutile  de  chercher  de  nouveau  les  quotiens  successifs  de  la 

b'  b 

fraction  —,  parce  qu’ils  seraient  les  mêmes  que  ceux  de  - ; il 

suffira  donc,  en  ce  cas  , de  diviser  o,  b et  R par  le  diviseur  com- 
mun trouvé  , et  d’employer , au  lieu  de  ces  trois  quantités  , les 
quotiens  </,  b',  et  R'-,  4».  si  l’inconnue  du  second  membre 
était  négative , comme  il  arrive  dans  l’équation 
• — bydze  » 

• a * 

on  la  rendrait  positive  en  changeant  tous  les  signes  , et  on 
aurait  à traiter  par  la  méthode  ci-dessus  , l’équation 

by  rpc 

sauf  à changer  à la  fin  le  signe  de  la  valeur  d«  x. 
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261.  Nous  appliquerons  les  principes  précédens  à la  réso- 
lution de  quelques  questions. 

1°.  On  demande  de  combien  de  manières  on  peut  faire 
équilibre  à un  poids  de  ü5 4 kilogrammes  , en  mettant,  dans 
l'autre  bassin  de  la  balance , des  poids  de  11  et  de  b kilo- 
grammes. • 

Représentant  para: le  nombre  des  poids  de  11  kilogrammes, 
et  par^y  celui  des  poids  de  5 , on  aura  pour  équation 

11er  ■+•  5y  = 25 4, 


d’où 


y = 


s54 — i ix 


Conformément  à“la  remarque  4°- . je  change  les  signes,  et  j’ai 

1 ix — o54 

y — — 5 — ; 

.>  ■!  -j 

comme  cet  exemple  est  simple,  on  le  traitera  par  la  méthode 
ordinaire  , c’est-à-dire  par  celle  qui  a d’abord  été  exposée  sur 
un  exemple  particulier  , et  on.  trouvera 

x = 5E  + 4)  — y=tiÈ-f-8 — 5o, 

ou  ' " 

y = 5o — 8 — ni?  = 4a — 11E. 

Pour  avoir  la  moindre  valeur  de  x et  la  plus  grande  de  y , 
je  fais  E = o , et  je  trouve 

x_=4,  y = 4a} 
x augmente  ensuite  de  5,  et  y diminuede  11.  On. aura  donc 
ces  solutions  en  nombres  entiers  et  positifs, 

m x = 4,  = g,  =i4,  =19, 
y = 42  , = 3i  , ' = no  , 9. 

3".  Un  avare  possède  plusieurs  sacs  de  1200  francs  chacun  .* 
en  les  comptant  une  première  fois  trois  par  trois  , il  n ’en  trouve 
aucun  de  reste;  une  seconde  fois  il  les  compte  sept  à sept  , et 
il  n’en  reste  qu'un;  les  comptant  une  dernière  fois  de  dix  en 
dix , il  en  reste  six.  On  demande  combien  l'avare  possédait  de 


sHc.i 
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, sacs , sachant  d’ailleurs  qu'il  en  avait  plus  de  cent , mais  marins 
de  trois  cents  ? 

• • <- 

Si  l’on  désigne  par  x le  nombre  inconnu  de  sacs , il  résulte 

' m < CC  OC  ■ J JC  — 0 

des  conditions  de  la  question , que  5 , et , ou  bien 

/O  7 10 

70X  3o  (j  — 1)  21  (x — 6)  , . f , ’ , 

que  - — , , — doivent  etre  des  nombres 

210  ' 210  210 

entiers  positifs,  ensorte  que  toute  combinaison  de  ces  nombres 
par  voie  d’addition  outfe  soustraction  , doit  être  aussi  un  nom- 
bre entier  positif  que  nous  désignerons  toujours  par  E j nous 
choisirons  la  plus  favorable  , savoir  : 

£—7ox— [3°(x—  O + ai  pc— 1 S)] 

. 210  * 

« 

parce  qu’elle  donne  pour  x un  coefficient  19  qui  est  n fois 
dans  210  avec  le  reste  1 , ensorte  que 'l’opération  est  bientôt 
terminée.  On  déduit  de  là 


E — 4 

* x=nE—  8+  - — 

• • *9 

F disant  *•  £ 

n _ , 19. 

il  viendra 

' J5=i9E'+4; 

donc 

x = ztcE'  -f-  36. 

Mais  x doit  être  > 100  et  <300  ; donc 

atoE'  -f-  36  > îoo  , d’où  E'  ou  E,sJ>o 

2 loi?  -f-  36  < 3oo,  d’où  E’  < , ou  E'<ia'. 

• 210  ’ • 


Ainsi  on  ne  pourra  faire  que  la  seule  hypothèse  E — f ; 
laquelle  conduit  à - 

xr=  310 -f-  36  —246  , 

■ J»  *» 

nombre  de  sacs  possédés  par  l’avare. 
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Autrement  encore , posant 


■-m, 


x — 1 


: — 6 


10 


— Pi 


3 ' 7 

on  aura  ces  équations 

, x — 3m=  77»  -f-  i = iop  -f-  6 , 
qui  fournissent 

icp  +5 


, ' # 

équation  indéterminée , laquelle,  traitée  parles  règles  ci-dessus, 

donne 

n — îo  Et  + 5. 

Substituant  cette  valeur  dans 


m 


on  a 


m : 


_ 7u  + 1 

— ~3~‘ 

yoE'  -f-  56 


W 

qui  ne  peut  être  un  nombre  entier  que  pour  E’  sa  3E -,  en- 
sorte  qtffe 

x==  aïo E -f- 36  ; 

et  puisque  x tombe  entre  îoo  et3oo  , on  fera  E — 1 , d’o  4* 
l’on  déduit 

x = 210  -f-  36  n 46. 

3*.  Trouver  un  nombre  qui , divisé  par  2 , donne  pour  reste  i ; 
divisé  par  3 , donne  pour  reste  a , divisé  par  5 , donne  pour 
reste  3 ? 

On  a les  trois  nombres  entiers  et  positifs 
x — i x — a x — 3 

a * 3 * “TT’* 

x désignant  le  nombre  cherché.  Ces  trois  fractions  réduites  au 
même  dénominateur , sont 

i5(x — i)  io(x — 2)  6 (e— 3) 

35  * 35  » 55  ’ 

or  comme 

6x  -f-  îox  — i5x  — : , 
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on  adoptera  la  combinaison 


a5i 


£ = 


i o (x — a) -4- 6 (x — 3) — i5  (x — î) 
3o 


qui  est  la  différence  entre  la  somme  des  deux  dernières  frac- 
tions et  la  première  , laquelle  est  encore  un  nombre  entier 
et  positif.  Effectuant  les  multiplications , on  a 

E — t d’où  x — 3o £ -f-  s3. 

OO  , 

Faisant  successivement 

£ = o,  =1,  =2,  =3,  etc., 
on  trouvera , pour  les  valeurs  correspondantes  de  x , lesquelles 
seront  en  nombre  indéfini , 

x — a3,  =53,  =83  , =±=  n5,  etc. 

On  pourra  encore  traiter  cette  question  ainsi  qu  il  suit  : 
On  fera 


î x — 3 

— = m. 


x — 3 


d’où 
et  de  là 


a ' 3 * 5 “ 

x — im  -)-  1 = 3n  -f-  a = 5p  +3  , 
3/t+i  5/>-f-a  5p-H 

m = - ■—  = ; n — 


p; 


a a ' 3 

Cette  dernière  équation  , traitée  d’après  la  méthode , donne 
n=5£'-f-3; 


ainsi  l’on  a 
et  on  trouve 


_ 3n  -f-  î 1 5 JE'  + 7 

1 a E ; 


m = 1 5£"  + 3 — 7 = 1 5£"  — 4 > 

E"  signifiant  un  nombre  entier.  Portant  cette  valeur  de  m dans 

X = 2771  + 1 , 


on  a 


x = 3o  £*—  7 , 
et  on  peut  prendre  £"  = î , = a,  etc. , hypothèses  qui  don- 
nent x = a3  , = 53 , etc. 
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262.  À la  théorie  précédente  se  rapporte  encore  la  règle  d’al- 
liage dont  le  but  est  la  solution  de  ce  problème  général  : Etan' 
donnés  les  prix  respectifs  a , b,  c,  d,  etc.  d'unités  de  plusieurs 
espèces  differentes,  le  nombre  total  n des  unités  qui  doivent 
composer  un  mélange , et  le  prix  moyen  m d’une  de  ces  unités  , 
déterminer  le  nombre  des’  unités  x , y , z , u , etc.  que  ton  doit 
prendre  de  chaque  espèce. 

L’énoncé  fournit  immédiatement  ces  deux  équations  : 


1° x-\-  y -|-  z -f’  u - f-  etc.  = n; 

20 ax  + °y+  cz  + d u -f-  etc.  = mn  : 


éliminant  x , c’est-à-dire  , tirant  une  valeur  de  x de  la  pre- 
mière équation , et  la  substituant  dans  la  seconde  , on  trouve 

(a — b)  y -f-  (a — c)  z -f-  (a — d)  u -|-  etc.  = n (a — m). 

Si  de  cette  équation  on  déduit  y , par  exemple  , on  aura 

>■"'  1 • • 

n (fl— m)  — (a — c)  z — (c — d)  u — etc 
y _ - ~ “ • 

» 

Cette  équation  est  aisée  à former  dans  tous  les  cas  particu- 
liers ; à cet  effet,  a,  b , c , d , etc.  étant  les  prix  respectifs 
par  ordre  de  grandeur  , prenez  toutes  les  différences  du  prix 
le  plus  élevé  a au  prix  moyen  met  aux  autres  prix  b,  c,  d,  etc.; 
multipliez  la  première  différence  par  le  nombre  total  n des 
unités  qui  doivent  composer  le  mélange  •,  et  vous  aurez  le 
terme  tout  connu  de  l’équation  qui  doit  donner  la  deuxième 
inconnue^.  La  seconde  différence  a — b sera  le  dénomina- 
teur, et  les  autres  fl  — c,a  — d,  etc.  avec  le  signe  — , seront 
les  coefliciens  des  autres  inconnues  z,  u , etc.  qui  doivent  suivre 
le  terme  tout  connu  dans  le  numérateur. 

Cette  question  sera  déterminée,  si  le  problème  ne  renferme 
que  deux  inconnues  x et  y ; elle  sera  indéterminée  s’il  en 
renferme  trois,  et  un  plus  grand  nombre.  La  valeur  de  la 
première  inconnue  sera  donnée  par 

x — n — (j’  + z-f-  Urj- etc.  ).  * • 
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Nous  .ferons  une  application.  On  a de  for  aux  titres  sui- 
vons ga3  millièmes  , 906  et  892.  Combien  faut-il  prendre 
de  grammes  de  chaque  titre  pour  comjf^er  un  mélange  de 
1000  grammes  au  titre  moyen  de  900  millièmes , qui  est  celui 
de  nos  monnaies  ? 

Il  faut  entendre  par  cet  énoncé,  que  sur  1000  parties  dans 
lesquelles  on  suppose  divisé  un  gramme  de  chacune  de  ces 
espèces  d’or  , la  première  espèce  contient  seulement  gQ3  par- 
ties d’or  pur,  la  seconde  906 , et  la  troisième  892.  Qu’on  prenne 
donc  x grammes  de  la  première  ^spèce , y de  la  seconde  , et  z 
de  la  troisième,  et  on  aura  cette  équation  * 

x -J-_y  -j-  z = 1000  gram. 

Mais  d’ailleurs  puisqu’un  gramme  de  la  première  espèce  con- 
tient 923  parties  d’or,  lesx  grammes  en  contiendront  g23.r , 
9<>6y  et,8g2z  seront  les  nombres  de  parties  d’or  de  y et  a 
grammes  des  deux  autres  espèces.  Or  cette  masse  g23x +qoGy 
-J-  8g2s.doit.  peser  1000  grammes  dont  chacun  renferme  900 
parties  d’or  fin; on  aura  donc  cette  seconde  équation 

1 • J t ; . ga3x-tr  gpGy  -4-  892a  = 900  X 1000  : 
la  première  donne 

x t=îiooo — (y'+z) 

cette  valeur  de  x substituée  dans  la  seconde,  la  transforme 
dans  celle-ci 

s3ooo  — 3t  z 3iz — n3ooo 

y = , ou  —y  = ; 

J 17  J 17 

L’application  de  la  méthode  conduit  à 

z — 17E — 96  , —y  = 3i E — 176  — i352?=.3 iE  — i5a8  , 

ou  {,  • 

y—  i528  — 3i  E. 

Pour  obtenir  la  plus  petite  valeur  de  y , je  pose 

i5a8 


i5a8 — oiE=o,  d’où  E 


5i 


49» 
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avec  un  reste  9.  Donc  si  je  prends  E — 4$  , j'aurai 

y — i5a8  — 3^49  =g  , 2=17.49  — 96  = 737, 

et 

x = 1000  — 746  = a54- 

Après  avoir  vérifié  ces  premières  valeurs  , je  diminue  suc-  * 
cessivement  E d'une  unité , ce  qui  augmente^  de  3i , diminue 
z de  17  , et  x de  3i  — 17  ou  de  14.  On  a donc  les  résultats 


Miivans  pour 

£ = 4g»  — 48»  = 47  >•• = 3i 

y = * = 4°.  = 71,  .=  567 

2 = 737,  = 720,  = 703,.. = 431 

x = a54,  = 240,  = 226, = a 

Somme  =1000,  =1000,  =1000, '.=1000. 


Pour  connaître  le  nombre  total  des  solutions,  je  divise  la 
première  valeur  de  x,  qui  est  254,  Par  sa  diminution  14,  et 
j’ai  le  quotient  18  avec  le  reste  a ;ce  qui  indique  i8antres solu- 
tions , et  19  en  total. 

263.  Lorsque  l’on  a à résoudre  une  équation  de  cette  forme 
ai  — by  = dr  c , 

a,  b,  e étant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs , il  suffit, 
comme  on  l’a  déjà  vu , de  connaître  une  première  solution 
pour  découvrir  toutes  les  autres.  Supposons , pour  démontrer 
la  chose  généralement,  que  l’on  sache  que  les  valeurs 
x = p,  y — q 

satisfont  ensemble  à la  proposée  : on  aura  donc 
ap — bq  — ±c, 

et  conséquemment  • * 

ax—by—ap  — bq,  d’où  ^=2  = - (1), 

la  fraction  - étant  supposée  réduite  à ses  moindres  termes 

Or  l’équation  (i)  permet  de  supposer  en  général  (109) 
x~p~mb , y — 9=  ma, 


t 
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m étant  on  nombre  quelconque  entier.  De  sorte  qu’on  aura 
généralement 

x=p+mb  , y=q-j-ma. 

En  effet , la  substitution  de  ces  valeurs  pour  x et  y dans  la 
proposée  qui  équivaut  à celle-ci 

. ax  = by  ±c , 

donne 


ap  -f-  amb  = bq  -+•  bma±c  , 


égalité  qui  se  réduit  à 
en  observant  que 


amb  = amb , 
ap  — bq  ± c. 


Dans  le  cas  où  le  problème  est  indéterminé,  l’équation  finale, 
renferme  au  moins  trois  inconnues  x , y et  z , et  alors  elle 
est  de  la  forme 

x=  h + cz±J, 

a 


dans  ce  cas , on  suppose  z = i , ce  qui  la  change  en 


X “ > 


• et  on  cherche  toutes  les  solutions  possibles,  puis  n = a , et  on 
traite  l’équation 

x _ 

et  ainsi  de  suite  pour  chaque  hypothèse  faite  sur  s.' 
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CHAPITRE  XIX. 


r-f  ' 


Résolution  des  équations  du  second  degré  à une 
inconnue. 

264.  Les  questions  de  ce  genre , trouver  un  nombre  tel  que 
son  carré  soit  un  nombre  donné  , ont  conduit  aux  équations 
du  second  degré  : on  appelle  ainsi  les  équations  dans  lesquelles 
l’inconnue  est  élevée  à la  seconde  puissance  (204).  En  effet,  cet 
énoncé  a pour  traduction 

xa=  n , 

x étant  le  nombre  inconnu , et  n le  nombre  donné.  Ces  équa- 
tions peuvent  d’ailleurs  renfermer  des  termes  de  première 
puissance  de  l’inconnue  -,  ensorte  qu’outre  le  carre  de  x qui 
les  caractérise  équations  du  ^pcond  degré  , on  y trouve  celles 
du  premier  degre.  La  plus  simple  des  équations  de  ce  degré 

est  donc  

x*=n: 

la  valeur  de  æ s obtient  par  1 extraction  de  la  racine  carrée  du 
nombre  n;  cette  valeur  est  double  , car  on  a (119 , i36) 

x r=  ± I /«; 

et  en  effet, 

(±V«  )»==». 

C est  ce  dont  on  peut  rendre  raison  d’une  autre  manière,  en 
observant  que  # 

x-—n=(x  +l/n)  (x—[/n)=z  o, 

et  qu  un  produit  de  deux  facteurs  devient  nul  par  l’égalité  à 
zéro  de  chacun  de  ces  facteurs  , lorsqu’il  n’y  a aucune  res- 
tiiction  dans  1 égalité  à zéro  de  ce  nrnrlnifr.  On  'a  rïnn n. 


égalité  à zéro  de  ce  produit.  On  'a  donc 
x ~ — Vn>  ¥~-\-\Znt  ou  x=zdz[/n. 


On 


. Digifo 


ibyt^oofllej 
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On  voit  que  le  double  signe  est  donné  par  les  deux  solutions 
çjue  comporte  l’équation  proposée. 

265.  On  pourrait  penser  que  lorsqu’ayant  une  équation 
telle  que 

x*  = n, 

on  extrait  la  racine  carrée  de  part  et  d’autre  , pour  en  revenir  à 

x={/n  , 

il  ne  suffit  pas  d’aifecter  le  second  membre  dû  double  signe 
-f-  et  — , ainsi  que  nous  l’avons  prescrit,  mais  qu’il  faut  écrire 
aussi  ce  double  signe  en  avant  du  premier  membre  ; qu’ainsi  on 
doit  avoir 

±.  x — ±:  {/n. 

Or  il  est  aisé  de  voijr  qu’on  aurait  par  là  ces  quatre  combinai- 
sons / 

+ i = + 1/»  . + x = — i/» , 

— x = — l/n  , — x = + ,\/n , 

dont  les  deux  inférieures , apjrès  avoir  changé  les  signes  des 
deux  membres , rentrent  dans  les  deux  supérieures.  On  voit 
par  là  que  les  équations  du  second  degré  ont  un  caractère 
très-distinct  de  cjjui  des  équations  du  premier , qui  ne  com- 
portent qu’une  racine  , ou  pour  lesquelles  l’inconnue  n’admet 
qu’une  valeur.  k 

26b’.  L’équation  qui  se  présente  1^  seconde  dans  l’ordre  de 
la  complication , est 

x* -f-  px  = o,  ou  x ( x+p ) — o , 

• 

p étant  un  nombre  donné  par  la  question  , et  x la  repré- 
sentation de  l’inconnue  : on  voit  sur-le-champ  que  les  valeurs 
de  x , propres  à rendre  le  premier  membre  égal  au  second  , 
sont 

x = o , x = —p. 

En  effet,  pour  chacune  d’elles,  l’un  des  deux  facteurs  du 
premier  membre  devient  nul , et  par  là  Wproduit  est  égal 
à zéro.  La  question  suivante  conduit  à une  équation  de  cette # 
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seconde  classe  : Partager  un  nombre  p en  deux  parties  telles , 
que  le  produit  soit  égal  à zéro.  Soit  x l’une  des  parties 
p — x sera  l’autre  , et  on  aura  pour  l’expression  de  la  con- 
dition , • ' t 

x ( p — x)  = o , ou  px  — x1  = o. 

x comporte  deux  valeur»  qui  sont.x  = o et  x =p.  En  effet, 
l’une  des  deux  parties  étant  nulle , l’autre  est  p ; la  somme 
des  deux  est  p , et  le  produit  est  nul.  Pareillement , l’une  des 
deux  parties  étant  le  nombre  tout  entier , l’autre  sera  zéro  ; 
la  somme  sera  encore  p , et  le  produit  encore  zéro.  L’énoncé 
est  donc  vérifié  par  ces  deux  valeurs  de  l’inconnue. 

267.  Supposons  que  l’on  se  propose  de  trouver  un  nombre 
tel , que  si  de  trois  fois  ce  nombre  , on  retranche  son  carré  , 
le  reste  soit  2.  Nommant  x ce  nombre  , 3Jb  en  sera  le  triple , 
son  carré  sera  x2,  la  différence  énoncée  sera3x — x*,  d’ailleurs 
cette  différence  est  aussi  a ; on  aura  donc  l’équation 

0 * » 

3x X*  = 2. 

Telle  est  la  traduction  algébrique  de  la  question  proposée  ; 
il  s’agÿ  d’en  tirer  la  valeur  de  l’inconnue.  Pour  cela  , on  com- 
mence par  rendre  le  quarré  de  l’inconnue  positif,  en  multipliant 
tous  les  termes  de  l’équation  par — i,ce  qui  la  transforme  dans 

• x“ — 3x  = — a. 

Si , par  l’addition  d’un  terme  connu  à chaque  membre  de  - 
l’équation,  on  parvenait  à faire  du  premier  un  carré  parfait , 
il  est  clair  qu’en  extrayant  la  racine  carrée  de  part  et  d’autre  k 
l’équation  s’abaisserait  au  premierdegré.  Mais dn  sait  (146)  que 
le  carré  d’un  binôme  est  égal  au  quarré  du  premier  terme , plus 
au  double  produit  du  premier  terme  par  le  second  , plus  au 
carré  du  second  : considérant  donc  x comme  le  premier  terme 
du  binôme , et  — 3x  comme  le  produit  de  x par  lg  double  du 
second  terme  , — j sera  ce  second  terme.  Il  suffira  donc  d’ajou- 
ter son  carré , ou  f , au  premier  membre  de  l’équation  précé- 
dente , pour  en  f#re  un  carré  parfait  ; mais  aussi  il  faudra, 
pouf  que  l’égalité  ne  soit  pas  altérée , ajouter  le  même  nombre 
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an  second  membre.  Cette  équation  devient  ainsi  * • 

(*-Ds=!-a: 

^•xtrayant  la  racine  carrée  de  chaque  membre , on  trouve 
»• 

; x— 1=  [/% — a. 

Mais  on  n’oubliera  pas  d’observer  qu’une  racine  doit  être 
afFectée  du  double  signe  + et  — , puisque  soit  qu’on  élève 

au  carré  un  nombre  sous  le  signe  -J-  ou  sous  le  signe , 

on  a le  même  résultat  en  nombre  et  en  signe  (ug).  On  aura 
donc  ici 


x—;—±  V\—*>  d’où  x = |±:V/|_SJ 
et  enfin 

X — ~ ^ -4-  JL 
— % — î 

On  trouve  donc  pour  x les  deux  valeurs  i=a  et  i=i  , 
suivant  que  l’on  prend  le  signe  + ou  le  signe  — , et  on 
s’assurera  que  chacune  d’elles  satisfait  également  à la  ques- 
tion proposée , soit  en  vérifiant  successivement  l’énoncé  sur 
les  nombres  2 et  î , soit  en  reportant  chacun  de  ces  nombres 
pour  x dans  la  traduction  immédiate  de  la  question  , ou  dans 
la  première  équation.  Ces  valeurs  ont  été  nommées  racines 
de  l’équation;  et,  malgré  l’identité  de  dénomination  , il  faut 
bien  les  distinguer  des  racine / arithmétiques. 

Si  dans  la  question  proposée , la  différence  3x — x’,  au  lieu 
d’être  a,  eût  été  3,  on  aurait  trouvé 


x = \/f~3 =— f ~.3. 

• 

L|  quantité  {/—  3 est  impossible  ( 137  ) ; car  un  nombre 
positif  ou  négatif  ne  peut  avoir  pour  carré  un  nombre  négatif. 
Ces  racines  sont  dites  imaginaires  (i3y)  , et  de  tels  symboles 
dénoncent  une  absurdité  ou  plutôt  une  impossibilité  dans 
l’énoncé  de  la  question , ainsi  que  nous  le  ferons  voir  bientôt 
d’une  manière  générale.  On  peut  mettre  ces  expressions  sous 
la  forme  d’une  quantité  réelle  augmentée  ou  diminuée  d’un» 
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\ 


uSo 


quantité  réelle  multipliée  par  y — 1 . Ainsi  les  deux  racines 
^précédentes  seront 

x=u—^~  • V — *• 


a68.  Proposons-nous  encore  le  problème  suivant  que  nous 
généraliserons  dans  ce  chapitre  : Deux  lumières  dont  l'une  est 
quatre  fois  plus  intense  que  l'autre  , étant  séparées  par  un  in- 
tervalle de  trois  mètres,  déterminer  sur  la  droite  qui  les  joint , 
le  point  qu’elles  éclairent  également. 


A B 

irs  R , a*  R' 


Si  l*tm  nomme  x la  distance  AR  de  la  première  ou  de  la  plus 
faible  lumière  à ce  point , -cette  distance  étant  supposée  diri- 
gée vers  la  plus  forte  lumière , 3 — a:  ou  BR  sera  la  distance 
de  la  seconde  au  même  point.  Or  là  force  de  la  lumière  dé- 
croît en  raison  du  carré  de  la  distance  (*)  -,  c’est-à-dire  qu’à 
des  distances  a fois  , 3 fois , etc.  plus  grandes , l’intensité  d’une 

même  lumière  devient  ~ , etc.  , en  la  supposant  1 pour  la 

û O 

1 ! 

distance  1 ; donc  , à la  distance  x , elle  sera  — pour  la  plus 


petite  lumière , et 


n 

(3  — 


serï  l’intensité  de  l’autre  à la  dis- 


* 


(*)  Plus  on  s’éloigne  d’un  corps  lumineux , moins  on  en  est  éclairé  t cette 
diminution  de  lumière  croit  comme  le  carré  de  la  distance  an  corps  lumineux. 
En  effet , le»  rayons  qui  partent  d’un  point  lumineux,  forment  un  cône  iod«- 
liüi  dont  ce  point  est  le  sommet , et  il  est  démontré'  en  géométrie  que  si 
Ton  coupe  un  cône  par  des  plans  parallèles  h la  base,  intersections  qui  sei^nt 
des  cercles  , les  surfaces  de  ces  cercles  sont  comme  les  carres  de  leurs  distances 
au  sommet  ; or  ces  surfaces  ne  reçoivent  que  la  qnantité  de  lumière  émanée 
du  point  lumineux  j donc  à une  unité  de  distance , l’intensité  de  la  lumière 

sur  la  base  étant  m , à une  distance  double,  elle  sera  ~ ; à une  distance  triple, 

elle  sera  ~ ; enfin , à une  distance  x , elle  sera  — . 

9 ** 
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tance  3 — x.  Ces  expressions  devant  être  égales  , par  la  con- 
dition du  problème , on  aura 

- ’ L—  4 

ar*  (3  — a:)*’  ■ A'“‘ 

ce  qui  donne,  après  les  réductions , 

X*  -f-  2X  =3. 

361$.  Elevons-nous  nliintenant  à la  considération  de  l’équa- 
tion la  plus  générale  du  second  degré.  Quelle  que  soit  cette 
équation , en  transposant  tous  ses  termes  dans  un  seul  membre , 
réunissant  sous  un  seul  coefficient  ceux  de  x3,  puis  ceux  de  x , 
et  divisant  de  part  et  d’autre  par  le  coefficient  du  carré  de 
l’inconnue , on  lui  donnera  cette  forme 

• * 
x*-f-/>x  -f-  <7=0, 

p et  q étant  des  nombres  quelconques  donnés  positifs  ou  néga- 
tifs. Nous  observerons  d’abord  que  le  premier  membre  ne  peut 
être  un  carré  parfait , à moins  qu’on  ait 

relation  qui  n'a  pas  lieu  généralement.  Mais  comme  on  peut 
toujours  considérer  x*+px  comme  les  deux  premiers  termes 
du  carré  d’un  binôme , nous  écrirons  la  proposée  comme  il 
suit  * 

X*  -f  px  =£:  — q. 

Maintenant,  si  aux  deux  membres  on  ajoute  le  même  nombre 

, d’après  ce  qui  a été  dit  (067)  , on  aura 

4 

x*  + px-f  2-,=  ^ — q; 

par  cette  addition , le  premier  membre  est  le  quarré  parfait  de 
■x  -|~  2 ; extrayant  donc  la  racine  carrée  de  part  et  d’autre , on 
obtient 


x + 
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en  observant , d’après  ce  qui  a été  dit  précédemment , d’affecter 
le  radical  du  double  signe  -f-  et  — . L’équation  proposée  ainsi 
rabaissée  au  premier  degré  , donne , en  faisant  passer  j p dans 
l’autre  membre , 


Ces  racines  substituées  successivement  en  place  de  x dans  la 
proposée,  la  réduisent  à la  forme  oto:  c’est  un  calcul  que 
nous  laissons  à faire. 

270.  L’équation  du  second  degré  est  considérée  comme  réso- 
lue, lorsqu’on  l’a  réduite  à une  équation  du  premier  ; et  on 
verra  ( 2e  sect.)  que  résoudre  les  équations  des  3*  et  4e  degrés  , 

• revient  aies  abaisser  aux  2*  et  3*  degrés. 

271.  On  peut  encore  se  convaincre,  à priori,  que  dans 
l’équation  du  second  degré  , l’inconnue  admet  deux  valeurs. 
Supposons,  en  effet,  l’existence  d’une  première  racine  x'  ; on 
aura,  d’après  la  définition , 

a/2  + px'  + q~o <1)  ; 

s’il  en  existe  une  seconde,  elle  sera  at'-f-J',  en  représentant 
par  <P  l’excès  soit  positif,  soit  négatif  de  là  seconde  racine 
sur  la  première.  Substituant  x' -f-  J"  pour  x dans  la.  proposée  , 
c’est-à-dire  , changeant  x'  en  x’  -f-  i'  dans  (1)  , on  aura 

x'2  -f-  i$x'  -f-  px'  -f-pj'-f-  q = o , 

équation  qui  se  réduit  à 

*(.**?  + J'-f  p)  = o (a), 

à cause  de 

x'‘+px\+  q = o;  * . 

on  déduit  de  (a)  , 

(i°). . . . .<î’=o  ; 

valeur  de  qui  ramène  à la  première  racine  : et , à cette  00* 
casion,  nous  observerons  que  le  calcul  rend  toujours  l’hypothèsa 
qu’on  lui  a coufiée  ; 

w 


2x'  -f-  ^ -f  p = 0 : 
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on  tire  de  la  seconde  équation 

/ = — ax' — p , et  x'+il'  ou  x"  = — x' — p. 

L’équation  du  second  degré  ne  comporte  donc  que  les  deux 
racines 

. x!  — x' , x"  — — x'  — p ; 


si  on  les  ajoute  , on  obtient 

x'+x"~—  p (3^; 

si  on  les  multiplie  l’une  par  l’autre  , il  vient 

xtx?  = — x,a  — px1  = q (4*)» 

d'après  (t). 


On  a donc  prouvé,  indépendamment  de  la  résolution  de  la 
proposée,  i°.  que  l’équation  du  second  degré  comporte  deux 
racines  ; a0,  que  la  somme  de  ces  deux  racines , est  égale  au 
coefficient  delà  première  puissance  de  l’inconnue,  pris  en 
signe  contraire;  3°.  que  le  produit  de  ces  deux  racines  est 
égal  au  terme  tout  connu  de  l équation  ; 4°-  que  la  seconde 
racine  se  déduit  de  la  première , en  prenant  celle-ci  en  signe 
contraire  , et  retranchant  le  coefficient  de  x dans  le  second 
terme  , ce  qui  revient  à dire  : que  la  seconde  racine  ne  diffère 
de  la  première  que  par  le  signe  du  radical,  et  qu ainsi  il  faut 
prendre  le  radical  avec  le  double  signe  -f-  et  — . 

On  déduit  de  (3°.)  cette  condition  de  l’égalité  des  racines  xf , 
x" , savoir  , 

. ar'  = — p , d’où  x'  — — - ; 

r 2 

reportant  cette  valeur  dans  (î)  , on  a cette  relation  entre  les 
. coefficiens 


Pl 

4 


O, 


sons  laquelle  les  deux  racines  de  la  proposée  deviennent  égales 
entre  elles  , ce  qui  est  évident  à l’inspection  des  formules  don- 
nées précédemment , car  alors  le  radical  par  lequel  diffèrent  les 
racines , devient  nul. 
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272.  Dans  le  cas  général  où  les  deux  racines  ar*  et  x"  ne  sont 
pas  égales  entre  elles , on  peut  supposer 

t 

x — x = m , 

cette  égalité  combinée  par  voie  d’addition  et  de  soustraction 
avec  la  propriété 

x + x“  = 1—  p , 

donne 


telle  est  donc  la  forme  des  deux  racines.  Pour  déterminer  m t 
nous  aurons  recours  à la  propriété 


de  laquelle  résulte 


q-x'x—  4 4 , 


= donc  7=y/f-?#- 


4 4 


conséquemment 


Ici  nous  avons  déduit  les  expressions  des  racines  de  leurs 
propriétés  découvertes  à priori , c’est-à-dire , indépendamment 
de  la  résolution  de  l’équation. 

273.  Il  est  visible  que  le  premier  procédé  de  résolution  que 
nous  avons  fait  connaître , celui  qui  consiste  à compléter  le 
carré  du  premier  membre , après  avoir  fait  passer  le  terme  tout 
çonnu  dans  le  second , convient  exclusivement  à l'équation  du 
second  degré  et  à celles  qui  s’y  rapportent. 

Le  procédé  suivant  analogue  à celui  que  nous  avons  em- 
ployé ( 264 , 266  ) doit  être  remarqué.  Reprenons  l’équation 

P * n2 

x* ~\~PX  — — q y OU  x1  +px  + !-r  <=  r-7—  q, 

4 4 

on  en  déduit 


< 
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mais  on  sait  que  la  différence  entre  deux  carrés  est  égale  à 
la  somme  des  racines , multipliée  par  leur  différence  : on  peut 
^one  écrire  , 

(*+j)'-(5-0 = f+f+v/?-’}  x 

{x+E-v/^f}=°..-.(-0; 

. * 

or  un  prodtrit  composé  de  deux  facteurs  devient  nul  par 
l’égalité  à zéro  de  chacun  de  ces  facteurs  (266)  j ainsi  l'équa- 
tion sera  satisfaite  par  ces  hypothèses  successives  et  indépen- 
dantes l'une  de  l’autre 


x+l  + \/Pi _9=o;  x + P--\JP^-q~°i 

desquelles  on  déduira  Ses  deux  valeurs  de  x déjà  trouvées, 


La  décomposition  ( A ) démontre  que  le  premier  membre  de 
l’équation  » 

,x*+px-\-  q = o, 

est  divisible  exactement  par  l’inconnue  moins  chacune  de  ses 
valeurs , ou  par  f inconnue  moins  chacune  des  racines.  Cette 
propriété  s'étend  , comme  nous  le  verrons  bientôt,  aux  équa- 
tions de  tous  les  degrés,  et  elle  est  la  base  de  la  résolution  gé- 
nérale des  équations  numériques. 

374.  Qu’on  suppose  réciproquement  que  le  trinôme 
soit  divisible  exactement  par  x — n , ou  plutôt  qu’on  se  propose 
de  découvrir  la  condition  sous  laquelle  cette  division  se  ferait 
exactement  : on  trouvera  pour  reste  de  l’opération , 
et  pour  quotient , x •+■  ( n -j-p)  ; et  comme  ce  reste  doit  être 
nul  pour  que  x— n soit  un  diviseur , on  aura  pour  la  condition 
cherchée 


»a+pn  + q=°; 
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d’où  l’on  conclura  que  le  nombre  n doit  être  racine  de  l’équation 

x“-f-px+q=o; 
et  qu’alors  . 

o?  + px-\rq=(x  — n)[x+  (n+p)]  ; 

et  en  effet , on  a vu  (271)  qu’une  des  racines  étant  n,  l’autre  est 
— n — p.  - 

275.  Nous  avons  rassemblé  dans  le  tableau  suçant  les  for- 
mules des  racines  pour  toutes  les  hypothèses  quion  peut  faire 
sur  les  signes  des  termes  de  l’équation  du  second  degré  : 


Du  rapprochement  de  ces  formules  des  équations  qui  les 
donnent,  on  conclut  cette  règle  qu’il  est  -nécessaire  de  retenir  : 
£ inconnue  est  égale  à la  moitié  du  coefficient  du  second  terme , 
pris  avec  un  signe  contraire , plus  ou  mains  la  racine  carrée  du 
carré  de  cette  même  moitié  , augmentée  de  la  quantité  connue 
prise  avec  un  signe  contraire  à celui  qu’elle  a dans  le  premier 
membre. 


276.  Reprenons  la  formule  des  racines 

*=-S±y/Ç+,,  , 

afin  de  la  discuter  relativement  aux  relations  entre  les  coeffi- 
çiens  et  aux  signes  de  ces  coefiiciens. 

Si  7-  + <7  est  un  carré  parfait,  les  deux  valeurs  de  x seront 

4 

commensurables  : il  est  clair  qu’elles  ne  peuvent  l’être  que 
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’aus  ce  cas , à moins  que  q ne  soit  négatif  sous  le  radical , 


tt  = y > Parce  qu’alors 


x — — - rfc  o 
a 


c’esj^-à-dire  que  les  deux  racines  deviennent  égales  entre  elles.' 

En  effet , pour  q = , le  polynôme  x*  + px  -J-  q devient 

4 

xt+px-j~  carré  parfait  dont  la  racine  estar-4-^.  Lorsque 
— + q n’est  pas  un  carré  parfait , les  racines  sont  incommen- 

4 

surables  (121)  : et  on  conclut  de  là  que  le  problème  n’a  pas 
de  solutien  numérique  exacte  ; mais  alors  on  peut  toujours 
trouvei*deux  nombres  aussi  approchés  qu’on  voudra  des  ra- 
cines de  la  proposée. 

Il  faut  surtout  remarquer  le  cas  où  la  somme  ~ ■+•  q est  néga- 

4 

tive , ce  qui  a lieu  lorsque  q est  positif  dans  le  premier  membre 
de  la  proposée  , et  que  d’ailleurs  q est  > ~ ; on  est  alors  con- 
duit à extraire  la  racine  carrée  d’une  quantité  négative.  On 
voit  qu’à  cause  du  double  signe  -+-  et  -r  dont  le  radical  est 
affecté  , la  racine  imaginaire  est  double;  ensorte  que  les  racines 
d’une  équation  du  second  degré , sont  toutes  deux  réelles , on 
toutes  deux  imaginaires.  ' , * 

Qu’on  suppose , dans  ce  dernier  cas  , 


on  aura  donc 

x = — - ±\/  — c‘  = — - d=c  \/ — 1 
* 2 r 2 v 

de  là  on  déduit 

4 

ensorte  que  la  proposée  deyient , par  la  substitution  de  cette 


üG8 

t 

valeur  de  q, 
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or  il  est  impossible  que  la  somme  de  deux  carrés  devienne 
nulle  , à moins  que  chacun  d’eux  ne  le  devienne  en  particu- 
lier , condition  qui  donne  % 

p 

c=o,  et  x~  — -. 

• 2 


Cette  forme  des  racines  imaginaires  mérite  d'être  remarquée , 
parce  qu’elle  est  comme  le  type  général  des  imaginaires  des 
degrés  supérieurs.  Alors  on  ne  peut  satisfaire  à l’équation  pro- 
posée par  aucun  nombre  réel  -,  cependant  si  l’on,  fait  sur  ces 
racines  imaginaires  les  opérations  indiquées  par  les  «ignés  et  la 
composition  des  termes  de  l’équation,'  celle-ci  sera<toujour« 
réduite  à laformec=o.  Ces  sortes  de  racines  ne  sont  doneque 
des  symboles  algébriques  qui  n’en  sont  pas  moins  très-impor- 
tans  à considérer  , puisqu’ils  font  connaître  l’absurdité  des 
questions  concrètes,  comme  nous  allons  le  faire  voir. 

Pour  mieux  connaître  en  quoi  consiste  l'impossibilité  des 
questions  qui  conduisent  à des  racines  imaginaires  , nous  nous 
proposerons  le  problème  suivant  : Partager  un  nombre  p es, 
. deux  parties  dont  le  produit  soit  égal  à q.  En  désignant  l’une  de 
ces  parties  par  x , l’autre  sera  p — x , ft  leur  produit  px  — x *; 
on  aura  donc 

px  — x* ^=q , ou  x% — px-\-qr=o. 

Cette  équation  renferme  toutes  celles  dont  les  racines  peuvent 
être  imaginaires  : en  la  résolvant , on  trouve 


valeurs  qui  seront  réelles  tant  que  — surpassera  q , c’est-à-dire. 


tant  que  la  soustraction  indiquée  sous  le  radical , sera  possible  , 
ce  qui  exige  que  le  carré  de  la  moitié  du  nombre  à partager 
toit  plus  grand  que  le  produit  qu’on  demande  des  deux  parties 
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qui  le  composent.  Or,  de  quelque  manière  qu’on  partage  le 
nombre  donné,  les  deux  parties  pourront  être  représentées  par 

- -f-  d et  - — d , dont  le  produit  est  . 

V - 

la  plus  graude  valeur  de  ce  produit  sera  — , et  elle  corres- 

4 

pond  à d=  o , auquel  cas  chacune  de3  parties  devient  2.  H 

est  donc  absurde  de  demander  que  ce  produit  soit  plus  grand 

Pa  ' 

que  r—  , et  l’algèbre  avertit  que  ce  qu’on  cherche  n’existe  pas. 

4 

Pour  résoudre  cette  question  géométriquement  ( Cg.  1 ) , on 
décrira  sur,  la  somme  AB  — p des  deux  lignes,  Une  demi-cir- 
conférence , et  on  lui  mènera  au  point  A une  tangente  indéfinie 
sur  laquelle,  à'  partir  de  A , on  prendra  AD  — \/  q , puis  par 
D on  mènera  une  yprallèle  à AB  j des  points  E et  Ef , dans 
lesquels  elle  coupe  la  demi-circonférence , on  abaissera  sur 
le  diamètre  les  perpendiculaires  EF,  E'E  ; ensorte  que  les 
lignes  AF  et  BF,  ou  AF"  et  F' B seront  les  racines  ou  les  côtés 
du  rectangle.  En  effet,  on  a * 

AF-+-  BF=AB  = p'-,  AF'X.BF—ÂD  = q. 

On  voit  qpe  le  problème  n’est  possible  , c’est-à-dire  qu’on  ne 
peut  assigner  les  racines  AF  et  BF,  qu’autant  que  la  distance 
AD  n’excède  pas  le  rayon , ou  qu’autant  que  le  côté  du  carré  , 
qui  est  \/ q , n’excède  pas  la  moitié  de  la  ligne  AB , op  enfin 
qu  autant  qu’on  a 


n*  t 

Lorsque  q ■=.  ~ , les  points  E et  E viennent  se  réunir  en 

4 

E"  à l’extrémité  du  rayon  CE “ perpendiculaire  à AB  ; les 
racines  deviennent 

AC—  CB  — 
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Si  q = o , le  point  D e«t  en  A,  et  on  a 

AF  = o , F B.  = AB  = p. 

En  efFet , on  a vu  (aS6)  que  , dans  ce  cas,  l’équation 


x1  — px  = o 

donnait 

x = o,  x ~ -J-  p.  . > 

Cea  deux  exemples  apprennent  encore  que  l’égalité  des  ra- 
cines est  le  passage  de  la  réalité  à l’imaginarité , et  alors  le 
radical  passe  par  zéro  (aoi).  On  peut  concevoir  que  ces  ra- 
cines changent  ainsi  par  des  variations  successives  en  plus  du, 
terme  q , ou  eh  moins  du  coefficient  p , dans  l’équation 


x*+  px  -f-  q ~ o. 

Supposons  > q : sous  cette  relation  , les  racines  de 
l’équation 

x1  +px  -f-  <7*=  o * 


seront  réelles , et  je  dis  qu’alors  il  sera  toujours  possible , à 
l’inspection  des  signes  des  coefficiens , de  reconnaître  ceux  des* 
racines.  En  effet,  le  coefficient  q étant  égal  au  produit  des  deux 
racines  , elles  seront  de  même  signe  lorsque  q sera  positif  ; et 
comme  p est  égal  à cette  somme  prise  en  signe  contraire  , 
elles  seront  toutes  deux  positives  ou  négatives , suivant  que  p 
sera  négatif  ou  positif.  Si  q est  négatif,  les  racines  auront  des 
signes  différens  , et  la  racine  positive  sera  plus  petite  ou  plue 
grande  que  la  négative  , suivant  que  p sera  positif  ou  négatif. 
Comme  les  racines  imaginaires  sont  de  la  forme  a ±b  V — 1 , * 
le  terme  tout  connu  sera  a’-f-i’,  c’est-à-dire,  essentielle- 
ment positif  , et  p sera  = — aa  ; donc  le  coefficient  de  x , 
pris  en  signe  contraire  , représentera  le  double  de  la  partie 
réelle  de  chacune  des  racines  imaginaires 


377.  Donnons  quelques  exemples  de  discussion  des  racines 
d’une  équation  du  second  degré  , et  proposons-nous  d'abord 
quelques  questions  sur'  la  suite  par  équi-différences.  On  a 


a?i 


B’UGÈtn: 
trouvé  (21 1)  pour  la  suite  croissante  , 

2 S — n (a-f-7)  = n [aa  -f-  (n  — J ) 7 ] , 
et  pour  la  suite  décroissante , 

25  = n (a  •+•  ï)  = n [a a — (n  — i ) T']. 

La  première  donne 

a5  = 7n* — (7 — 2a)  n, 

d’où  l’on  déduit 

— (aa  — 7)±:  V (aa— 7/+  85/ 
n = 11  • K • 

Qu’on  suppose 

5=io8t,  a = 3,  7 = 4, 

on  aura 

71  = 23,  et  n—  — 23 

La  première  valeur  résout  la  question  dans  le  sens  strict  de 
l’énoncé  : car  alors  le  a3*e  terme  est  91  ; et , en  effet , 

Ü±âi2**=  ,o8i. 

r 2 


Examinons  maintenant  l’autre  valeur  de  n,  et  pour  cela  recher- 
chons le  dernier  terme  de  la  progression  pour  laquelle  a = 3 , 
7=4,  5=io8i  : on  a pour  expression  de  ce  dernier  terme 
que  nous  désignerons  par  l, 

, l — ï 1/C4  (a* — + fl57)+7*3; 

d’où  l’on  déduit  ces  deux  valeurs 
/ = 91,  l: 

or  la  somme  des  extrêmes 


— : 


_ * _ — 92  X — a3è 

3 — g5=  — 92 , et  — 2 =1 


081. 


On  sent  bien  que  — -q5  ne  peut  appartenir  à une  suite  de 
termes  commençant  par  3,  et  dont  la  différence  additive  est  4 , 
et  que  — a3  j ne  peut  être  le  rang  de  ce  terme.  Ces  deuxsys- 
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tèrues  de  valeurs 

n = a3  et  l = gi;  n= — s3  5 et  l = — g5, 
prouvent  seulement  qu’il  y a deux  manières  de  satisfaire  à la 
condition  * 

(n+lL”.  = 108i , 

2 

mais  avec  cette  différence  que  le  premier  système  s accorde  en 
même  temps  avec  la  loi  de  la  progression. 

Des  équations  . ■ 

(n+/)n 

/==a-f(n  — i)^.  S— » 

on  déduit , après  avoir  pris  la  valeur  de  n dans  l’une  pour  la 
reporter  dans  l’autre  , 


d’où  résulte 
donc 


— Sa  — P — zSS  + Sl) 

a=?±.  y/V+^-aJS  + £. 


Pour  /=gi , ï~  4 et  S = 1081 , on  trouve 
a = 3 et  a = 1 ; 

si  on  prend  a = 3,  ^=91  tS  — 1081 , on  déduit  de 
(q  + /)/t  _ c 
a * 

n — a3 , ce  qu’on  reconnaîtra  en  développant  la  suite  d’après 
les  données.  Mais  *à  o=x,  = S = 1081  correspond 
n=a3  i , et  on  a bien 

(1  + 9OX  3^i—  ,„8, . * 

* 2 

cependant  91  n’est  pas  un  terme  de  la  suite  ; ce  nombre  tombe 
entre  les  a3e  et  a4e  tenfles 

1.5.9.13.17 [gO-ü®* 

On 
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On  déduira  donc  encore  de  cette  discussion  que  la  racine  qui 
ne  satisfait  pas  à la  question  , satisfait  cependant  à l’équation  , 
tandis  que  l’autre  satisfait  en  meme  temps  aux  deux. 


D 


1”  R a”  R' 

Reprenons  le  problème  des  lumières  , traité  (268)  dans  un 
cas  particulier.  JMlus  désignerons  par  b l'intervalle  AB  entre 
les  deux  bougies  , par  x la  distance  de  la  première  au  point 
R ou  R'  également  éclairé  par  les  deux,  et  conséquemment 
b — x sera  celle  de  la  deuxième  au  même  point.  Si  à une  dis- 
tance donnée  a , l'intensité  de  la  première  e^  c , à la  distance 

x , elle  sera  — - ; et  si  à la  même  distance  a , l’intensité  de 
x 

. m 

la  seconde  est  d,  au  point  également  éclairé , elle  sera 


da* 


{b 


) 


On  aura  donc /d’après  l’énoncé  de  la  que: 


ccr 

x1 


da% 


zbc 


cb 2 


— d' 


(b—  x)»* 
les  deux  racii^s  seront 

bc±by'id  b{c±.\/cd ) 

X~~~c—d  ~ c—d  * 

Soit  maintenant  . ® 

c^>  d , d’où  c ~^>\/cd-,  c -j-  {/ cd  > c -f-  d~^> c — d. 
Dans  cette  hypothèse  , la  première  valeur  de  x , c’est-à-dire, 
celle  qui  est  donnée  par  le  signe  supérieur  du  radical , savoir: 

b ( c 4“  cd  ) ^ L 

cZrü—-'b>  ..  • 

fait  voir  que  le  point  cherché  tombe  en  R'  au-delà  de  la 
seconde  bougie  qui  est  la  plus  faible. 

La  seconde  valeur  de  x , c'est-à-dire  , 

. • ’ ..  b je  — y /cd) 


— d 


»8 
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est  encore  positive  dans  la  même  hypothèse  ; mais  alors  on  a 

b ( c — \/cd  ) 


c — d 


<b, 


puisque  la  différence  positive  c — \/cd  est  plus  petite  que 
la  différence  aussi  positive  c — J;  conséquemment  le  point 
tombe  ent/e  les  deux  lumières. 

Telles  sont  donc  les  deux  solutions  du  problème  dans 
l’hypothèse  c^>  d:  on  observera  qu’en  écrivant  l’équation 
du  problème,  on  a supposé  b^>x,  puisqu'on  a indiqué  par 
b — a:  la  différence  enfre  b et  x : alors  pour  le  point  R'tK 
cette  différence  croit  être  inverse.  Qu’on  forme  en  effet  , les 

différences  b — x correspondantes  aux  deux  racines  —r—  > 


o^j^uvera  pour  R' 

b — X : 


et  pour  R 


b — . 


i(d4-  [/ cd ) 


b (d — \/cd) 


Ainsi  ( chap.  14  ) la  quantité  absolue  b — x ayant  été  portée 
de  B en  R , la  quantité  inverse  b — x = — doit  être  étendue 
de  B en^t'. 

Supposons  maintenant 

c<^d,  d’où  c<[  i / cd , 


on  trouvera 


b (cdb  [/cd) 
d — c 


alors  les  deux  racines  ont  des  signes  Contraires  : l’une 

ifc-f-  \/xd)  . n i-  J ♦„  Ai  L,  ..a.  » 

■— qui  est  négative,  doit  être  portée  a 

gauche  de  A , et  l’autre  x — — ^ — — <*  b , doit  être  por- 

0 d C 

tée  de  A vers  B , ensorte  qüè  lés  dèux  points  également  éclai- 
rés , sont  à gauche  de  la  plus  forte  lumière  B } l’un  entre  les 


« 
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deux  lumières,  l’autre  au-delà  de  la  plus  faible  par  rapport  à 
la  plus  forte;  ce  qui  s’accorde  avec  ce  qu’on  a vu  dans  le 
cas  précédent. 

Soit , en  troisième  lieu  , 

c = d y d’où  c = ; 

la  formule  générale  des  racines  deviendra 

b(c±c)  _ ù(c±c) 

X —————  ■ - • 

C C O 

Examinons  d’abord  la  première  valeur 
b(c+c)^  t 

*=* — 3 — >b; 

il  est  évident  que  les  intensités  des  deux  lumières  étant  les 
mêmes , un  point  placé  sur  le  prolongement  de  la  ligne  qui 
les  joint , ne  peut  être  également  éclairé  , à moins  qu’il  nu 
soit  à une  distance  infinie  des  corps  lumineux,  parce  qu’alorçi 
seulement , l’intervalle  b pouvant  être  considéré  comme  nul 
par  rapport  -à  x , les  deux  lumières  n’en  font  qu’une  : if  doit 
donc  arrjjpr  dans  ce  cas , qu’on  tombe  sur  le  symbole  co. 
La  seconde  racine 

«a,jUî=S2 

c — c 

devient  |.  Ce  résultat  donné  par  une  seule  hypothèse  , n’est 
plus  celui  de  l’indétermination  ; dans  ce  cas , la  question  admet 
une  solution,  comme  on  peut  s’en  assurer  en  reprenant  l’équa- 
tion 

. 2 bc  cb * 

x*  — 

c — a 


la* 

pré 


e multipliée  par  c ■ — d , se  réduit , dans  l’hypothèse 
le,  à 

b 

x=  - , 


v et  fait  voir  que  l’autre  point  cherché  est  placé  entre  les  deux 
lumières  , à la  même  distance  de  chacune  d’elles.  L’indétermi- 
nation apparente  vient  d’un  facteur  commun  au  numérateur 
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et  au  dénominateur  de  la  valeur  de  x (57)  , lequel  est  nul 
dans  ki  supposition  de  c = d.  Alors  l'équation  immédiate  est 
abaissée  au  premier  degré,  c’est-à-dire,  qu’elle  a changé  de 
forme.  Nous  reviendrons  sur  ce  cas  (chap.  21.). 

Enfin  si  l’on  suppose  que  d vienne  à décroître  par  voie  de 
division  , cette  quantité  marchera  vers  la  limite  zéro,  et  en 
même  temps  les  racines  ... 


x : 


b (c-f-  \/cd ) 

= J 


Xi 


b ( c — \/cd  ) 

! c — d 1 


dont  la  première  est  > b et  la  seconde  <|  b , tendront  vers  la 
limite  b,  c’est-à-dire,  vers  l’égalité,  et  l’équation  marchera 
en  même  temps  vers  son  dernier  état 

x’  — 2 bx  b*  -=zo. 

*■  278.  Quelle  que  soit  la  forme  des  racines  d’une  équation  du  se- 
IcOnd  degré  , ces  racines  satisferont  toujours  à l’équation  ; mais 
considérées  relativement  à la  question  proposée^  elles  peuventne 
pas  Ja  résoudre,  lors  même  qu’elles  sont  tous  deux  positives. 
Les  racines  négatives  que  l’énoncé  seul  ne  peut  faire  prévoir , 
indiquent,  comme  dans  les  équations  du  premier  Üegré , une 
rectification  dans  l’énoncé , pour  qu’il  soit  satisfait  par  ces 
racines  négatives  prises  positivement  : à cet  effet , il  suffit  de 
comparer  cet  énoncé  avec  l’équation  du  problème.  Les  ra- 

na 

cines  imaginaires  sont  dues  à la  relation  ’-j  — q , et  elles  ont 

4 

lieu  quel  que  soit  le  signe  de  p , pourvu  que  le  nombre  q soit 
positif  dans  le  premier  membre  de  l’équation  : or , q n’étant 
pas  multiplié  par  x,  il  s’ensuit  qu’aucun  changement  dans  le 
signe  de  x,  ne  peut  donner  à l’équation  une  forme  qui 
t’accorde  avec  l’énoncé  modifié  de  quelque  manière'jfe  ce 
soit.  L’impossibilité  de  résoudre  les  équations  dans'ce  c®  , est 
donc  absolue  , comme  lorsqu’on  trouve  l’infini  pour  valeurs  des 
inconnues  dans  les  équations  déterminées  du  premier  degré. 

r ■ . , 1 . #.**••■  . 

279.  Il  existe  une  classe  nombreuse  d’équations  que  l’on 
peut  résoudre  à la  luauière  de  celles  du  second  degré  : elles 

* ■«  .*  . * ii  *•  l 
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sont  comprises  dans  çette_formule  générale  J 

+ pxn  + <7=o, 

composés  de  deux  termes  en  x,  l’exposant  de  x dans  l’un 
étant  moitié  de  celui  de  la  même  inconnue  dans  l’autre.  Sup- 
posons alors  ; '•*  • 

xn  —y , d’où  x^r^y1; 

on  aura  pour  transformée  . . 

, y'+py  + <i=°'> 

donc......  • • . ; 

> y=—ïp±\/^—n>  \p±.  \/“— <;}• 

Nous  ferons  voir  dans  la  seconde  section  que  la  proposée  conv^ 
porte  an  racines. 

Lorsque  n = 2 , auquel  cas  l’équation  est  du  quatrième 
degré , on  trouve 

^ f t , , > 

Ainsi  on  a à extraire  la  racine  carrée  d’un  binôme  de  la  forme 

a-\-/b,  a désignant — ip,  et  b la  quantité  L. — q.  Nous 

* * * 

nous  proposerons  ici  de  chercher  so’us  quelle  relation  entre 
a et  b , cette  racine  est  décomposable  en  deux  radicaux  carrés 
séparés,  ou  réductible  à la  forme  \/y-\-y'z  plus  commode 
que  la  première.  Nous  poserons  donc 

" / t ' ’ 

l/a+v/é=  Vy^Vz  » d’où-  a+V/^=(jf+*)+a  V yz- 

Egalant  séparément  les  termes  comparables  , c’est-à-dire  , les 
ternies  sans  radicaux  et  les  irrationnels , nous  aurons  ces  deux 
équations  t 

a=_y  + z-,  J = 4ja. 

Pour  déterminer^  et  z , du  carré  de  la  première  équation , nous 
retrancherons  la  secqpdc,  ce  qui  dounera 

y1  — 2y»-é^6a  = 0*  — b y 


Vj-i}-’ 
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dont  la  racine  est 
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mais 

donc 

et 


y — z — Ÿ'a'—b, 
y + z-a-, 

a -f-  \Zâï—E  a — \/ a* — b 

• y = ; z— 

J a 7 a 

* 


v7+vb= \/°-± y^± 

Or  si  le  binôme  a * — b est  un  cari^  tel  que  c*,  on  aura 

v/«-+ÏTï=  \f  (.«) 


v^i Tb=\f^-\Jl 


a va 
c’est-à-dire  que  la  décomposition  sera  possible. 

Qu’il  s’agisse  , par  exemple  , de  trouver  la  racine  carrée  du 
binôme  a ^/3  : on  a 

a=a,  b = 3;  donc  ç* — b = c*  = î : 
ainsi  la  racine  est  -f-  \/±. 

Si  la  racine  demandée  $ st  celle  de  1 1 + 6|/ a , on  aura 
a = j î , \/b=z 6^/a;  d’où  b =36. 2=  72 , a“ — £=49’> 

donc  

yrïT+~6Ï7â  = 5 -f-  \/a. 

On  trouve  dans  la  trigonométrie,  ces  deux  formules 
sin  A a = v/{i  R* — V R% — sin*a^  , . 

cos  5 a=  V^{i  Æ“-f-  i R V R' — sinVT}-  : 
en  comparant,  on  a pour  la  première, 

. , iî*  IT’sin'a  . Tî’siVa 

a = i#i9b  = -f j-'  • 

et  pour  la  seconde , 


°=ï*>  + ^ •% 


4 1 

Zî’sin’a 
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et  conséquemment,  d’après  les  formules  (i°.)  et  (2°.),on  a 
ces  transformations 

sin  \ a = j R*  -J-  R sin  a — j V^jR* — R sin  a 
cos  { a = ~ [/ R‘-\-'R  sin  a -f-  £ \/ /î” — R sin  a. 

Ainsi  nous  avons  étendu  l’extraction  des  racines  carrées  aux 
binômes  en  partie  rationnels  et  en  partie  incommensurables. 

> 

280.  On  est  maintenant  en  état  de  résoudre  toutes  les  ques- 
tions comprises  i°.  dans  les  formules 

Z = a-f-(n — 1 ) <T  ; S = — — =-  (2u-f-(n — 1)  J) 

% 2 2 

donpées  (210,211);  2°.  dans  celles-ci, 


% 

\ 


u = aq”~'  ; S ■ 


aqn — a uq  — a 


</—  * </— 1 
données  (214, 21 5).  Toutes  ces  solutions  pour  les  progression» 
par  différences  égales  et  par  quotiens  égaux  , sont  consignées 
dans  les  deux  tableaux  ci-joints. 

T 

Si  dans  la  formule  5,  2®  tableau  , on  fait  a*~'=a,on 
aura 


cette  subtitution  donne 

■ * j_ 

(5 — x"~ ‘)x  = (S — u)  u"~‘ , ou  Set—a"  = (S — u)  un~'\ 
donc  , 


a." — Set  -f-  ( S u ) u"“l  = o , 

équation  du  degré  n en  et  ; ayant  obtenu  les  racines  et  par  le* 
méthodes  exposées  dans  la  suite  de  cet  ouvrage  , on*  passera 
des  valeurs  9é  et  k celles  de  a , par  la  relation  a = e.n— *.  On 
traitera  de  la  même  manière  la  formule  6 du  même  tableau. 
On  voit  encore  par  les  deux  formules  précédentes , et  par 
celles  10  et  12,  qu’on  peut  être  conduit  par  certaines  ques- 
tions fort  simples  à des  équations  d’un  degré  quelconque  a. 


» 1 
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CHAPITRE  XX. 

Méthode  des  coêjficicns  indéterminés. 

381.P0UR  bien  faire  connaître  l'esprit  de  cette  méthode 
dont  l’emploi  est  si  fréquent , nous  l'exposerons  sur  un  exemple 
6imple  qui  en  a suggéré  la  première  idée. 

En  divisant  1 par  1 — x,  x étant  un  nombre  quelconque, 
on  a trouvé  (chap.  7) 

— - — ;=  1 +x  -4-  x*  -+-  x3  + etc.  , 

1 — x * 

quotient  qui  procède  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x g 
qui  ne  s’arrête  jamais  , et  dont  le  premier  terme  est  l'unité  , 
ce  qui  doit  être,  puisqu’en  faisant  x = o , la  fraction  se  réduit 
à}=i. 

4pn  peut  d’abord  démontrer  à priori  que  , dans  aucun  des 
termes  du  développement  précédent , x ne  doit  entrer  avec 
un  exposant  négatif.  En  effet , si  l’un  des  tymes  pouvait  être 

cc~m  — — ^ , la  supposition  de  1 = 0 conduirait  à cette  im- 
possibilité 

l=i+;, 

ou  l’unité  égale  à un  nombre  infini.  Nous  ferons  voir  dans  la 
seconde  section  , que  le  développement  ne  peut  comporter 
un  terme  de  la  forme 

W n r 

x*  — {/xm  x y'i} 

car  dans  le  cas , par 'exemple  , de  n = 2,  on  aurait 

5 * 

X“  r=  [/xm  X l/1  = — V/x“» 

à cause  de  y/i  — — l;  conséqiftmment  une  fractio^ ■ —— 
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admettrait  deux  quotiens  diffiérens  pour  une  même  valeur  de 
x , ce  qui  serait  encore  absurde. 

a8o.  Lorsqu’on  eut  développé  par  la  division , ainsi  qu’on 
l’a  dit  ( chap.  7 ) , des  fractions  telles  que 

1 a a + èx 

a'+  Wx  » c'+i'x-l-d?’  etC‘* 

dans  lesquelles  le  polynôme  au  numérateur  est  en  x d’un 
degré  moins  élevé  que  celui  qui  est  au  dénominateur , on 
remarqua  que  cesdéveloppemens  procédaient  suivant  toutes  les 
puissances  entières  et  positives  de  x , et  que  c’était  une  cir- 
constance qui  leur  était  commune  j qu’en  passant  d’une  frac- 
tion à l’autre , les  coefficiens  nnmériques  des  puissances  succes- 
sives de  x changeaient , et  qu’ils  se  composaient  des  nombres 
ou  quantités  données  a , b,  c,  etc.,  a',  f,  <?,etç.  D’après  ce» 
copsidérations , on  a adopté  cette  forme  générale  et  commune 
de  développement  ^ 

A -f.  Bx-\-  Cx‘  -f-  D: r^-f-  etc. , 

A , B , C\  etc.  étant  des  coefficiens  indéterminés  qui  ne  doivent 
pn  aucune  manière  renfermer  x-  Ensorte  que  pour  la  fraction 

— J ^ , par  exemple , on  posera 

1 — *—  — A -f-  Bx-{-  Cx*-f-  Dx3+  etc . . . .(1). 

* On  n’introduit  pas  y en  facteur  dans  le  premier  terme , parce 
que,  pour  x = o,  la  fraction  ainsi  que  son  développement 
doivent  se  réduire  à l’unité , condition  qui  ne  serait  plus  satis- 
faite, si  x multipliait  tous  les  termes.  Généralement , suivant 
que  l’expression  à .développer , se  réduit  à un  nombre  ou  à 
zéro  , pour  x = o,  on  suppose  dans  le  développement  un  terme 
sans  x,  ou  on  introduit  x en  facteur  de  tous  les  termes.  Au 
reste  , si  l’on  supposait  un  terme  sans  x , lorsque  le  développe- 
ment ne  le  comporte  pas,  le  calcul  donnerait  zéro  pour  .son 
coefficient.  Revenons  à l’égalité  (1) , dans  laquelle  A , B , G, 

D , etc.  représentent  des  coefficiens  encore  inconnus  : pour  les  ' 
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évaluer  , il  Faut  se  procurer  (chap.  1 7)  autant  d’équations  qu’il 
y a de  ces  coefficiens;  et  pour  cela,  on  partira  de  cette  condition  r 
le  quotient  multiplié  par  le  diviseur,  doit'reproduire  le  dividende, 
quelque  valeur  numérique  qu’on  donne  à x , puisque  la  forme 
du  développement  est  indépendante  de  ces  valeurs.  Multipliant 
de  part  et  d’autre  par  1 — x , puis  retranchant  l’unité  des  deux 
membres , il  vient 

A + B\x  + C D]x? -{■  e\c. . . .(2). 

° — 1 — A — B — CI  * 

Cette  égalité  à zéro  ne  peut  être  satisfaite  indépendamment 
de  toute  valeur  de  x,  qu’autant  que  les  termes  d'une  même 
puissance  de  x,  qui  sont  les  seuls  termes  semblables,  .s'entre- 
détruisent  , condition  qui  doit  avoir  lieu  entre  les  coefficiens, 
puisqu’on  n’a  pas  généralement  x~  c.  Ondoit  donc  poser 

■A — 1=0,  B — A — o,  C — B “O , D — C—  o , etc. 

* 

d’où  l’on  déduit  ces  déterminations 

* 

A=zi,  B = A = i,  C = B = t,  D=zC=i,  etc; 

Reportant  ces  valeurs  dans  le  quotient  hypothétique  (1)  , on 
retrouve  '« 

x = « + x + x5+x3  + xf-f.  etc.  , 

On  peut  encore  déduire  les  égalités  précédentes  de  cette  autre 
considération  fort  simple.  Puisque  l’égalité  (1)  doit  avoir  lieu 
pour  toutes  les  valeurs  de  x , et  que  d’ailleurs  x ne  se  trouve 
pas  dans  A , B , C , etc. , elle  doit  être  vraie  aussi  pour  x = o> 
hypothèse  qui  donne 

■A — 1=0,  d’où  Ass  i, 

et  il  reste 

I x+C  1 x’-f  P ||i3+  etc.  ; . - 

“ —A  I — B | — C I 

divisant  par  x,  puis  faisant  x=o,  on  trouve 

B — A~o,  d’où  B = A—if 
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C 

— B 
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+ xa+£ 

— C'i  — D 


d’où  l’on  déduit , après  avoir  divisé  par  x et  faitx=o , 
C — B = o,  d’où  C =B  = 1 , 
ainsi  de  suite. 

280.  Si  l'on  eût  adopté  cette  forme  de  développement 


-Ax  m-f-  B -f-  Cx  -f-  Dx’+  Ex^-\~  etc. , 


dans  lequel  le  terme  de  puissance  négative  est  le  premier  (201), 
parce  que  l'exposant  négatif  est  le  plus  petit , après  la  multi- 
plication faite  par  1 — x , on  serait  parvenu  à l’égalité 

ar=Ax-m—  Ax~m+'+  B\x°+C\x  + ü j»a  -f-  etc. , 

_ ! j — tfl  _ C 

de  laquelle  résultent  ces  conséquences 

A — o , B = 1,  C=  i,  etc.; 
donc  le  développe^nt  ne  comporte  pas-  le  terme  Ax~m. 
L’hypothèse 
1 


s , t 

— A Bx  Cx1  + Dx1  -f-  etc . 


conduit  à 


x C’xa  + D 

xa—  Cxa  -f-  E 

— B 

— D 

x^  + etc. , 


d’où  l’oft  déduit 

A—  1 B — 1 , C=o,  D—  1,  etc. 

Ainsi  le  terme  de  puissance  fractionnaire  , introduit  dans  le 
développement,  disparait.  Si,  dans  ce  cas,  on  voulait  déter- 
miner les  coefliciens  par  l’hypothèse  1 = 0 , on  trouverait 
d’abord 

A=  1; 

et  après  avoir  supprimé  le  premier  .terme.  et  divisé  les  suivan» 
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paix,  il  viendrait 


* l 


o = B -f-  Cx * -j-D\x  — Cx * -f-  2Î|  x*  -f-  etc. 


■B 


— D 


— A 
et  pour  x = o , 

B — A =s=  o , d’où  B ■=.  A = 1 j 
après  la  suppression  du  premier  terme  j3  — A,  on  trouve 


' s. 

o = Cx*  -f - D \ x — Cxa  -f-  E 

— D 


+ D : 
— B 


x“  + etc.  ; 


divisant  encore  par  x,  et  faisant  x = o,  il  vient 

' o = — -f-  D — B,  d’où  D=i  — — , 
o o 


et  tous  les  autres  coefliciens  deviennent  infinis,  cequi  démontre 
encore  l’impossibilité  du  développement  supposé.  Nous  obser- 
verons que  la  suite  marche  régulièrement  jusqu ’aa  terme  de 
puissance  fractionnaire  de  x,  au-delà  duquel  s’introduit  l'infini 
dans  les  valeurs  des  coeificiens.  S,  après  avoir  trouvé  B — A, 

on  eût  divisé  par  x*,  on  aurait  obtenu  = ensorte  que 
le  terme  d’exposant  fractionnaire  eût  disparu , comme  dan*  ♦ 
l’ariRl  ^so  précédente.  L’hypothèse  d’un  exposant  négatif  con- 
duirait à la  même  conclusion. 

284.  L’égalité 


^ ^ =A-+~  Bx  -f-  Cx?-\-  Dx?  -f*  etc-  > 


qui  a lieu  entre  une  opération  indiquée  et  le  résultat  dë  cette 
opération,  s’appelle  identité.  C’est  ainsi  qu’on  nomme  en  général 
toute  égalité  entre  une  expression  non  développée  et  son  déve- 
loppement. L’identité  diffère  de  l’équation  en  ce  que  celle-ci 
n’est  satisfaite  , comme  nous  l’avons  vu  dans  lès  deux  premiers 
degrés,  et  comme  nous  le  verrons  bientôt  dans  les  degrés  su- 
périeurs , que  par  un  nombre  déterminé  de  valeurs  de  x , 
tandis  que  l’identité  a lieu  pour  tout  nombre  pris  pour  x ) 
c’est  même  en  cela  que  consiste  son  caractère  distinctif.  \ 
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Soit , en  second  lien  , la  fraction  --  dont  on  demande 

a 4*  b x 

le  développement  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x \ on 
posera  l’identité 


= A + Bx 4-  Cx*  -f-  Dx3  + etc. , 

a -f-  b x 

A,  B , C , etc.  étant  des  nombres  à déterminer  : multipliant 
de  part  et  d’autre  par  le  dénominateur  d -f-  b'x , puis  faisant 
tout  passer  dans  un  même  membre,  il  viendra  t 


o = Ad  + Bd  x 4-  Cd  xs4-  Dd  x3  4-  etc. 
— a 4-  AV  + Bd  4-  Cb' 


Pour  évaluer  les  indéterminées  A,  B,  C,  etc.,  il  faudra  ; 
d’après  le  principe  démontré  , égaler  séparément  à zéro  les 
coeiliciens  de  chacune  des  puissances  de  x , ce  qui  donnera 
les  égalités 


Ad  — a r=  o 

• 

• 

\ A — — 

A-  d 

Bd  + Ab'  = o 

B=  — -,A 

a 

Cd  4-  BV  = o 

desquelles  on  déduit  ' 

C = — ~ '7  B 
a 

Bd  + Cd  — a 

d=~7c 

etc. 

etc. 

Chaque  coefficient , à partir  du  seCond  inclusivement , est  donc 

y 

égal  au  précédent  multiplié  par  la  fraction  — —,  qui  est  immé- 
diatement donnée  par  le  dénominateur  a-\*  b'x  de  la  fraction 
proposée.  Cette  loi  remplace  le  nombre  infini  d’équations  , né- 
cessaire pour  évaluer  pareil  nombre  d’indéterminées,  et  elle 
dispense  de  pousser  plus  loin  les  calculs  : cette  remarque  im- 
portante doit  être  fréquemment  rappelée  à l’élève. 

Soit  encore 


* 


i 
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en  opérant  comme  dans  Je  cas  précédent,  il  viendra 

I x3-}*  etc. 


o ■=  Ad  -j-  Bd 

x -f-  Cd 

x2+  Dd 

m — a -f-  Ab' 

-f-  B b' 

+ Cb' 

— b 

-h  Ad 

-b  Bd 

Egalant  séparément  à zéro  les  codïiciens  de  chacune  des  puis- 
sances de  x , on  obtient  pour  la  détermination  des  côeiliciens 
A,  B , C , etc.,  les  équations 


A a'  — a — o 

Bal  -f-  Ab' — b = oj 

* Cd  “4“  Bb'  -p*  Ad  o 

Da'+Cb'+Bc'=ï  J 
etc. 


« 


a a 


_ B—- 

desquelles 

\ J lf  / 

/ ondéduit  < C — -B  — —,  A 

1 1 a a 

' Dt= — C — — B 
a a 

etc. 


On  voit  qu’à  partir  du  troisième  coefficient  C inclusivement , 
un  coefficient  dépend  toujours  des  deux  précédens , de  sorte 
que  si  P , Q et  R sont  trois  côeiliciens  consécutifs,  on  aura 


b' 


Rd-bQb'+Pd  = o,  d’où  R=  — ~n  — C-P. 

n v a 


Les  deux  premiers  coefficiens  une  fois  évalués , donneront 
donc  tous  les  autres. 


Faisons  une  application  à la  fraction  — i — — • en  la 

i — x — x*  ’ 

a-\-bx 


■x — x* J 

-rt-a — on  aura 
a -\-b  x-f  c x 

a—  i , b = a;  a'=  î , b'  = — i j c'=  . 


com- 


parant avec  -y 


donc 


A—  i,  B— A—  2==o,  C—B — A — o ",  D — C — B—  o , 

; R-P-Q=  os  ■ 

et  conséquemment  chaque  coefficient , à partir  du  troisième 
inclusivement , est  égal  à la  somme  des  deux  qui  le  précèdent. 

a85. 
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a85.  Il  est  aisé  de  conclure  des  cas  particuliers  ci-dessus 
qu’une  fraction  rationnelle  de  la  forme 

a-\-bx  - f-  ex*  -f- -1-  pxn~' 

a'-f-é'-c-f- ex?  -j- -f-  q'xa  * 


donnera  lieu  à une  suite  dans  laquelle  le  coefficient  d’un  terme 
quelconque,  dépendra  d’autant  de  coefficiens  immédiatement 
précédens  , qu’il  y a d’unités  dans  le  plus  haut  exposant  de  x 
au  dénominateur,  en  observant  que  cette  loi  ne  commence 
à se  manifester  qu’après  un  nombre  de  termes,  égal  à celui 
du  numérateur.  Les  coefficiens  * • 


par  lesquels  il  faut  multiplier  ceux  qui  précèdent  celui  qu’on 
veut  évaluer , portent  conjointement  le  nom  àlèclielle  de 
relation.  Les  suites  résultantes  du  développement  des  fractions 
rationnelles , ont  été  appelées  suites  récurrentes  , parce  que 
pour  former  chacun  de  leurs  termes , il  faut  recourir  à un 
certain  nombre  de  termes  précédens. 


«B6.  Nous  pouvons  appliquer  la  méthode  à quelques  déve- 

l/,n 

loppemens , et  d’abord  à celui  de qu’il  nous  importe 


t 


de  connaître.  Nous  supposerons  donc  , m étant  un  nombre  en- 
tier positif, 


= um-‘  + Aum~%  + Bum~3 

u — v 


+ vm 


en  observant  que  pour  v=  a,  le  développement  doit,  comme  la 
fraction , se  réduire  à um~ *,  ensorte  que  v doit  être  facteur  dans 
les.coefficiens  A , B,  C , etc. , et  qn’aussi  pdur  u — o , le  même 
quotient  doit  se  réduire  à vm~ '.  La  forme  adoptée  satisfait  à 
ces  conditions.  Multipliant  de  part  et  d’autre  par  u — v , on 
obtient 


um—vm~um-\-A 

—v 


—Av  t 


—Bv  I 


-l-  u 1 — — vm 

1 v%  3 

.*9 


ago  t L É M E N s - 

d’où  l’on  tire , après  les  réductions , ces  relations 

IA  — v 
B = v* 

C = v* 

D = v* 
etc. 

Donc 

V U*~l  -f-  v5tlm— 3 + v3um~‘,+ -f- 1/"1-', 

et  conséquemment 

um  — vm=(u  — v)  {um~‘  -f-  vum-a4- -f"  vm—1  J. 

287.  Supposons  que  le  polynôme 

xm+  Axm~‘  + Bxm-'‘  + Cxm~3 Tx  + V, 

dans  lequel  m est  un  nombre  entier  positif,  A , B , C. . .T  eXV 
des  nombres  donnés , soit  exactement  divisible  par  x — a , 
a étant  un  nombre  qui  satisfait  à cette  condition  , et  cherchons 
le  quotient.  Nous  poserons  if# 

9 

xm+Axm~'+ Bxm-‘+  Cxm~3-h -\~Tx-\-V 

= (x— a)  (xm-+^x-“+ZÎ'x"-3+ -f-S'x-f-  T) , 

où  A',  B' S" , T'  sont  des  coefficiens  à évaluer.  A 

cet  effet , qu’on  effectue  la  multiplication  indiquée  dans  le 
second  membre  , et  on  observera  que  pour  composer , par 
exemple,  le  terme  xT'~n  du  produit , il  faut  au  produit  par  x 
du  terme  xm~n~ 1 du  multiplicande  , ajouter  celui  du  terme 
suivant  xm~n  par  — a , et  que  telle  est  la  loi  de  formation  de 
tous  les  termes  du  produit.  Cela  fait,  on  fera  passer  tous  les 
termes  de  l’identité  dans  un  seul  membre,  et,  conformément 
au  principe,  on  égalera  successivement  à zéro  le  coefficient 
de  chacune  des  puissances  de  x , ce  qui  revient  évidemment 
à égaler  les  coefficiens  des  mêmes  puissancesde  x dans  les  deux 
membres  de  l’identité  qu’oa  obtient  immédiatement  après  la 
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multiplication  par  x — a.  On  voit  donc  bien  clairement  qu’ayant 
une  identité  entre  deux  polynômes  ordonnés  par  rapport  à x,  on 
peut  établir  des  égalités  entre  les  coefficiens  respectifs  des 
mêmes  puissances  de  x.  C’est  un  principe  qui  sera  fréquem- 
ment invoqué  par  la  suite.  On  aura  donc 

A — A' — a "J  (A'—a-\-A 
B — Ü—aA')  \B'=a'+Aa  + B 
C=  C—  aB'\  | C =*tt-\-Aa%+  Ba  + C 


D=  D' — aC  ' 
etc. 


d’où 


I iy  Z?ûa-*f-  Ccl  D . 


. T'==am~,-\-Aam~*-\-Bam~3-\- +T. 

Ces  valeurs  reportées  en  place  de  A',  B ' T'  donnent 

le  quotient 


Ix1" 

-\-A\ 

' ♦ 


*-f-  d 
-\-Aa 
+B 


-m— 3. 


'+  a- 


xa~*+. . 


Q = xm 

-+-Aa* 

- \~Ba 

+c 

■4-  am~ 1 4-  Acü*~*  + Bam~3+ + T. 

Cette  expression  nous  sera  utile  par  la  suite. 

288.  Vérifions  la  possibilité  de  cette  transformation 
ea^+èx’-j-cx-f-^ = A (x — n)3-f-Æ  (x — n)a+C(x — n)-\-D  , 

a , b , c , d. . . .n  étant  des  nombres  donnés  , et  A , B , C , D 
des  coefficiens  inconnus  qu’il  s’agit  de  déterminer  d’après  la 
condition  que  l’identité  supposée  ait  lieu , ou  que  le  second 
membre  soit  tel  qu’après  les  opérations  faites,  il  se  change 
dans  le  premier.  On  trouve 


axM-  ix'4*  ex  + d—  Ax’ — 3 An  I x^f-  3 An* 

4- B I — 0.B11 
+ C 


x — An 5 
4 -Bn% 
— Cri 
+ D. 

Si  l’on  égale  les  coefficiens  des-  mêmes  puissances  de  x (287), 
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oa  trouve 
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A=a  J ( A=a 

B—jAn — b f d’où  l’on  I B^d&un  -\-b 

C — 2Bn-{-5An*=c  ^ déduit  "J  C—’5an*-{-,ib:i  -f-c 

D — Cn+  Bn* — An3=d)  I D=  an?-+-  bii*-\-cn-\-d 

m v 

consequemruent 

ax'+ùx’-J-cx-f-rfcrMÇx — n)"4-(3an-|-é)(x — nY 

+(ou  na-f-2  ùn-+-c)  (x — n)-\-an.3-{~bn‘-\-cn-\-<l . 

Si  l’on  veut  que  la  transformée  procède  suivant  les  puissances 
♦le  x — 1 , il  faut  supposer  n — i,  et  alors 

nr'!+/>x"+c.!'+d=o(x — , )3-j-(3a-(-/>)(x — x )* 

+ (3a+2Ù+c)(x— x)-+c+i-f<4-d (1). 

Examinons  le  mode  de  composition  des  coefficiens  de  cette 
transformée.  Si  l'on  écrit  sur  une  ligne  les  coefficiens  de  la 
proposée  *r  * 

a,  b,  c,  d ; 

et  qu’on  fasse  les  sommes  successives  du  premier , des  deux 
premiers , des  trois  premiers  , et  enfin  des  quatre , on  aura  cette 
suite  de  sommes  premières 

a,  a-\rb  , a+b-\-c , a + b -f-  c+  d , 

dont  la  dernière  est  le  terme  tout  connu  de  la  transformée  en 
x — 1.  Si  on  fait  la  somme  d’une,  de  deux,  et  enfin  de 
trois  de  ces  sommes  premières , on  obtiendra  ces  sommes 
secondes 

a , za  b , 3a  zb  -f-  c , 

dont  la  dernière  estÿle  coefficient  de  x — x.  Si  on  fait  la 
somme  de  la  première  , et  celle  des  deux  premières  de  ces 
sommes  secondes,  on  aura  les  sommes  froisièmes 

a , 3 a-\-  b , 

dont  la  dernière  est  le  coefficient  de  (x — i)*.  Enfin  la  sojjmie 
de  la  première  de  ces  sommes  troisièmes,  que  nous  appelle- 
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rons  somme  quatrième  , c’est-à-dire , a , est  le  coefficient 
de  (x— i)3.  • 

I 

Ayant  ainsi  formé  les  coefliciena  A , B , C , D de  la  trans- 
formée en  x — i,  qu’on  pose  dans  (i) 

x — 1 —y  > 

ce  qui  donnera 

Ay3+By'+Cy  + D = o, 

et  on  passera  à la  transformée  en  y'  — 1 , que  nous  représen- 
terons par 

= * {x — a)3+  S (x— a )*+  C (x  — 2)4 -D' , 

A',  B*  C , D'  étant  des  coefliciens  qu’on  sait  calculer.  On  pas- 
sera de  la  même  manière  à la  transformée  en  x — 3 , et  ainsi 
de  suite. 

S il  manque  dans  le  polynôme  un  ou  plusieurs  termes,  il 
faut  les  restituer  sous  les  coefliciens  zéro  , afin  de  pouvoir  for- 
mer les  coefliciens  des  transformées  d’après  Y algorithme  établi , 
lequel  sert  de  fondement  à la  nouvelle  méthode  de  M.  Budan  , 
pour  la  résolution  des  équations  numériques. 

Nous  nous  bornerons  ici  à une  seule  application  de  ces 
transformations.  Qu’on  ait  à extraire  la  racine  cubique  du 
polynôme 

x3 — 3x*4-  3x — î , 

on  en  déduira  la  transformée  en  x—  î qui  sera 

% 1 ( x 03+  o(x — i)*4-o(x — î)  -f-o=  ( x — i)3, 
dont  la  racine  cubique  est  x — - î . 

289.  La  formule  du  binôme  donnée  (chap.  12)  t n’a  été  dé- 
montrée que  dans  le  cas  de  m nombre  entier  et  positif;  nous 
allons  la  généraliser,  c’est-à-dire,  l’étendre  à m nombre  frac- 
tionnaire positif,  négatif  et  incommensurable. 

Nous  poserons  toujours 

m 

( 1 Hh*)"  = 1 4-  Ax  4 Z?xa4-  Cx3  4 etc. 


/ 
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développement  qui  ne  doit  renfermer  aucune  puissance 
fractionnaire  et  négative  de  x,  et  dans  lequel  les 'coefficiens 
encore  inconnus  A , B , C,  etc.  , ne  doivent  pas  contenir  x , 
puisqu’on  suppose  cette  indéterminée  en  facteur.  Pour  x = o } 
on  a 


n 

c’est  par  ce  premier  terme  \/i  que  nous  verrons  bientôt 
comporter  n valeurs  , - que  le  déveleppement  est  multiple 
comme  l’expression  non  développée 

m n » & 

(î+x)1*  = [/(i+x)m=  y/ (i-J-x)mX  \/T:  . 
mais  des  n racines  de  l’unité  , nous  ne  considérerons  ici  que 
la  racine  t . On  aura  en  même  temps 

m 

(i+y)*  = 1 + Ay-\-By*+  C^-f-etc. 

Si  l’on  pose 

m m 

, (i-f-j?)"  = uM  ; (i-f-y)',=  v™, 

d’où 

l+x=:u“,  i -j-  y = v"  et  u * — v"  = x— .y; 


on  conclura  , après  la  division  par  x — y , 

m m 

(l+g)»_ (l4;y)=-_ 

un — vn  x — y '■ 

■+■  C O'-f-yx-f  y ) +0  (ars-|-^xJ+yx  +y* ) -f  etc^ 
mais  d’ailleurs  on  a trouvé  (286)  ® 


nm — v>m  = (u — v)(um_1-f-vu,n— ') 
M* V"  = (u — v')(un~ 1 -f-VU.*- 3 3-f-  . . . .+VB— ‘)  t 


o n a donc  cette  autre  identité 

um— Zim— 5 ‘^-*4*  * • . 

un — vn  u"  ‘ -f-  va"”54  -j-vftun"“'3  -f- . . . 


Si  dans  les  deux  développemens  de 


um — um 
u”—  v*  ’ 


on  suppose  * 


1 
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comme  il  est  permis  , x —y  , auquel  cas  u = v , on  obtien- 
dra l’identité 


A-t-zBx+3Cx%-t-4Dxs-j-etc. 


mum “* 
nu"-‘  ‘ 


m 

n 


Après  avoir  remplacé  um  par  le  développement  de  (i+x)",  et 
multiplié  de  part  et  d’autre  par  u"=x  -f-x,  on  déduit  de  (M), 


A+aB  I x-f-3C  x,-f-4D  j x3-f-5£  I xl-petc., 
*4~  A 1 4-sfi  +3C  I -\-^D  I 

. = - + - Ax+ - Bx* +-  CxH--  Dx*+  etc. 
n n n n n 


De  la  comparaison  des  deux  membres , résulten^pes  équa- 
tions : 

771 

G-f)« 

(Af 

("-V 

5 

etc. 

La  loi  suivant  laquelle  ces  coefiiciens  dérivent  les  une  dés 
autres , est  facile  à saisir  ; et , sans  multiplier  ces  relations  , or» 
peut , par  son  secours , écrire  autant  de  ces  coefiiciens  qu'on 
voudra.  Si  pour  A,  B,  C,  etc.,  on  reporte  leurs  valeurs 
dans  les  expressions  de  B , C , etc. , puis  qu’on  les  écrive  dans 

y «I 

le  développement  hypothétique  de  ( 1 + x )'*,  on  aura 


A=™ 

n 


3 B -4“  A — 1 — A | 


B 


3C  + a B — — B \ qUi  donneront  J C 


qui 


4D  +3C  =-  C 
n 


SE  -h4D=-  D 
n 

etc. 


\n 
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(l+l)'=I+-I-( 


5g-) .,5g-Qg--)_. 


1 .2 


gg^og-xs -*)"!'* 

+ 5-7 x4  + etc. , 

r 1.2. 3. 4 

formule  qui  n’est  autre  que  celle  donnée  (175)  , en  y chan- 

— ^ — w _ 

géant  m en  —,  a en  1,  et  supposant  x = 1 . On  obser- 

Tl 

• . / 

» 

m 

vera  que  le  développement  de  (i-f-.r)"  n’est  pas  terminé 
ou  composé  d’un  nombre  fini  de  termes  , ainsi  qu’il  arrive 
dans  le  <%p  de  l'exposant  entier;  ce  qui  tient  à ce  que  le 

nombre  retranché  de  — dans  chacun  des  facteurs  , étant 
n 

toujours  entier  , la  différence  entre  une  fraction  et  ce 
nombre  entier,  ne  peut  jamais  être  nulle.  C’est  par  cette  diffé- 
rence que  s’arrête  le  développement , dans  le  cas  de  l'expo- 
sant entier  et  positif.  * 

Par  la  supposition  x •£=.  ±:  - , la  formule  précédente  de- 
viendra 


-f  .m  b m (n — 771) /è\* 

1 l n a an*  \a/ 

771  ( n m)  (2 n — m ) /è\3  ) 

— ’ rr. m ~ w— etc]' 

Dans  le  cas  de  l’exposant  fractionnaire  négatif,  m devient 

i*  . n,m— t/m 

— 77i , ensorte  que  1 expression  — - — employée  dans  l’ana- 

lyse précédente  , se  change  en 

U~m V~m  I /vm — um\  1 /um — 

Un—Va  UmVm  \Un— — y®/  umvm  \ix" vn  ) * 

mais  dans  l’hypothèse  x—y  , auquel  cas  u = v,  on  a vu  que 


U*  — vm 


m u 
n ‘ un 
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I 


donPîci 


u~m — m 

u" — v" 

ensorte  que  supposant 


m 

ii 


m u~m 
n u“  ’ 


j 


u~m  = ( i 4*  z)  " =.i  + -d'x  + Æ'xa4-  etc. , 
on  a l’identité 

^'4-  zB'x  + ZCx1  + etc.  = — , 

qui  ne  diffère  de  {M ) que  par  le  signe  de  m.  Les  coefiiciens 
A' , B C,  etc.  seront  donc  composés  en  — ~ de  la  même 

manière  que  les  coefiiciens  A , B , C , etc.  le  sont  en  — . Ce 

n 

développement  ne  peut  pas  être  terminé  par  la  raison  allé- 
guée ci-dessus. 


On  aura  donc  cette  formule 

(P). 


V/am( 


m (m  4-  n)  / b ’ 


m ( m -j- n)  ( m -f-  zn)  fbs3 

1.2. 3 


0‘ 
©■+"4 


Nous  offrirons  de  la  formule  du  binôme , dans  tous  les  cas 
de  l'exposant  m , deux  autres  démonstrafions  remarquables  par 
leur  simplicité. 

i°.  En  supposant  d’abord ’m  nombre  entier,  nous  poserons 


(i  4"  x)m  = î -f“  Ax- f-  Bx*~ f-  Cx3  4-  etc. . . . ( O,)  , 


d’où  l'on  déduit , en  élevant  au  carré  de  part  et  d’autre , et  or-- 
donnant  suivant  les  puissances  de  x , 


(î  4-  xym=  î 4-  2 Ax  4-  A 3 
4-2  B 


mais  d’ailleurs 


X3  -j-  2 C 
+ 2 AB 


^ 4*  etc 


(Oî 


(l  -j-  x)sn,  = {(l  4-x)“j"'=(l  4-  SX  4-  X3  )"*, 
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et  remplaçant  dans  l’identité  (O)  x par  ax-f--**,  on  aura 
cet  autre  développement  de  (i4-aOam> 

(i4-x)3“=  4B  x3^;  etc (a). 

• > I -f*  8C 

Les  seconds  membres  des  identités  (1)  et  (a)  donnent 
%A  — aA  r 

A’+nB  =*A  + 4 B!  \b~— t'4—.1). 

> d’où  < 

aC+a^fi  = 4B  + 8d  JC 


A (A—  Q {A—  a) 


1.2.3 

etc.  ) t etc. 

Il  reste  à déterminer  le  coefficient  A.  Or  A est  une  fonction 
de  m,  telle  qu’elle  devient  double  quand  pour  m on  écrit  am  , 
ainsi  qu’on  le  voit  en  passant  du  développement  de  (i  + x)m  à 
celui  de  (I  4_;c  )am.  Soit  donc 

A~a-\-  bm  -f-  cm * -f- dm3  -f-  etc. , 
a,  b , c,  etc.  étant  des  coefficiens  indéterminés  : on  aura, 
d’après  cette  propriété  de  la  fonction  A ,* 

2 A = a -f  a bm  + 4cm*  + 8dm3 -j-  etc (3); 

mais  on  a aussi 

a A = aa  + 2 bm  -f-  2 cm*  -}-  a dm3-f-  etc (4). 


Or  les  deux  seconds  igembres  (3)  et  (4)  ne  peuvent  former  une 
identité  qu’autant  qu’on  a 

a=  o,  cx=  o , d = o , etc.^ 

il  reste  donc 

A = bm  ; 

et  conséquemment 

(1  +x)">  = 1 -j- ™bx  + <~>~ — - x“  etc. 

Mais  dans  l’hypothèse  m — 1 , on  a 

* (1  -4-*)m  = i+*, 

«t  en  même  temps , d’après  le  développement  précédent-, 
i 4- x—  1 -f- bx+  etc.. 
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la  comparaison  des  coefficiens  de  x,  donne  cette  détermination 
de  b , 

b = 1 , donc  A = bm  — m. 

Ensorte  que 

(t+i)"=i+miH , y^  x~l -x?  + etc. 

Cette  démonstration  est  extraite  d’un  ouvrage  ayant  pour  titre  : 
Elementi  d'Algebra  di  Pietro  Paoli , P.  P.  delle  mathematiche 
superiori , nell’  universita  di  Piza.  Tom.  1.  PizaDDXClV; 
mais  il  est  bon  d’observer  qu’elle  s’étend  aux  cas  de  l’exposant 

fractionnaire  positif  et  négatif.  En  effet  , pour  m = £ , les 

Identités  (1)  , (a)  , et  la  détermination  A — bm  — — ont 

9 

encore  lieu  , en  supposant , comme  on  l’a  fait , 

p 

( î ■+■  x ÿ = i + Ax-\-  Bx*-{-  Cx’-J-etc., 

N 

on  serait  donc  conduit  à 

p 

( i •+•  xÿ  =i  -J-  ~ bx  + etc. , 

or  , en  élevant  de  part  et  d’autre  à la  puissance  q,  on  obtient 
pour  les  deux  premiers  termes  , m 

> (î  4-x)*=  î -f-  pbx-i- etc. 

et , pobr  p = î , on  a 

# i -f~x  = î •+■  bx  -4-  etc. , d’où  b = if 
comme  ci-dessus  , et  conséquemment , 

A m r= 

9 

Lorsque  m devient  — -,  on  en  vient  encore  à 


(x-f-x)  r=  x — P-bx  + e te., 

et  par  l’élévation  à la  puissance  q , on  obtient 
, ( x + x)~f  — x — - pbx  ■+■  etc* 
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Pour  p = 1 ; 


E L E M E N S 


d’ailleurs 


( 1 •+•  x)-'  = — — c = 1 — bx- f-  etc.  ) 


donc 


=i  — x -f-  etc.  » 

1+1  • 

1 — x-f-etc.  = i — bx  -f-  etc. , 

et  conséquemment  b = î , c’est-à-dire, 

A — m — — -J 
9 

s°.  Pour  m et  n nombres  entiers  positifs,  on  a ces  déve- 
Joppemens 

. m(m—  î) 

( 1 + x)"*  = 1 mx  

v 7 1.2 


x1 


+ etc, 

1.2.0 


x3  -f  etc.. 


„ n ( n — î ~) 

( î +x  )n  = î -+-  nx-1 - xa 

»1 .2 

n ( 7i  — i)(n  — a) 

H ” TTaTâ 

dont  le  produit  est 

, - , (m-4-7l)f771-J-71 — i) 

(l  + x)"=l-(-(77l-(-7l)x-l-^ Xa 

4-  Cm+n)  (m+W—l)  (771+77— 2)  ^.3^  etc 

12  3 • 

Si  donc  on  pose 

(i  + x)m=f  (tti)  , (i+x)"=/(n), 

on  aura  cette  propriété 

f{m)  x/(«)  = f (m  + n)..:...  *(i)  , 

caractéristique  de  la  fonction  ou  d?  l'expression  désignée  par 
f,  qui  consiste  en  ce  qüe  des  polynômes  tels  que  ceux  qui  sont 
représentés  ici  par  f (jn)  et  f (n)  , étant  multipliés  entre  eux  , 
donnent  un  produit  composé  en  t«  -f-  n exactement  de  la  même 
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manière  que  chacun  des  facteurs  , l'est  en  m ou  en  n.  Sf  l'on 
change  dans  (i)  m en  m~{-  p , il  viendra 


/ ( m + P ) X/(«)  =/  ( m-f-«  +p  ) , 


OU 


. /(m)'X/(rt)  X/ (j>)=f(m+n+p) (2).  ' 

On  aurait  une  semblable  identité,  quel  que  fût  le  nombre  des 
fonctions  multipliées  entre  elles  ; et  comme  elle  s'établit  entre 
un  produit  fait  et  un  produit  indiqué  , elle  aura  donc  lieu  pour 

un  nombre  k de  facteurs  tels  que  1 ensorte  que 

Kt)  x/(D  x/(J) =-f(£+!+ « 

puisque  ~ X k = h ; donc 


et  tirant  de  part  et  d'autre  la  racine  k , on  obtient 


f(i)=lfO ')]*• 


Mais  h étant  un  nombre  entier  et  positif , on  sait  que 
' — + 

donc 

f({)  = + 

' V 

mais  la  notation  du  développement  correspondant , est 

et  comme  le  signe  f qui  indique  ou  qui  révèle  cette  forme 
de  développement , ou  sa  composition  en  exposant , n’a  pas 

h 

changé , on  conclut  que  la  formule  de  la  puissance  - lie  (1  -j-x), 

fi 

est  ce  que  devient  celle  de  la  puissance  en  changeant 

dans  celle-ci  m en  y.  On  a donc 

« 


3o* 


£ L E M E N S 

h /h  \ h /h 


l\>  , 0 r3  ; 


0 +xy=l+1-x+-—-„ -, _g 

Passons  au  cas  de  l'exposant  négatif.  On  a 
• /(— ■ m)  =f(m)  = (*  x)-"» 

: «-f)=/è)=c‘ +I)"- 

etc. 

conséquemment 

/(— m)  X /(— «)  X /(■— p)  etc. 

1 .1 
~f(m)  Xf(.n)  X/(p)  etc.  ~f  \m+n  + p -f-  etc.)* 

et  par  les  mêmes  hypothèses  que  ci-dessus , 

Æ-a=m-  d'°a 

Ainsi  le  développement  de  ( 1 -f-  x)  * est  noté  par /Y--  -J  , 

JL 

c’est-à-dire  qu’on  l’obtient  encore  en  changeant  m en  — ^ 

ÉÉians  le  développement  de  ( î -f-  x)m.  Cette  analyse  est  due 
au  célèbre  Euler. 

La  formule  générale  s’étend  donc  à tous  les  cas,  même  à 
celui  de  l’exposant  irrationnel  auquel  on  peut  toujours  substi- 
tuer une  fraction  telle , que  l’erreur  soit  plus  petite  que  tout 

nombre  donne. 

/ 

2go.  Pour  accommoder  la  formule  (A7)  aux  applications 

numériques , nous  l'écrirons  comme  il  suit  : 

. 4 

,7  £ f ,m  b n — m b zn — m b ) 

(a±.b)n—an<i  ±—. p. . — ±. a. — = — . etc.  > • 

. t na.rzna'  3 na  JJ 
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où  p représente  le  second  terme  — , q le  troisième  terme 

n — m b . . , ..  ...  , . . , 

p. . — , et  ainsi  de  suite.  Ou  on  ait  maintenant  a ex- 

r 2 na  , v , 

traire  la  racine  niim‘  d’un  nombre  qui  n’est  pas  une  puissance 
de  l’ordre  n : on  supposera  m = 1 , puis  on  cherchera  dans  le 
nombre  proposé  la  plus  grande  puissance  n qui  y soit  gom- 
prise  j et  la  désignant  par  a , on  retranchera  ce  nombre  a 
du  nombre  donné , et  désignant  le  reste  par  b , on  aura  dé- 
composé le  nombre  proposé  en  deux  parties  a -J-  b.  Soit , par 
exemple  , à extraire  , à un  cent-millième  près  , la  racine 
sixième  de  65  : on  prendra  dans  65  le  nombre  64  qui  est  le. 
cube  de  4>  e*  conséquemment  la  sixième  puissance  de  a , 
ensorte  que 

g d • 

ÿa  = a,  ù — 65 — 64=  » , m~  i , n = 6 

donc 


§ 


B __  f 1 5,11  ) 

V/65  =«  { i + - p.-p  + q et*} 

= a 1 1 -f-  o,ooa6o4a  — 0,0000169  -f-  o.ooooooa— etc. } 
= a,oo5i75o,  etc. 

On  s’est  arrêté  au  terme  0,0000002  , parce  que  celui  qui  suit  » 
contient  plus  de  sept  zéros  immédiatement  à la  droite  de  la 
virgule  , et  qu’ainsi  il  ne  peut  influer  sur  l’approximation  de- 
mandée. 


291.  Il  peut  cependant  arriver  que  le  nombre  b qui  est 
le  complément  de  la  plus  haute  puissance  riim‘  au  nombre 
proposé , soit  très-peu  différent  de  a,  et  alors  la  fraction 

-#est  presque  l’unité , et  la  série  ne  converge  pas  asseç  rapide- 
ment pour  qu’on  puisse  s’en  tenir  à un  petit  nombre  des  pre- 
miers termes  (g5).  Voici  le  moyen  auquel  il  faut  recourir  dans  ce 
cas.  Prendre  , au  moyen  de  la  formule  elle-même , la  racine 
n'me  du  nombre  proposé  avec  une  première  approximation  de 
deux  ou  trois  décimales  ; élever  ce  résultat  à la  puissance  n , 
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ce  qui  donne  a ; puis  écrire  pour  b la  différence  du  nombre 

proposé  à cette  puissance  .*  alors  b diffère  beaucoup  de  a , 

ensorte  que  la  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  -, 

devient  très-convergente , et  il  ne  faut  qu  en  calculer  un  petit 
nombre  des  premiers  termes. 

PAposons  - nous , par  exemple  , de  trouver  la  racine  cin- 
quième de  161900  avec  une  approximation  de  douze  déci- 
males : on  a 

il5  — i6io5i  ; 

donc 

a=i6io5i,  et  ù = 84ÿ  : 

substituant  dans  la  formule  prise  avec  deux  termes  seulement  , 
on  trouvera 

b,-- r * 849  1 

ï/ibi9oo=ii{.+55gj55}=«  11,01*. 

Elevant  ce  nombre  à la  cinquième  puissance , il  vient 
^61931,378732020728833,  ^ 

que  nous  ferons  encore  — a ; donc 

£=a — 161900  = 31,3787320  20728832. 

Ecrivons  pour  a et  b ces  deux  nombres  dans  la  formule  , on 
trouvera  enfin 


y 161900  = 1 1,01 1 573180339. 

293.  Ce  qui  précède  nous  conduit  naturellement  à parler  de 
la  formule  de  Haros  , que  ce  géomètre  m’a  communiquée  dans 
le  temps. 

Représentons  par  cn-(-  b un  nombre  quelconque  dont  on  ait 
à extraire  la  racine  du  degré  n , et  posons  » 


\/ a*  -f-  b — a q ; d’où  aa  b = ( a -f- qn)  , 
et  retranchant  an  de  part  et  d’autre  , il  vient 

fc=?[ 


1 .2 


d’où 
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i 


d’où  on  tirera 
9 = 


nar 


an->q+  "(n— })("—*)  a,-3  . 

x .a  7 i.a.3  7 


-4-e$c. 


Si  q doit  être  une  fraction  très-petite,  on  pourra  négliger 
vis-à-vis  de  nan~ ' les  termes  qui  sont  multipliés  par  q , et 
on  aura  une  première  approximation  de  q , 'que  nous  dési- 
gnerons par  q',  ensorte  que 

, b 

i " na"  *’ 

Si  l’on  prend  dans  le  dénominateur  les  deux  premiers  termes  , 
on  trouvera  , après  les  réductions , 


9 ^ 


na 


*a  + 


et  écrivant  dans  q pour  q sa  première  approximation  q',  il  en 
résultera  une  autre  valeur  de  q plus  approchée  que  la  première, 
qui  sera  * 

b 1 2 ab 


a4 


n — x b 


Donc 


na" 


}/ a“± b = a±q  — a ± 


ana"4-  (n — 1)6’ 


2 ab 


2nan±.(n — î)  b' 


Cette  formule  donne  pour  n — a , n = 3,  etc. , 


Qab 


ab 


&±v 


, etc. 


Si  le  nombre  dont  on  se  propose  d’extraire  la  racine  cubique, 
est  4587364a , on  prendra  le  cube  le  plus  approché  en  dessus  , 
parce  qu’il  diffère  moins  du  nombre  donné  que  le  plus  grand 
cube  inférieur  , et  le  désignant  para1,  on  aura 

a3  =45882713,  ù=—  3070,  a = 358. 

ao 
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La  formule  ci-dessus  donne 

V/«3 —~b  = ° { 1 — 3 ^Tï}  = 358  { 1 ” 3 . 358’—  907c  } 

= 358  (1 — 0,0000659) 

= 358  X 0,9999341 
= 357,9764078. 

Soit  encore  à évaluer 

* = V/1; 

après  avoir  trouvé  que  ou  \/ 7,6666,  etc. , a pour  ses 

quatre  premiers  chiffres  2,768  = 0,  je  carre  ce  nombre  , et 
j’ai  7,661824=  a1 , qui , ôté  de  7,6666 , etc. , donne  pour  reste 
0,004776,  etc.  = b.  Donc,  dans  la  formule,  le  terme 

2a^  _ donne  0,000862582340,  et  de  là 


4«“+é 


aab 


' 4“H-  b 


=2,768862582340. 


On  peut,  à l’emploi  des  logarithmes,  substituer  celui  des 
formules  préccden  es  , lorsque  l’approximation  requise  ne  peut 
6tre  donnée  par  les  tables. 

^.Nous  allons  donner  une  série  annoncée  (202)  au  moyen 
de  laquelle  on  peut  calculer  très-commodément  le  logarithme 
d’un  nombre. 

Le  développement  de  ( 1 -j -b)m  que  nou3  venons  de  démon- 
trer peur  tout  nombre  m , jouit  de  cette  singulière  propriété 
que  si  on  l’ordonne  suivant  les  puissances  de  l’exposant  m,  le 
coefficient  de  m,  offre  le  développement  du  logarithme  de  î-ft, 
suivant  les  puissances  de  b.  En  effet,  si  on  effectue  les  opéra- 
tions indiquées  dans  les  coeffictens,  et  qu’on  groupe  séparé- 
ment les  termes  multipliés  par  m,  m“,  m3,  etc.,  on  trouvera 
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(i+t)’n=i-f-  + Bm3  + C/n.3  -f*  etc.1, 

b 3 


Zoj 


+ 3 

— ^ 

4 

etc. 

où  B , C , D , etc.  représentent  des  infinitinomes.  Posons 

b3  b ♦ 


a 


3 4,etc» 


et  examinons  ce  que  deviennent  en  même  temps  (i-f-è)” 
et  mA , lorsqu’on  attribue  une  suite  de  valeurs  à m : 


correspondent 


Mais  de  ce  que  mA  croît  en  progression  arithmétique  , lors- 
gue  ( \-\~b  )"  croît  en  progression  géométrique,  il  suit  de  la 
définition  des  logarithmes  donnée  (chap.  16)  , et  dans  tous  les 
Traités  d’ Arithmétique,  que 

A = l,{i  +b)~b—~  + ~ — ~ + etc., 

/désignant/ogaritftme  pour  une  base  qui  n’est  pas  encore  connue, 
et  que  tous  désignerons  par  e.  Mais  n étant  le  nombre  i -f- b 
pour  la  base  e,  et  son  logarithme  étant  x' , si  l’on  désigne  par 
x le  logarithme  du  même  nombre  n pour  une  autre  base  a 
donnée,  on  a (a3g)  la  relation 

a*  = e*'. 

Si  l’on  prend  de  part  et  d’autre  les  logarithmes  pour  la  base  e ,J 
logarithmes  qu’on  est  convenu  de  désigner  par  l , et  qu’on 
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observe  éjue  le  — 1 , on  aura 

aria  = x',  d’où  x = 

et  pour  a = 10 , 

los  n~7vô  ‘ ou  IokC1+^  — 2T3Z(l+i)î 
ensorte  que  les  logarithmes  rapportés  à la  base  10 , seront 
donnés  par  la  série 

T.  J1  7 i 

• (N). 


i r 5»  b3  M i 

log(i  + i)  = ITo{2>--  + 3 --  + etc.}. 

On  observera  que  le  logarithme  Z.  îo  serait  donné  par  la  série 
précédente  , en  y faisant  l.  io  - — • I et  i — - 9 > p^rce  qu  alors 
log^i  + ù)  ou  log  10  se  changerait  dans  lio,  d’après  la 

relation  x — qui  devient  x—x'.  Mais  d’abord  nous 

chercherpns  à rendre  la  série  de  log  ( î+i)  convergente  (9 5)  : 
à cet  effet , nous  en  déduirons  par  le  changement  de  + b 

log  ( i-ù)  = j^{  - b- - 1 \ 1 + etc. }••••  (iVO  ; 

ensorte  que  si  de  (A7)  on  retranche  (AT)  , il  viendra 
i+K  2 (,.  b3  bs 


Posant 


!°s  (â)  = UTo  {b+l  + J + etc'}’ 


1 ~\~b 
1 — b 


■ 1 + 


d’où  b-. 


' 271+1  ’ 

on  aura,  par  ces  substitutions , 

log  ) = 1°6  ( n + 1 ) — 1°S  n 

__  JL/_i_  + I 

l.\0  (.271+1  ' 3(27l  + l)3 


etc.  J ,’ 


et  de  là 


îos  c«  + 1 ) =i«t  » + ^0{^r + 3(a„+,)i 


+5fs+?+«tc.}....(f>)* 
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Or  pour  2.10=1,  et  71=1,  on  a 

h = 2 {g  + + 5^  + etC  }} 

pour  n = 4 '> 

25=  a/. a + a {i  + + 5^  + **«•}• 

Ajoutant  ces  deux  logarithmes , on  a 

2io  = 2,3oa58  50929  g4o45  68402,  etc., 
et 

jY^= 0,43409  44819  o3a5i  82765,  etc. 

2 

Connaissant  ainsi  le  facteur  invariable  -, de  la  série  con-  . 

• 2 . 10 

vergente  entre  les  parenthèses  dans  (P) , on  pourra  former  les 
logarithmes  tabulaires,  ou  rapportés  à la  base  10 , des  nombres 
consécutifs  2^  3 , 4 , etc. , en  commençant  par  log  2 qu’on 
' pourra  s’exercer  à calculer.  On  observera  que  la  série  (P)  est 
d’autant  plus  rapidement  convergente  , que  le  nombre  n est 
plus  grand,  qu’ainsi  la  différence  log  (n -fi)  — log  n que 
nous  avons  désignée  par  J1  (238)  diminue  à mesure  que  n aug- 
mente. Nous  renverrons  pour  de  plus  amples  détails , à la 
seconde  section  de  ce  Traité. 

f 

294.  On  trouvera  dans  cette  seconde  section  d’antree  ap- 
plications de  cette  méthode  aux  développeras*  des  fonctions 
a*,  sin  x,  cos  x , tang  x , etc.  en  séries  qui  procèdent  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  x.  Dans  ce  chapitre  , nous  nous 
sommes  bornés  aux  seuls  développemens  dont  nous  ayons 
besoin  dans  cette  première  section  ; et  si  l’élève  rencontre  trop 
de  difficultés  dans  l’analyse  qui  donne , les  puissances  fraction- 
naires tant  positive  que  négative  d’un  binôme , il  pourra  en 
ajourner  la  lecture , et  se  dispenser  d'étudier  le  chapitre  suivant 
qui  suppose  le  développement  du  binôme  dans  les  trois  cas. 

>»  • 

uj  % 

, ' * • 
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CHAPITRE  XXI. 


Méthode  pour  trouver  la  valeur  vraie  des  fractions  qui 
deviennent  £ dans  une  seule  hypothèse. 

2g5.  Tout  résultat  tel  que  £ donné  par  deux  ou  plusieurs 
hypothèses , est  le  symptôme  d’une  indétermination  , ainsi 
qu’on  l’a  vu  ( 57  , 77 , 207 , 240 , 256  ) ; mais  lorsqu’il  vient 
d’une  seule  hypothèse , il  admet  une  valeur  unique  , comme 
on  l’a  observé  (5 7 , i83 , 245 , 277  ).  Lorsqu’il  est  des  cas  que 
certaines  formules  ne  peuvent  représenter  , on  en  est  encore 
averti  par  le  résultat  £ , comme  on  le  verra  plus  loin.  On 
trouve  ( Calcul  des  Fonctions  , 3e  édit.  ) cette  remarque  de 
M.  Lagrange,  qui  n'avait  pas  été  f^te  avant  lui  : u cette  ex- 
» pression  § est  toujours  le  symptôme  d’un  changement  de 
fonctions,  n C’est  ce  qu’on  trouvera  confirmé  dans  mon 
Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral  (*). 

Soit  une  fraction  que  noua  représenterons  parj» , telle  que 
P(x—  a)m 

4 y Q (x— -a)*  * 

dans  laquelle  P et  Q sont  des  expressions  en  x qui  ne  sont 
pas  nulles  pour  une  même  valeur  attribuée  à x : cette  frac- 
tion , en  y faisant  x = a,  devient 

PXo o 

y Çx'o  o ’ 

• \ 

(*)  Cet  ouvrage  dont  je  n’aè  encor*  publie  qne  la  première  partie  qui 
traite  dn  Calcul  différentiel , se  vend  chez  Btchet,  libraire,  ^nai  des 
Augustin*.  # 


T 
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c’est-à-dire  que  , dans  cette  seule  hypothèse  , elle  se  pré- 
sente sous  une  forme  indéterminée.  On  observera  cependant 
que  sa  valeur,  pour  x=a  , doit  être  nulle  , Unie  ou  infinie  , 
suivant  qu’on  aura  entre  m et  n l’une  ou  l’autre  de  ces  trois 
relations 

m n , m=n  , m <^n. 

En  effet,  qu’on  divise  les  deux  termes  de  la  fraction  -par  le 
facteur  commun  de  plus  petit  exposant , et  on  trouvera  l’une  de 
ces  trois  relations  : 

P (x—a)m~n  P P 

y Qj  > y Q’  J ~~  Q{x — a)a~m> 

et , pour  x — a , 

P P 


Ainsi  pour  obtenir,  dans  chaque  cas , la  valeur  vraie  d’une 
telle  fraction  , on  serait  naturellement  conduit  à chercher  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  ses  deux  tlrmes  ; après  avoir 
divisé  haut  et  bas  par  ce  diviseur  , on  ferait  l'hypothèse  dans 
la  fraction  réduite.  Mais  outre  que  cette  méthode  est  pénible  , 
ainsi  qu’on  le  verra  bientôt , il  est  des  cas  dans  lesquels  elle  n’est 
pas  immédiatement  applicable. 

L’analyse  suivante  suppose  le  développement  du  binôme  dan» 
tous  les  cas  de  l’exposant.  Soit  donc 


f et  F désignant  des  fonctions  ou  des  compositions  en  x qui 
deviennent  nulles  en  même  temps  pour  une  valeur  particulière 
de  x , tell£ que  x = a.  Pour  trouver  la  valeur  vraie,  on  fera 
x — a dans  les'  deux  termes  de  la  fraction  $ puis  , d’après 
les  formules  rappelées  précédemment , on  effectuera  les  déve- 
loppemens  f(a-f-i)  , F(a-{-i),  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  i.  Le  premier  terme  de  la  sériey  (a-f-  i ),  sera  néces- 
sairement fa  , puisque  pour  i = o,  la  fonction /(a -f*ï  ) 
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ee  réduit  à fa  ; par  la  même  raison , le  premier  terme  de 
la  série  F(a  + i)  sera  Fa.  Or  pour  x=  a,  on  a,  d’après  la 
supposition, 

fa  — o , Fa  = o , 
et  conséquemment  ce  développement 

f(a-i-i)  __  Aï"+  Bi • -h  Cip  + etc. ...(i), 

^(“+0  A'^+B'^+Cf-t-etc." 

dans  lequel  A , B , C,  etc. , A',  £',  C,  etc.  sont  des  fonctions 
de  la  lettre  x , ainsi  qu’on  le  verra  sur  des  exemples  parti- 
culiers qui  d’ailleurs  confirmeront  la  forme  générale  adoptée 
ci-dessus.  Alors  suivant  qu’on  aura 

m>/tx,  m — n, 

• • • ./  ■ 

on  divisera  haut  et  bas  par  f ',  = im , et  il  viendra 


(O- 


fja  + i)  _ Aim~f*+  BLn~'*+  etc, 
” F (a  + O ^4.  Fi  -m4-  etc. 

/(a+i) A -4-  Bin~~m- f-  etc. 


(*)’-/•  F{a+i)  A'f-Fi  ^ + etc. 


•’  /~(g-t-Q  A + Bin~~  + 

* 15  J • F(g  + r ) “ BTm 


etc. 


~\-B'i  + etc. 

où  tous  les  exposans  sontf^ositifs  : faisant  i = o pour  en  re- 

A 

venir  à la  valeur  particulière  x = a , et  à la  fraction  — 
qu’il  s’agit  d’évaluer , on  trouvera 


y = °,  y 


A 

-p,  ^=00. 


Cette  méthode  s’étend  à tous  les  cas , et  nous  l’applique- 
rons à quelques  exemples. 

On  sait  (ai5)  que  la  somme  de  n termes  de  la  progression 


- 
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par  équi-quotiens 

1 -f"  x-f-  xa-+-x3+. ...  . ,-|-x"— *, 


est 


1 — x" 
i — x 


Dans  le  cas  de  x=  1 , cette  somme  doit  devenir 


î-f-i-f-i+i-f-  etc.  — n-, 
cependant , pour  cette  valeur  de  x , on  trouve 


1 — x1* 


o 

o‘ 


I X 

Pour  obtenir  la  vraie  valeur  de  cette  fraction , on  posera  donc 

x=i  + i, 

d’où  l’on  déduit 

{,  . . n (n-i)  , n.(rt-i)  (n-2)  , 1 

■+“+-rrj,+-Lrxr-ll+a';} 

- — - - - - - - • 

1 — x — i . * 

divisant  haut  et  bas  par  i et  faisant  i—  o,  pour  en  revenir  à 
x = i , on  obtient 

i — x* 

= n. 

i — x 

Reprenons  encore  la  valeur 

b{c—  V cd') 


trouvée  ( pag.  273  ) et  qui  devient  £ pour  c — d.  On  fera , 
conformément  à la  règle,  - , 

c = d+i, 

d’où  résulte 

T_  b(d  + i—  \Zd‘  + rfi) 
i 

Or  * 

d‘  -f-  di  = d-\-  i i -f-  i2P, 

P étant  une  série  donnée  par  l’extraction  de  la  racine  con- 
tinuée. Substituant  cette  valeur  du  radical  dans  x,  et  rédui- 
sant , il  vient 

x = ù(i  — JPO  = |i'  * 

en  faisant  i—  o.  . 
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La  fraction 


( x* — a4)* 

y—- T 


(x  — ay 

devient  | pour  x = a.  Si  on  écrit  a + i pour  x , on  aura 

(aoi-f-i4)4  . ! 

Ü — — =(2a  + t) •: 


posant  i = o , pour  en  revenir  à x = a , on  obtient 
^=(aa)\ 

Qu’on  ait  encore  la  fraction 

x — l/a-f-l/x  — a 
^ |/  x4 — a4  * 

dont  on  demande  la  valeur  vraie  pour  x = a , supposition 
dans  laquelle^  = § : on  fera  donc 
x = a + i , 

et  le  numérateur  devient 

V/a-M—  \/a+  V1—  Vl~\ -7=  + etc. , 

2 y a 

et  le  dénominateur 


V/i(  a a+  i ) = aai  -H  —^r=-  + etc. 


Ensorte  que 


a[/ 


aa 


r . . . V i 4 y 

J ( a 4~ 1 ) a y a 

F (a  + i) 


= 4-  etc. 


l/aa.  *4” 


i\/i 


• etc. 


2a 


ef , après  avoir  divisé  haut  et  bas  par  ^/i  ; ôn  trouve 


/~(«  4-0 


t/  i 

i etc. 

2 v/a 


^ aa  -f* 


a 1/ 


-+- etc. 


2a 
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Faisant  i = o,  on  est  ramené  à 

Dans  plusieurs  de  ces  exemples,  les  développemensy (a+f)  , 
jP(a-+-i)  procèdent  suivant  les  puissances  frac tlÇnn aires  de  i : 
c’est  d’après  cette  considération  qu’en  général  nous  les  avons 
supposés  tels. 

On  pourrait  poser 

f(a  + i)  A -+-  Bi  Ci*  -|-  DP  -f-  etc. 

F(rt-}"0  A'-{-  B*  i-\-  C’t'-f-  LC  etc. 

car  quoique  ces  développemens  paraissent  avoir  moins  de 
généralité  qu*  ceux  que  nous  avons  adoptés  plus  haut,  ce- 
pendarft  comme  ils  conduisent  âu  même  procédé  de  calcul  pour 
chaque  expression  fractionnaire , on  sera  rappelé  par  l’ap- 
plication de  la  règle , aux  deux  développemens  convenables. 
Les  premiers  termes  A et  A'  sont^a  et  Fa , parce  que  pour 
i = o,/'(a  + i)  et  F(ct+i)  se  réduit  à fa  et  Fa } ensorte 
que 

f (a-f-  i)  Bi  Ci*  4*  DP-\-  etc. 

F(a-f-i)  “ £’i-\-Ci*+D'P+ etc. ’ 

en  divisant  haut  et  bas  par  i , puis  faisant  i = o , on  passe  à 

Fa  ~~  B •’ 

Si  B et  B'  sont  nuis , on  a encore 

fa  o 

Ta  — o 

mais  alors  qu’on  porte  ces  valeurs  de  B et  B'  dans  les  développe- 
mens, puis  qu’on  divise  haut  et  bas  par  i , et  on  aura 

/(a-f-*)  C + Di  -+-£i*+  etc. 

F(a+i  ) etc.* 

et  pour  i = o , 

fa  C_  • 

Fa  ~C‘ 
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Mais  si  l’on  suppose  encore  C — o,  C'=o,\es  développe- 
zneus  précédées  deviendront,  par  la  substitution  de  ces  valeurs 
et  la  division  par  i , * 

y / ( a + 1 ) D -f-  Ei  + Fi*  -f-  etc. . 

D'-f-  etc.* 

Il  n’est  pas  à craindre  qu’on  ait  indéfiniment 

B = o , C = o , D = o , F = o , etc. 

B'  — o , O = o , D(  = o , F'=  o , etc., 
car  alors  on  serait  conduit  à ces  deux  conséquences  absurdes 
/(c  + t)  = c> , F (a+i)  = o, 

» restant  indéterminé  ou  ne  recevant  aucune  valeur  numé- 
rique. Donc  on  ne  peut  avoir  indéfiniment 

fa  o 

Fa~Z‘ 

et  conséquemment  on  parviendra  tôt  ou  tard  à une  valeur 
vraie  qui  sera  zéro  , un  nombre  ou  l’infini. 

Qu’on  ait,  par  exemple  , à évaluer  la  fraction 

nrn-4-' (n-4-l)xn-+-J 

(-*+!)•  ’ 

qui  est  le  terme  sommatoire  de  la  suite  i-f-2ar-f-3x’+....nr:*-,1 
et  qui  devient  | pour  x=  i : on  fera  x=  i-f-i,  dont  la 
substitution  donnera  « 

” — (”+0  + 1 , {”  (n  -f-  i)  — nÇn-f  i)}  i 
i * i* 


{ 


n*  (n-|-  i)  n ( 7i3 — l ) 


1.2 


1.3 


Les  deux  premières  fractions  sont  nulles  par  les  numérateurs  , 

indépendamment  de  i ; on  les  supprimera  donc  , puis  divisant 

par  t3,  et  faisant  i = o,  on  tombera  enfin  sur  cette  valeur 

. , . ' , n3  ( n 4- 1 ) — n(  n* — i ) n ( n,+ 1 ) 

vraie  de  la  proposée  — - i = — - — , 

qui  est  la  somme  de  n termes  de  la  suite  par  différences  égales 
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j -f- 2 -J- 3. . J . n,  laquelle  est  ce  que  devient  la  suite 

i -f-  a x ■+■  3xa  + nr"-1  pour  x = i . 

Si  l'on  a 

y=Px  Q, 

P et  Q étant  des  expressions  enr,  et  qu’une  certaine  valeur 

N 

de  x donne  P — o , Q = — , on  fera 


d’où  Ç=l; 


e^  dans  la  même  hypothèse  , R deviendra  — = o ; donc 

P o 


Supposons  enfin 


pxç=r  o 

y = P-Q, 


P et  Q ayant  même  acception  que  ci-dessus  : si  pour  une 
même  valeur  de’x,  chacune  des  Fonctions  P et  Q devient 
infinie , nécessairement , si  elles  sont  algébriques , c’est-à-dire  , 
si  elles  ne  renferment  pas  de  logarithmes,  d’exponentielles,  de 
lignes  trigonométriques , etc. , P et  Q seront  des  fractions 
dont  les  dénominateurs  seuls  deviendront  zéro  dans  l'hypo- 
thèse dont  il  s’agit  : si  on  les  réduit  au  même  dénominateur , 
et  qu’on  ajoute  les  deux  fractions , on  en  aura  une  qui , pour 
la  même  valeur  de  x , deviendra  f , et  dont  on  saura  assigner  la 
valeur  vraie. 


296.  Nous  croyons  nécessaire  de  poser  ici  un  principe  qui 
trouve  souvent  son  application  , et  que  nous  avons  déjà  em- 
ployé ( pag.  275)  : Lorsque  le  symbole.  £ ou  00  entre  dans  une 
expression , on  doit  négliger  vis-à-vis  de  lui  tous  les  ternes 
finis  avec  lesquels  il  se  trouve  combiné  par  voie  d'addition  ou 
de  soustraction  , parce  que  ôo  étant  la  limite  des  quantités 
croissantes , on  ne  peut  , sans  contradiction  ou  sans  absurdité  , 
supposer  cet  infini  augmenté  ou  diminué  par  la  présence  de 
ces  termes  finis.  Il  résulte  encore  de  cette  notion  que  la 
différence  entre  deux  infinis,  peut  être  une  quantité  définie 
ou  assignable,  comme  on  l’a  yu  (pag.  53  et  a33). 
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De  la  composition  des  équations  numériques. 

297.  En  traitant  la  question  des  annuités  , et  supposant  con- 
nus le  capital , l’annuité  et  le  nombre  des  années  , auquel  cas  il 
restait  à découvrir  l’intérêt  pour  cent , nous  avons  été  condmts 
(pag.  17a  ) à cette  forme  générale  d’équation 

Aï+Bin~'-\-  Ci"- Din~i  -f- + ^=o. 

Parmi  les  solutions  comprises  dans  les  tableaux  (pag.  a8o  , a8i), 
nous  rencontrons  encore  des  équations  d’un  degré  quelconque. 

Qu’on  se  propose  , par  exemple,  de  retrouver'  l’échelle  du 
système  de  numération,  dans  lequel  le  nombre  1730  rapporté 
à la  base  10,  est  représenté  par  5oai  : en  désignant  par  x ce 
module  inconnu  , on  aura  ( chap.  VIII  ) l’équation 

ax-4-  i = 1730  ; 

* , V1 

et  on  conçoit  que  de  telles  questions  peuvent  encore  conduire 
à des  équations  de  tous  les  degrés. 

Pour  conserver  la  notation  adoptée  , nous  représenterons 
l’inconnue  par  x,  et  en  supposant  que  la  plus  haute  puissance  de 
x , que  nous  désignerons  par  m , ait  l’unité  pour  coeflicient  , 
noqs  aurons  ce  type  général  des  équations  de  tous  les  degrés, 

xm-j-Axm-,-i-Bxm-^+Cxm-3-l- +Tx+^=zo (!)  , 

A , B , C. . . T,  V étant  des  nombres  donnés  par  la  question. 

298.  On  appelle  racines  d’une  équation,  les  noüibres  qui 
substitues  en  place  de  l’inconnue , réduisent  le  premier  membre 
à zéro , où  la  proposée  a la  forme  o = o , bien  entendu  que 
tous  les  termes  se  trouvent  dans  un  seul  membre,  ainsi  qu’il 
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arrive  dans  la  formule  précédente.  Ici , comme  nous  l'avons 
déjà  observé  (ao5 , 2G7  ) , le  mot  racine  n'a  plus  même  acception 
qu'en  arithmétique.  Résoudre  une  équation,  c’est  en  chercher 

toutes  les  racines. 

• 

299.  Toutes  les  propriétés  des  équations  reposent  sur  cette 
proposition  : Si  Ton  représente  par  a une  racine  de  l'équation 
(1),^  compris  le  signe , le  premier  membre  sera  exactement 
divisible  par  x — a.  En  effet,  désignant  par  X le  polynôme 
qui  forme  le  premier  membre  de  l'équation  (i)  , on  pourra 
toujours  pousser  la  division  de  X par  x — a , jusqu’à  ce 
qu’on  parvienne  à un  reste  R indépendant  de  x , puisque 
le  diviseur  est  du  premier  degré  en  x,  ensorte  que  repré- 
sentant par  Q le  quotient  correspondant , on  aura  cette  iden- 
tité (284) 

X=Q(x—  a)+R (2). 

Or,  par  hypothèse,  a pour  x réduit  le  polynôme  X à zéro  ; la 
même  substitution  donne  évidemment 

. <?(*  — «)=  o; 

donc  on  aura  nécessairement 

ox=R-, 

donc  la  division  se  fait  sans  refte.  Il  est  facile  de  voir  que 
cette  conclusion  n’a  plus  lieu  lorsque  a n’est  pas  une  racine , 
parce  qu’alors  le  polynôme  X ne  se  réduit  plus  à zéro  , et 
qu’il  devient  en  a ce  qu’il  était  en  x , ensorte  que  si  on  le  dé- 
• signe  par  A , on  a 

A = R, 

d’où  l’on  conclut  que  le  reste  indépendant  de  x dans  la  division 
de  X parx — a,  lorsque  a n’est  pas  une  racine,  est  ce  que 
devient  X en  y changeant  x en  a. 

Réciproquement , si  le  premier  membre  d’une  équation  est 
exactement  divisible  par  x — a , a est  une  racine.  En  effet 
on  a , dans  cette  hypothèse  , l'identité 

X=  Ç(x-a), 
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qui , pour  x — a,  donne 

X=o> 

donc  a est  une  racine. 

Enfin,  si  le  premier  membre  n’est  pas  divisible  par  x —p  ; 
comme  alors  on  peut  parvenir  à un  reste  indépendant  de  x , 
que  nous  désignerons  encore  par  R , oh  aura  l’identité 

X~  Q(x — a)+R  •, 

ensorte  que  pour  x — a , il  viendra 

A —R, 

A étant  un  polynôme  en  a déjà  défini. 

3oo.  D'Alembert  est  le  premier  qui  ait  démontré  le  prin- 
cipe précédent  d’une  manière  rigoureuse  ; nous  allons  en  don- 
ner , d’après  M.  Lagrange , une  démonstration  aussi  exacte, 
mais  plus  complète  , en  ce  qu’on  y voit  non-seulement,  que 
la  division  doit  réussir , mais  encore  qu’elle  réussit  actuellement 
et  généralement. 

* 

Le  nombre,  a représentant  toujours  une  des  racines  de 
]’équation  y compris  le  signe  , donnera  par.  sa  substitution 
dans  (1), 

am+Aam-'+Bam-*+CamA> + +Ta+V—o (3) , 

d’où  l’on  déduit 

V—  — (am-f  ^am-1+£am-*+Cam-3-f-. . . .+Td). 

Substituant  cette  valeur  de  V dans  (i)  , et  effectuant  les  ré-  ' 
ductions,  ij  viendra 

(xm— am)  + A{  x"1-'—  am—  ) + B ( x"*-*—  a"—1  )+. . . 
+ T(x  — a)  = o (4). 

Or  m étant  un  nombre  entier  et  positif , on  sait  (not.  pag.  76 
et  n°  286) , ou  par  la  division  , que 

xm — am=(x — aj{xm_,-fûx"r»4-aixm.~3-f-. . . 
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on  aura  donc  aussi 

xm~l—am- '== (x— , a)(xm-2-\-axm-3+. . . . 

—a)  (xm~3+üxm_<+ . . • . X-’) 
etc. 

Ajoutant  toutes  ces  identités  , et  observant  que  le  premier 
membre  de  (4)  , est  identiquement  le  même  que  celui  de  (1)  , 
puisqu’il  n’est  que  la  différence  entre  le  premier  membre 
de  (1)  et  celui  de  (3)  qui  est  nul  de  lui-même,  on  obtiendra 
Cette  propriété  ^ 

C5) *"'■+-  Axr~'+  Bx m~*4- 4.  Tx  4-  „ 

( x — a-)  ( x”—H-  A'i c— 4-  E'x™-3-+. 4-  T'  ) , 

les  coefficiens  A',  B', T'  ayant  pour  valeurs  (287) 

A’ ■=  a 4 A 
B'=a*-\-Aa  4 -B 
* C = a3  4-  A a*  + Ba  + C 


T'  = a—*  4-  Aan~*  4-  5a— *4. f.  T. 

Qu'outre  le  nombre  a,  il  existe  un  nombre  b différent  de  a 

qui  satisfasse  encore  à l’équation  (.)  , il  réduira  nécessairement 

a zéro  le  second  membre  de  l’identité  (5) , c’est-à-dire  le 

polynôme  xm~l  4-  A'xm~“  -4-»  1 'r'  „ . , ‘ 

* 1 1 •*  > cnsorte  qu  on  aura 

xm-*4  A'xm-“-i- 4.  T'  = 

C*—  b')(xm~!‘+A"xm-3+B“xm- <4- 45") 

où  les  coefficiens  A",  B" T"  sont  (387) 

A"  = b 4 A' 

B“  = é*  4 A' b 4 B' 

C — b3  4-  A' b*  4 B'b  4-  C 


S“  — bm~>  4-  A'km~z  4- 4. Sf . 


ai 
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Ensorte  que  le  premier  membre  de  (i)  devient 

(6)  = (r^-a)  (x— t)  (x'n-»+^’xm-3+J5axm-<4- . . .-f-S"). 

En  continuant  le  même  raisonnement , on  prouvera  que  si 
c , d ,e  , etc.  sont  d’autres  racines  de  l’équation  (i),  son  pre- 
mier membre  sera  divisible  exactement  par  le  produit 

(x — a)  (x — b)  (x— *c)  (x — d)  (x — e)  , etc. 

On  voit  que  si  b — a , le  second  membre  de  (5)  deviendra 
bien  n^  par  le  multiplicande  x — a,  mais  qu’aussi  le  multi- 

plicateW  x*-1  -f- -f-  T'  se  réduira  à zéro  dans  la  même 

hypothèse  , puisqu’il  contient  l’autre  facteur  x •—  b—x — a -, 
conséquemment  l’hypothèse  des  racines  égales , ne  modifie  en 
rien  l’analyse  précédente. 

Le  nombre  a n’étant  plus  supposé  une  racine  , on  n’aura 
plus 

T—  — (am  + Jam~'  + + Ta ), 

*> 

ensorte  que  le  résultat  (4)  et  *es  conséquences  qu’on  en  déduit, 
cesseront  d’avoir  lieu. 

» 

3oi.  11  tésulte  donc  de  ce  qui  précède,  t°.  qu’un  polynôme 
n’est  exactement  divisible  que  par  les  facteurs  simples  corres- 
pondans  à ses  racines  ; s°.  que  la  décomposition  d'un  polynôme 
en  facteurs  du  premier  degré  , se  réduit  à la  résolution  d’une 
équation  donnée  par  ce  polynqjne  égalé  à zéro  , c’est-à-dire , 
à la  recherche  des  racines  de  cette  équation  ; ayant  bien 
soin  d'ojbserver  que  les  seconds  termes  des  facteurs , sont  les 
racines  prises  en  signes  contraires  ; 5°.  que  si  t on  découvre 
d’une,  manière  quelconque  la  substitution  à faire  pour  une 
lettre  dans  un  polynôme  , à l’effet  de  le  rendre  nul , cette  lettre 
moins  ta  quantité  substituée , sera  un  diviseur  exact  du  poly- 
nôme. Nous  ferons  dans  un  des  chapitres  suivans  , un  fréquent 
usage  de  ce  principe. 

^oa.  Une  équation  ne  peut  admettre  plus  de  racines  que 
l'exposant  de  son  degré  ne  renferme  d’unités.  En  effet , si 
une  équation  du  degré  m pouvait  être  satisfaite  par  un  nombre 
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de  racines,  plus  grand  que  m > un  polynôme  du  degré  m résul- 
terait donc  d'un  nombre  de  facteurs  simples  , plus  grand  que 
m , ce  qu’on  ne  peut  supposer. 

3o3.  Jusqu'ici  nous  avons  supposé  les  racines  , et , pour  cha-  . 
cuue  d’elles , nous  avons  conclu  l’existence  d’tm  facteur  formé 
de  l’inconnue  moins  la  racine.  Nous  allons  maintenant,  d’après 
M.  bagrange,  présenter  la  chose  d’une  manière  inverse.  L’es- 
prit du  calcul  algébrique  , dit  cet  illustre  géomètre , qûf  est  in- 
dépendant des  valeurs  particulières  qu’on  peut  donner  aux  quan- 
tités , permet  de  regarder  tout  polynôme  - ...  • 

xm  -h  Axm~l  + Bxm~*  -f- -f  V 

comme  formé  du  produit  d’autant*  de  facteurs  simples 
x — a , x — b , x — c,  etc.  qu’il  y a d’unités  dans  l’exposant 
m du  degré  de  ce  polynôme , considération  qui  fournit  cette 
identité 

xm+Axm~  ' -f-Z?.r  . . .+/''==  (x — a)  (x — b)  (x — c),  etc ...  (7), 

*■#  • 

laquelle  doit  avoir  lieu  indépendamment  de  toute  valeur  de  x» 
C’est,  uniquement  dans  cette  transformation  des  polynômes  que 
consiste. la  théorie  des  équations.  Les  relations  que  nous  allons 
découvrir  entre  les  quantités  a , b , c , etc.  et  les  coclliciens 
A,  B , C , etc.  constituent  les  propriétés  générales  des  équa- 
tions. Lors  donc  qu’on  fait  l’hypothèse  précédente  , il  reste  à 
déterminer  les  quantités  a,  b , c,  etc.,  ou  les  seconds  termes' 
des  facteurs  , d’après  la  condition  que  l’identité  posée  ait  lieu. 
Ainsi  dans  cette  analyse,  on  suppose  les  facteurs,  et  on  conclut 
les  racines.  Si  l’on  effectue  les  multiplications  inciquées , et 
que  l’on  compare  les  coefticiens  de3  mêmes  puissances  de  x 
(287) , on  aura  ces  relations 
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(i®).  i — •*"  ( u -f-  b 4*'  c 4*  d 4-  etc. )i 
(a°) . . . B c*  4-  ab  -f-  ac  4-  ad  -f-  etc. 

-j-  bc  -J-  bd  4-  etc. 

4-  cd  + etc. 
eic. 

(3°). . . C = — ( abc  -f-  abd-f-  etc.  -f~acd  -f-  etc.-f-  bcd-{-etc.) 
; etc 

• 

(m°). ..  V ?=  ±:  abcde  etc. , 

I 

V ayant  le. signe  -f-  lorsque  m est  un  nombre  pair  , et  le 
signe  — , si  m est  un  nombre  impair , bien  entendu  que  les 
seconds  termes  des  facteurs  binômes  , soient  affectés  du  signe 
, ainsi  qu'on  le  suppose  dans  ce  calcul.  Il  reste  maintenant 
à déterminer  ces  quantités  a,  b , c , etc.  A cet  effet,  on  mul- 
tipliera (t*.)  para"1- (a°.)  par  am— *,  la  pénultième  équation 
par  a , et  faisant  la  somme  de  ces  produits  et  de  (m®)  , on 
trouvera 

' —am=  Aam~l  ;f-  BaT~%  + Ca"-3- f- + F, 

c’est-à-dire 

am  4-  Aam~l  -f-  Bam~*  -j-  Cam~*+ 4-  V—  o. 

Si  on  traite  les  mêmes  équations  par  rapport  à b , à c , etc. , 
exactement  de  la  même  manière  qu’on  vient  de  les  traiter  par 
rapport  à a , on  parviendra  à ces  résultats. 

> i>m4-  Abm~'  4-  Bbm~1 4-  Cbm~*  4- -\-V=o, 

cm  4-  Ac1*-'  4-  Bcm-%  4-  Ccm~3  4- 4-  V=  o , 

etc. 

Mais  ces  équations  ne  sont  autres  que  la  proposée  dans  laquelle 
on  aurait  substïtué  successivement  a , b , c , etc.  pour  a:.  Donc 
ces  seconds  ternies  a , b,  c,  etc.  sont  autant  de  racines,  et 
il  reste  à démontrer  qu’elles  existent  ( Discours  prélimi- 
naire ).  • 

Nous  croyons  utile  de  répéter  cette  analyse  sur  une  équation 
d’un  degré  déliûi,  telle  que  la  suivante 

*3  4“  + Bx  4-  C = o } 
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en  supposant  f 

xi  + Ax'-\-Bx+C=  (x — à)  Qx  — 6)  (x—  c), 
on  trouvera 

A—  — a — b — c, 

• # 

B = aé  -f-  ac  -f-  ic , 

C = — abc. 

Or,  d’après  le  procédé  indiqué  précédemment,  on  passe  de 
ces  équations  aux  suivantes  : 

a*  A = — a3  — a7b  — a’e, 

* 

aB  — aïb  a'c  + abc,  « • 

/C  = — abc, 
dont  l’addition  donne 

, a3-|-  Aa*-{-Ba  + C — o (1). 

On  trouverait  de  même  , ' / 

b3  -4*  Ab * -f*  B b -f-  C = o . . . . t . . . (a) , 
c3  -f-  .dlc1  -f-  2?c  -J-  C = o. . . .. (3) 

3o4-  Nous  ferons  sur  la  solution  précédente  une  remarque 
qu’il  est  nécessaire  de  retenir.  Lorsque  des  inconnues  entrent 
exactement  de  la  même  manièi^  dans  des  équations,  en- 
sorte  qu’en  changeant  l’une  quelconque  de  ces  inconnues  dans 
une  autre  et  réciproquement,  les  équations  ne  changent  pas, 
il  arrive  que  l'équation  finale  qüi  détermine  l’une  de  cesi  in- 
connues, se  change  dans  celle  qui  'donne  l’une  des  autres,  en 
y remplaçant  la  première  inconnue  par  celle-ci.  C’est  ce  que 
montrent  en  effet  les équations(i), (2), (3),  toutes  composées  de 
la  même  manière  et  convertibles  les  unes  dans  les  autres  par 
le  changement  de  a en  b en  c,  et  réciproquement}  et  comme 
alors  pour  parvenir  à chacune  de  ces  équations  , on  emploie 
les  mêmes  données  et  les  mêmes  calculs , toutes  les  inconnues 
a,  b,  c doivent  être  déterminées  par  l’une  quelconque  des 
équations  finales  en  a,  b ou  c,  qui  doit  admettre  eu  même 
temps  les  trois  racines  a ,b , c. 
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3o5.  On  peut  donc  conclure  maintenant  des  équations  (1®.), 

(ü°.)  , (3°.) (m®f)  > et  de  la  propriété  des  seconds  termes 

a , b , c,  etc.  des  facteurs , de  satisfaire  au  polynôme  qui  en 
est  le  produit. 

i°.  Qui  le  coefficient  du  second  terme  de  toute  équation 
complète  , pris  en  signe  contraire , est  la  somme  de  toutes  les 
racines  ; . ■; 

2°.  Que  celui  du  troisième  terme , est  la  somme  des  produits 
diffiérens  de  toutes  les  racines  multipliées  deux  à deux  ; 

3°.  Que  celui  du  quatrième , pris  en  signe  contraire ^ est  la 
somrfte  des  produits  diffiérens  des  racines  multipliées  trois  à 
trois  , etc. 

Qu  enfin  le  dernier  terme , pris  en  signe  contraire  , est  le  pro- 
duit de  toutes  les  racines  , lorsque  i équation  est  de  degré 
impair  ; dans  le  cas  contraire  , le  produit  des  racines  étant 
de  même  signe  que  celui  des  seconds  termes  des  facteurs , le 
dernier  terme  est  le  produit  des  racines. 

D’où  il  suit  : i“.  que  dans  une  équation  qui  manque  de  second 
terme , la  somme  des  racines  positives  est  égale  à celle  des  racines 
négatives . , 

a0 . Que  si  le  dernier  terrée  manque  dans  une  équation , l ' une 
des  racines  est  nécessairement  nulle.  * 

Réciproquement , si  l'une  des  racines  est  nulle  , l’équation 
manque  du  terme  tout  connu. 

En  effet , une  équation  ne  peut  être  satisfaite  par  x = q , 
qu’autant  que  tous  ses  termes  sont  multipliés  par  x. 

3o6.  Ce  qu’il  est  bien  est  essentiel  de  remarquer,  c’est  ce 
que  la  division  exacte  du  polynôme  qui  forme  le  premier 
membre  de  l’équation  , par  * — a,  ne  peut  se  faire  qu’autant 
que  a est  une  racine  exacte  ou  commensurable , et  dans  ce 
cas  seulement , Je  degré  de  l’équation  peut  être  abaissé,  ce  qui 
n’est  plus  possible  lorsque  la  racine  est  incommensurable , puis- 
qu’on ne  peut  l’obtenir  qu’en  partie , et  que  x moins  cette 
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racine  approchée , n’est  plus  diviseur  exact.  C’est  par  cette 
raison  qu’on  doit  procéder  d’abord  à la  recherche  des  racines 
comroensur^bles  des  équations  et  en  débarrasser  l’équation  , 
en  divisant  son  premier  membre  par  le  produit  des  facteurs 
qui  correspondent  à ces  racines. 

• 307.  Il  sera  bon  de  démontrer  qu’une  équation  ne  peut 

être  décomposée  en  ses  facteurs  simples  que  d’une  seule  ma- 
nière. * 

3o8.  On  a bien  prouvé  £27  r)  qu’en  supposant  à l’équation 
du  second  degré  une  ratine  , elle  en  admet  une  secohde  $ on 
prouverait  de  même  que  l’équation  du  troisième  degré  en 
'comporte  encore  deux , si  on  lui  en  suppose  une  , et  ainsi  de 
suite.  Ainsi  l’existence  d’une  racine  reste  à démontrer,  et  jus- 
qu’ici cette  proposition  n’est  qu’une  vérité  de  fait , parce  qu  à 
l’égard  de  toute  équation  numérique,  on  parvient  toujours  à 
assigner  une  racine. 

3oq.  Il  peut  arriver  ou  que  toutes  les  racines  d*  l’équation 
xm  4.  Axm~'  + + Tx  -\-F=  o 

ou  que  quelques-unes  seulement  résolvent  la  question , quoique 
toutes  réduisent  l’équation  à la  forme  0 = 0. 

On  demande,  par  exemple,  le  nombre  qui  retranché  treize 
fois  de  son  cube , donne  12  pour  reste.  Cette  question  traduite 
en  algèbre  donne  l’équation 

x3 — iZx  = 12 

qui  a pour  racines  x=4,  x=r—i  , x=  — 3 lesquelles  ré- 
solvent la  question.  Mais  si  on  proposait  de  déterminer  la  hau- 
teur d'un  segment  sphérique  dont  la  sëkdité  serait  8,3378  et 
qui  appartiendrait  à une  sphère  dont  1*  rayon  serait  3,  on 
serait  conduit  à l’équation  • 

s3— 9^*  + 8 = o 

qui  a pour  racines  x = 1 , x ~ 8 , 89  89  89  g , x = — o , 89 
89  89  899  dont  la  première  seule  répond  à la  question  , ainsi 
qu’il  est  aisé  de  s’en  assurer. 
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Dans  la  première  question  et  dans  toutes  les  autres  du  même 
genre,  on  considère  l’inconnue  sans  aucune  relation  avec  d’autres 
quantités  connues.  C’est  toujours  cette  inconnue  drtnt  les  puis- 
sances sont  ajoutées  ou  retranchées  un  certain  nombre  defois, 
c’est-à-dire  , combinées  entre  elles.  De  tels  énoncés  sont  com- 
pris dans  la  traduction  littérale  de  cette  équation  générale  , 

xm  -f-  Axm~'  -f- -f-  Tx  + V = o } 

mais  généralement  parlant , il  s’âgit  de  trouver  le  rapport 
d’une  quantité  inconnue  à d’autres  quantités  connues  d’après 
les  conditions  énoncées  qui  déterminent  la  forme  de  l’équation 
à résoudre.  Ainsi , dans  la  seconde  question , on  vfeut  découvrir, 
le  rapport  entre  la  hauteurdu  segmentdont  le  volurae=8,3376,  ^ 

et  le  rayon  3 de  la  sphère.  Tel  est  le  sens  vrai  de  l’énoncé  qui 
n'est  pas  le  sens  littéral  de  l’équation, 

x3  — gx*  -j-  8 ==  o 

f 

qui  se  réduirait  à la  recherche  d’un  nombre  dont  le  cube  di- 
minué de  neuf  fois  son  carré  , donne  pour  reste  — 8 : énoncé 
satisfait  par  les  trois  racines  trouvées  plus  haut  qui  sont  au- 
tant de  réponses  à l’équation , lorsque  l'une  seulement  convient 
a la  question. 

Cette  réponse  à la  question  peut  être  réelle  ou  imaginaire  ; 
ainsi  pour  cette  énoncé  : trouver  la  hauteur  d’un  segment  d’une 
sphère,  dont  le  rayon  = 3 , e£  dont  le  volume  — 1000  , ou  trou- 
vera l’équation 

x3— gx1  + q54,  8 = o, 

dont  les  deux  racines  imaginaires  sont  les  seules  qui  conviennent 
à la  question  , puisqd?  la  seule  racine  réelle  qui  esta  peu  près, 
t= — 7,6,  ne  peut  visiblement  lui  appartenir.  . 

Il  importerait  donc  de  démontrer  comment  cette  racine 
que  l’on  cherche , se  mêle  avec  d’autres  racines  étrangères  à 
la  question.  ( Voyez  le  chap.  VIII  de  l’ouvrage  déjà  cité  de 
M.  Canard  ),  , • - . 
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CHAPITRE  XXIII. 

Transformation  des  équations  ; évanouissement  des 

termes  intermédiaires  } et  théorèmes  sur  les  racines. 

! 

3io.  Il  est  naturel  de  penser  que  le  degré  d’une  équation 
restant  le  même,  sa  résolution  sera  d’autant  moins  laborieuse, 
que  son  premier  membre  renfermera  moins  de  termes.  On 
s’est  donc  proposé  cette  question  : étant  donnée  une  équation, 
la  transformer , sans  en  connaître  les  racines , en  une  autre  d’un 
moindre  nombre  de  termes , ou  dont  les  racines  aient  avec  celles 
de  la  proposée , une  relation  donnée. 

i . 

Si  l’on  représente  par  Fx  = o , l’équation  que  l’on  veut 
transformer  en  une  autre  dont  les  racihes  aient  avec  celles  de 
la  proposée  une  relation  exprimée  par  — °>  il  est 

évident  que  la  question  revient*  en  général , à éliminer  x entre 
Fx  =o  et  <p  ( x,y  ) = o.  Au  lieu  de  donner  <p  ( .-r^y  ) = o , 
on  a souvent  pour  but  de  déterminer  cette  relation  de  manière 
à satisfaire  à certaines  conditions.  C’est  ce  que  nous  allons 
développer.  . ' 

3 1 1 . S Ait  l’équation 

xm+Axm-'-i-£xm-’+  Cxm— -\-Tx-\-V—  o .'( t ) : 

t 

nous  nous  proposerons  de  la  transformer  en  une  autre  dont  les 
racines  soient  toutes  plus  grandes  que  celle  de  la  proposée  d’une 
quantité  h.  Si  l’on  représente  par  y la  nouvelle  inconnue , on 
aura  par  la  condition  de  la  question , 

y ~ x-\-  h -,  d’où  x = y — h (a). 

Substituant  dans  (i)_y  — h pour  x , on  obtiendra  la  trans- 
foimée  * • 
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{y~h)m+A  (y—hy-'+B  (y—hy->+  ...  + t (y— h)  +r 
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. + £ 

dont  les  racines  y surpassent  de  la  quantité  h celle  de  la 
proposée.  Le  nombre  h étant  encore  arbitraire,  puisqu’on  n’a 
rien  prononcé  sur  l’augmentation  de  chacune  des  racines  , on 
peut  le  déterminer  par  la  condition  que  le  coefficient  d’nn 
des  termes  de  (3)  , se  réduise  à zéro  : on  aura  donc  , pour 
faire  disparaître  le  second  terme , par  exemple , 


A — mh  = o , d’où 
En  effet , d'après  la  relation 

y=^x+h, 


, A A 

h = — , et  x— y . 

m ^ m 


et  cette  valeur 


h = ~, 

771 


chaque  racine  x étant  augmentée  de  — , la  somme  des  m 

. , , mA  . . 

racines , sera  augmentée  de  — — ou  de  A , et  comme  cette 

m 

somme  (3c5)  est  ==  — A , celle  des  racines  de  (3)  sera 
A — A = o , 

ce  qui  explique  l’évanouissement  du  second  terme.  Cette  valeur 
de  h , reportée  dans  tous  les  coefficiens  de  Va  transformée  , 
réduit  chacun  d’eux  à *m  nombre  unique. 

On  déduit  de  là  cette  règle  pour  faire  évanouir  le  second 
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ternie  d’une  équation  il  faut  à l’inconnue , substituer  une 
nouvelle  inconnue  augmentée  du  coefficient  du  second  terme , 
pris  en  signe  contraire , et  divisé  par  l'indice  du  degré  de 
l’équation. 

Pour  opérer  l’évanouissement  du  troisième  terme  , on 
poserait 

m . — A4 — ( m — 1 ) Ah -{-B  ~ O : 

a 

« 

et  pour  obtenir  h,  on  aurait  à résoudre  une  équation  du  second 
degré.  La  valeur  de  h propre  à faire  disparaître  le  quatrième 
terme  serait  dfl  troisième  degré , et  ainsi  de  suite  ; ensorte 
que  l'évanouissement  du  dernier  terme  dépendrait  de  la  ré- 
solution d’une  équation  en  h de  même  degré  que  la  proposée. 

En  effet , ce  dernier  terme  s’obtient  en  faisant  dans  (3) , 

= o , d’où  x= — A, 

d'après  la  relation 

y>=x-\-h\ 

conséquemment  ce  dernier  terme  est  ce  que  devient  l'équa- 
tion (1)  en  y changeant  a:  en  — h : on  voit  donc  qu’on  ne 
gagnerait  rien  en  le  faisant  disparaître. 

3ra.  Si  on  voulait  transformer  une  équation  dans  laquelle 
manquerait  un  terme  , parce  qu’on  l’aurait  déjà  fait  dispa- 
raître, ou  parce  que  l'état  de  la  question  ne  le  comporterait 
pas , en  une  autre  qui  ne  renfermât  plus  un  certain  autre  terme , 
on  introduirait  dans  l’équation  le  terme  qui  n’y  entrait  pas  * 
d'abord.  En  effet,  par  la  substitution _y  h pour  x , on  forme 
toutes  les  puissances  dey'.  * 

3i3.  Oi  pourrait  penser  que  par  la  substitution 
x=y+  ( h + k ) , 

qui  renferme  deux  indéterminées  h et  A,  il  serait  possible 
de  faire  disparaître  deux  termes  ; mais  on  observera  qu’en 
remplaçant  h par  h -f-  k dans  (3)  , puis  égalant  à zéro  les  - 
coefficiens  de  deux  termes  quelconques,  on  obtiendra  deux 
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-équations  entre  la  même  somme  A‘-|-  k , qui  ne  pourront 
déterminer  en  particulier  ni  h ni  k.  Il  e^t  d’ailleurs  évident 
que  la  somme  de  ces  deux  indéterminées  , équivaut  à une 
seule  indéterminée.  Il  y a cependant  des  cas  dans  lesquels 
il  existe  entre  les  coefliciens  de  la  proposée  , telle  relation 
qui  rend  possible  la  co- existence  des  égalités  à zéro  da 
deux  des  coefficiens  de  la  transformée.  Ainsi , par  exemple, 
la  proposée 

-}-  ji  -f-  C=  O , 

dans  l’hypothèse  ' 

* =y—h 

devient 

y + C — tt  = ° > 

transformée  qui  ne  contient  plus  les  termes  y*  ety.  En  général  , . 
si  on  voulait  faire  disparaître  de  la  transformée  (3)  les  second 
et  troisième  termes , par  exemple  , on  serait  conduit  aux  deux 
équations 

— mh+A  — o-  -■  h* — (m— î)  Jh+B  — o ; 

dont  la  première  donne 


valeur  qui  reportée  dans  la  seconde,  fournirait  l’équation  de 
condition 

C m — 1 ) Aa — s mB  =o , 

r \ 

sons  laquelle  seulement  l’évanouissement  des  deux  termes  pour- 
rait avoir  lieu.  Celui  {le  trois  termes  dépend/ait  de  deux  équa- 
tions de  condition , et  ainsi  de  suite.  • 

On  pourrait  encore , par  la  substitution  (a) , transformer  la 
proposée  en  une  autre  équation  dans  laquelle  le  coefficient 
ds  l’un  des  termes  serait  égal  à un  nombre  donné  : à cet  effet, 
il  faudrait  égaler  ce  coefficient  au  nombre  en  question  , et  dé- 
terminer h d’après  cette  relation. 

,5i4-  On  diminuerait  toutes  les  racines  de  la  proposée  d’una 
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quantité  donnée  h , en  posant 

y = x — h , d'où  x —y  -f*  h , 
et  faisant  cette  substitution  pour  x. 


3i5.  Si  l’on  veut  que  les  racines  de  la  transformée,  deviennent 
égales  a celles  de  la  proposée,  multipliées  par  une  quantité 
donnée  f,  il  faudra  établir  la  relation 


y—fx,  d’où 


et  substituant  pour  x cette  valeur  dans  (1),  on  aura  cette 
transformée 


y"  ■ ..y""1 


B 


ym- 


laquelle  multipliée  par  fm,  deviendra 


ym  4.  Jfym-i  4.  4-  Tfm~'y+  Ff”  = O. 

Ainsi,  pour  convertir  une  équation  en  q/ie  autre  dont  les 
racines  soient* égales  à celles  de  la  première  , multipliées  par 
une  quantité  donnée  f,  il  suffit  de  multiplier  les  termes  de  la 
proposée  , à partir  du  second  inclusivement , par  les  puissances 
successives  f,  f",  f3 .f™.  «; 

3itj.  Nous  appliquerons  ce  qui  précède  à la  résolution  de 
cette  question  : p , q , r , etc.  étant  les  racines  de  f équation  , 


Axm+  Bxm~'  -f  Cx""1  -f + Tx  -j-  V —O. 

trouver  Ses  facteurs.  . ■ ■ 

* s 

En  posant  comme  ci-dessus  , 


•(4), 


s-’ 


x—Z. 

T 


. M.  J-. 


on  aura , d’après  la  règle  énoncée  précédemment , 

Aym+  Bfym~'  -f-  C/y— + + Jfm  =o. . . .(5). 

Supposons  donc  l’indéterminée  /=  A , le  premier  membre 
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de  (5)  sera  divisible  par  A , ensorte  qu'effectuant  la  divifion  , 
le  coefficient  de  ym  sera  réduit  à l’unité , et  il  viendra  pour 
transformée 

ym  4-  Bym~l  + CAym~%  -f- + VAm~'  = o . . . . (6) . 

Supposons  maintenant  que  et,  C , y,  etc.  soient  les  racines 
de  cette  équation;  on  aura  (3co,3oi) 

ym+Bym-'+. . .+VAm-'=(y— >)(y— C)(y— y)  etc (7).' 

Si  l'on  remplace  y par  Ax  dans  les  deux  membres  de  l’identité 
(7) , on  obtiendra  celle-ci  : 

Amxm  + BAm-'xm~'  -f-  CAm-'xm~1  -f •+ -VA?-'. 

s=  ( Ax  — «)  ( Ax — C)  ( Ax — y ) etc. 

en  observant  que  les  facteurs  sont  en  nombre  m : si  l’on  divise 
de  part  et  d’autre  par  Am~',  on  trouvera 

Axm  4-  Êxm~l  4-  Cxm-‘+ -\tV 

= A( 

où  j-p , etc.  sont  les  racines  de  la  proposée  que  nous 

désignons  par  p,  q,  r,  etc.  Donc 

Axm  4-  Bxm~*  4.  Cxm“*4- 4-  V 

— A (x  — p ) (x — q)  (x  — r),  etc. 

= Jpqr,t tc.(î-  (ï- 

=^(>— 0(f— 0 <!f—  ■ 

parce  que  le  produit  des  racines  etCy , etc.  étant  VA'"~', 
d’après  (7) , on  a 

VA™-'  7' 

. PV^.=-—=,-2. 
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Cette  transformation  est  bonne  à connaître , et  elle  nous  etra 
utile  dans  la  seconde  section  de  ce  Traité. 

317.  Lorsqu’une  équation  a des  coefiiciens  Fractionnaires  , 
ainsi  qu'il  arrive  dans  la  suivante 

o. 

m ne 

' on  multiplie  de  part  et  d’autre  par  le  produit  dés  dénomina- 
teurs, ce  qui  donne 

mnex3 — penx*  -+•  qmex  — rmn  — o , 

et  de  cette  équation  on  passe,  comme  nous  l'avons  dit  plus 
haut , à la  transformée 

y3  — pney * -f-  qm*e*ny  — m3/iseV  = o , 
dont  tous  les  coefiiciens  sont  entiers. 

m 

318.  Etant  donnée  une  équation,  il  serait  aisé  d'en  déduire 
une  autre  dont  toutes  les  racines  fussent  celles  de  la  première , 
divisées  chacune  par  une  quantité  donnée  f.  A cet  effet , on 
établirait  la  relation 

y = °J,  d’où  x—f,y, 

et  on  remplacerait  x.par  f.y  dans  la  proposée. 

3ig.  Une  équation  dont  tous  les  coefficiens  sont  des 
nombres  entiers , celui  de  la  plus  haute  puissance  de  l’in- 
connue étant  l'unité  , ne  peut  admettre  pour  racine  une 
fraction. 

Nous  venons  de  voir  que  toute  équation  pouvait  être  ra- 
menée, par  des  transformations  convenables,  à la  forme 

x’*  4-  Axm~'  JhT—  + Cx— » -f  -f-  V~  o , 

A , B,  C. > . T et  V étant  des  nombres  entiers.  Il  s’agit  donc 
de  faire  voir  que  la  précédente  ne  peut  être  satisfaite  par 

x = p ^ étant  une  fraction  irréductible.  En  effet,  admettons 
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qu’une  de»  racines  puisse  être  ^ : en  substituant  ce  nombre 


pour  x dans  la  proposée , on  aurait 


am  „ rzm— 1 _ am~ * 


+ :r|  + r=  o, 


et  multipliant  tous  les  termes  par  il  viendrait,  après  les 

avoir  fait  passer  tous  à l’exception  du  premier , dans  le  second 
membre , * 


= — [ Aam-'+Bbam-*+Cbtam-s+. . . + Tbm-Ia+Fbm->1 . 
o 


Or  g étant, .par  hypothèse,  un  nombre  irréductible,  a et  par  con- 
séquent am  n’auront  pas  de  commun  diviseur  avec  b,  ainsi  qu’on 

am  ÊÊ 

l’a  déjà  démontré.  (110,111, 'na)  : donc  -g-  ne  pourra  être  u” 

nombre  entier;  cependant  le  second  membre  est  un  nombre  en- 
tier, d’après  la  définition  des  nombres  a , b,  A , B,C,  etc.:  donc 

il  est  absurde  de  supposer  que  g puisse  être  une  fraction. 

3ao.  Si  i’on  change  x en  — x dans  une  équation  , on 
change  en  même  temps  les  racines  positives  en  négatives  et  réci- 
proquement. 

• Soit  d’abord  une  équation  d'un  d£gré  impair  et  définie , 
telle  que 

x5  -)rAx!>  -f-  Bx3  -f-  Cx*  -f-  Dx  -+•  F = o. . . , (1) , 


dont  a,b,c,  d,  e représentent  les  racines  y compris  les  signes:, 
on  aura  l’identité 


x^  + Axi  + Bx3  -j-  Cx*  -f-  Dx  -f-  F 

= (x  — a)  (x  — b)  (x  — c)  (x  — d)  (x  — - e) 
qui,  par  la  substitution  de  — x pour  x,  devient 

— x5+  Axt—Bx3  -+•  Cx*  — Dx  + F 
= ( — x — a)  ( — x — è)( — x — c)  ( — x — d)(—x  — e) 
— — «)  (x+é)(x-j-  c)  ( c + d)  (x  + e) , 
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net,  après  le  changement  des  signes, 

a*  — Ax*+Bx'  — Cx*  -f-  Dx—  F 
— (x ■+*  a)  (x4*  b)(x  -f-  c)(x+ii)(i  + f). 

On  voit  donc  que  le  changement  de  -f-  x en  — x,  produit 
celui  des  signes  des  racines. 

On  passerait  de  même  de  l’identité*  m 

x4  — Ax?  -f>  Bx * — Cx  -f-  D 
=(x  — fl)  (x  — b)  (x — c)  (x  — d) 

à cellè-ci 

x4  — Ax3  -f*  Bx*  — Cx  + D 
— ( — x — à)  ( — x — b)  ( — x — c)  ( — x — d) 
= (x  + fl)  (x  -+-  b)  (x  -f-  c)  (x  +d)  , 

•parce  que  le  nombre  des  facteurs  est  pair.  Donc  etc. 

Q11  ■remarquera  que  la  substitution  de  — x au  lieu  de  x» 
change  les  signes  des  termes  de  rang  pair,  et.qu’ ainsi  le  seul 
changement  des  signes  de  ces  termes,  détermine  ceux  des 
racines.  ’ • > 

3a r.  Si  tous  les  signes  (Tune  équation  $ont  alternativement 
-4 -et—,  c’est-à-dire,  si  une  équation  ne  présente  que  des 
variations  de  signes,  elle  ne  peut  comporter  de  racines  négatives. 

Car  en  changeant  dans  une  telle  équation  -f-x  en — x, 
tous  les  termes  prennent  le  même  signe,  ou  le  signe  -f-  or  , 
la  transformée  ne  peut  être  satisfaite  que  par  des  racines  néga- 
tives, si  cependant  elle  en  a de  réelles  ; et  d'ailleurs  ces  racines 
négatjfes  sont  les  positives  de  la  proposée  ; donc  etc. 

3aa.  On  peut  encore  transformer  la  proposée  en  une  autre 
* dont  les  racines  soient  des  quantités  réciproques  à x , relation 
exprimée  par 

r 

x~~- 

y 

Dans  la  transformée  multipliée  par  la  plus  haute  puissance 
de  y , l’ordre  des  coefilcien*  serait  renversé , ensorte  que  le 

au 
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second  terme  manquant  dans  la  proposée  , l’avant  - dernier 
manquera  dans  la  transformée.  On  observera  encore^  qu  a 
la  plus  grande  raciney  de  la  transformée  , correspond , d’après 

la  relation  x = - , la  plus  petite  de  la  proposée , et  réciproque- 
ment. Cette  relation  sera  souvent  employée  par  la  suite  , et  il 
faut  retenir  la  conséquence  que  nous  venons  de  déduire. 

3a3.*On  peut  enfin  convertir  une  équation  en  une  autre, 
dont  les  racines  soient , par  exemple  , les  racines  carrées  de 
celles  de  la  proposée , relation  qu’on  énoncera  ainsi  : 
y — y'x , d’où  y'~  x; 

la  substitution  donnera  . 

Ayim~*+  . . « .JrTy'-\-7r~o , 

Cette  équation  manque  de  tous  les  termes  d une  puissance 
impaire  dey,  ce  qui  résulte  encore  de  la  composition  des 
coefficiens  en  racines , en  observant  d’ailleurs  que  le  radical 
|/xest  affecté  du  double  signe  + et  — . 

3a4.  Nous  avons  donc  fait  tontes  les  opérations  arithmé- 
tiques sur  les  racines  inconnues  d’une  équation  proposée , et 
il  n’était  pas  difficile  de  prévoir  que  , puisque  ces  opérations 
ont  lieu  sur  chacune  des  racines,  elles  doivent  influer  sur  les 
coefficiens  qui  en- sont  des  combinaisons  données  (3o3).  Enfin 
on  peut  conclure  de  cette  analyse  que  , pour  transformer  une 
équation  en  une  autre  dans  toutes  les  racines  aient  avec  celles 
de  la  proposée  une  relation  donnée , il  faut  traduire  cette  re- 
lation en  algèbre , en  déduire  h i valeur  de  x , et  la  substituer 
dans  la  proposée. 


»•  « 
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CHAPITRE  XXIV. 


Recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  des 
polynômes  algébriques. 

3a5.  I-iORSQUE  A et  B représentent  deux  polynômes  algé- 
briques , ou  qui  ne  renferment  pas  de  logarithmes  , sinus  , 
cosinus,  etc. , on  les  ordonne  par  rapport  à une  même  lettre; 
alors  le  plus  grand  commun  diviseur  est  le  facteur  commun 
qui  renferme  la  plus  haute  puissance  de  cette  lettre  : le  plus 
grand  des  deux  polynômes  est  aussi  celui  dans  lequel  se  trouve 
la  plus  haute  puissance  de  cette  même  lettre. 

3a6.  La  règle  donnée  (chap.  S)  s’applique  sans  restriction  aux 
polynômes , ensorte  qu'on  divise  le  plus  grand  parle  plus  petit , . 
et  on  continue  cette  première  division  jusqu’à'ce  qu’on  obtienne 
un  dividende  reste  dans  lequel  l’exposant  de  la  lettre  par 
rapport  à laquelle  on  ordonne,  soit  moindre  que  celui  de  la 
même  lettre  dans  le  diviseur,  ou  tout  au  plus  égal  à l’expo- 
sant de  cette  lettre , ensuite  qil’on  ne  rencontre  pas  d’exposans 
négatifs  (63)  : Ge  reste  devient  diviseur,  et  ainsi  de  suite. 

On  pourra  aussi , dans  le  cours  de  ces  divisions,  àl’elFet  d’évi- 
ter les  quotieus  fractionnaires,  et  de  faciliter  la  recherche  dt*  ' 
plus  grand  commun  diviseur , supprimer  ou  introduire  dans 
le  dividende  un  facteur  qui  ne  soit  pas  commun  au  diviseur,  et 
réciproquement  (83).  , 

327.  Lorsque  les  polynômes  sur  lesquels  on  opère,  sont 
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composés  d’un  «grand  nombre  de  termes , on  rendra  moins 
pénible  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur,  en  dé- 
taillant l’opération  ainsi  qu’on  le  voit  dans  l’énoncé  suivant  î 
ï#.  chenher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  1rs  coefficient 
numériques,  etdiviser  les  deux  polynômes  A et  B par  ce  nombre, 
ce  qui  donnera  A' et  B';  a°.  chercher  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  les  coefficient  algébriques  de  la  lettre  par  rap- 
port à laquelle  on  ordonne , que  j e suppose  être  la  lettre  a , 
et  diviser  pur  ce  plus  grand  commun  diviseur , d'oü  résultent  A* 
et  B";  et  3°.  enfin  chercher  la  partie  du  plus  grand  commun 
diviseur , dépendante  de  la  lettre  a , qu'on  obtient  par  la 
méthode  donnée  plus  haut.  Le  plus  grand  commun  diviseur 
demandé  sera  le  produit  de  tous  ces  communs  diviseurs  partiels. 

3a8-  Nous  poserons  ce  principe  : Lorsqu'un  polynôme  com- 
porte un  diviseur  indépendant  de  la  lettre  suivant  laquelle  il 
est  ordonné , ce  diviseur  doit  diviser  les  coqfficiens  des  puis- 
sances de.  cette  lettre  ; d’où  il  suit  que  si  la  plus  haute  puis- 
sance de  la  lettre  par  rapport  à laquelle  on  ordonne , est  l’unité, 
le  polynôme  ne  peut  avoir  de  diviseur  indépendant  de  cette 
lettre. 

F.n  effet , soit  le  polynôme  A-^-Bx-^-Cxf+eXc. , ayant  un 
diviseur  A indépendant  de  x : on  aura  l’identité  : 

A-\-Bx-\-Cx?  - f-etc.  = ^(a-j-kc+ar’  + etc.) 

» 

qui  doit  avoir  lieu  (cbap.  XX)  pour  x=o  ; donc  A—da, 
ensorte  qu’aprè»  avoir  supprimé  A et  sa  valeur  da,  et  divisé 
par  x qui  n'a  pas  de  commun  diviseur  avec  b , on  a 

* B-i-Cx-{-  Dxst-A-etc.=d(b-f-cx-\-dx,.\-eXc.')  : 

%>  \ 

pour  x = o , on  conclut  Bx=.db  et  ainsi  de  suite;  donc  le» 

, coeüicieus  A , B,  C,  etc.,  sont  séparément  divisibles  pari. 

i°.  Proposons-nous  d’assigner  le  plus  grand  commun  diyi- 
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6eur  entre  les  deux  polynôme» 

A — 36  b2ae  — 1 8 b2  a5 — 37  b2  a*  •+•  9 b2  à3, 

B = Z’jfra*  — 1 8 b2a*  — 9 b2a?. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  numérique  est  9 , et  A et  B 
sont  en  outre  divisibles  par  b2a3,  ensorte  qu’en  divisant , on 
trouve 

A'=  4°?  — 2fll  — 3a  4- 1 , 

B'—  3a2-— 2a  — 1. 

La  division  de  A'  par  B'  donne,  pour  plus  grand  commun 
diviseur  a— 1 , ce  qu’on  aurait  pu  découvrir  indépendamment 
de  lt  division  , en  observant  que  A ' , B'  et  ce  plus  grand  com- 
mun diviseur  doivent  être  nuis  en  même  temps,  d’où  il  résulte 
que  ces  trois  polynômes  admettent  quelques  racines  commune* 
(3oi)!  Pour  les  trouver  , on  posera 

3 a2  — aa  — 1 = o , 

d’où  l’on  déduit  a = 1 , racine  qui  rend  A ' = o : l’autre 
racine  doit  être  rejetée  , parce  qu’elle  ne  donne  pas  A'  — o. 
Donc  a — 1 est  le  plus  grand  commun  diviseur.  Dans  cet 
exemple  , où  la  somme  des  coefliciens  pris  avec  leurs  signes,  est 
nulle  tant  dans  A(  que  dans  B' , il  est  très-facile  de  découvrir 
la  racine  a=i.  Le  plus  grand  commun  diviseur  est  donc  la 
produit  gi*a3  (g — 1)  ; et  les  deux  quotiens  sont 

Q=4a*-f-aa  — i,  ’ > 

Ç'  = 3a+i.  ç 

a*.  Nous  supposerons  les  polynômes 

A=(  qi* — i8&c)a3<4*(aL&-1' — ■ 4?b2c)a2-\-  fê6b3c-^-i8btya  1 
B =(j5ia'1-3o6c)a*-l-  (i86ac — gi3)  a : 

* • . A-  . 

©retrouve  sur-le-champ*'3aù  pour  un  plus  grand  commun 
diviseur  partiel , d’où  l’on  déduit  après  la  division  , ces  quotiens 

A'=(  3b — 6c  ) a’-f-  (jb2 — 1 4bc)a  + 1 a b2c— 6 b3, 

B'—  (5ù-— ioc)a-J-  6b c — 3 b* 


* 


* 
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S’il  doit  exister  un  plus  grand  commun  diviseur  entre  Tes 
coefliciens  de  a dans  A' , B' , Ces  coefliciens  deviendront  nuis 
en  même  temps  que  ce  diviseur;  et  comme  3 b — 6c est  le  plu* 
simple  de  ces  coelïïciens  , on  posera 

3 Z»  = 6c,  d’où  t 

et  en  effet,  pour  cette  valeur  de  b , on  a en  même  temps 
A'=^o,  B'  —o  -, 

ensorte  qu  en  divisant  ces  polynômes  par  b — 2c  , on  obtient 

A"=.  3aV-J-  7 ba  — 6 b*t 

Bu—  5 a — 5 b.  ^ 

Comme  l’hypothèse 

5a  — 3ù  = o,  d’où  è = | a, 

*■-  * 

ne  donne  pas  A” — o , B"=  o,  on  en  conclut  qu’il  n’existe 
pas  de  plus  grand  commun  diviseur  complexe  dépendant  de 
a,  conclusion  qu’on  déduirait,  mais  plus  laborieusement , de 
la  division  ^e  A11  par  B".  Ainsi  le  plus  grand  commun  diviseur 
est  3 ab  (b — 2 c). 

v /- 
3°.  Soient  les  polynômes 

A = (c — (aie — a bd)  a -f-  (i*c — b*d)  , 

Bz=z{bc — bd-\~ c1 — cd)a  -|-  (b'd-^bd — b‘‘c — bed)  ; 

on  aperçoit  sur-le-champ  qu’entre  les  coefliciens  de  a , il  ne 
peut  exister  de  diviseur  commun  plus  grand  que  c — d , ensorte 
que  s’il  y a lieu  à un  tel  diviseur,  tous  les  coefliciens  doivent 
devenir  nuis  dan^l’hypothèse  c~d,  ce  qui  arrive  effective- 
ment ; on  divisera  donc  A et  B pàr  c — d , ce  qui  donnera 

A'  =fia+  zba  -f-  i*,  é 

i?'=(i+c)a  + i(c— b),  " * 

•et  il  est  facile  de  voir  que  ces  deux*polynomes  n’,admetterH 
pas  de  plus  grand  commun  diviseur  dépendant  de  a , ce  qu’on 
‘reconnaîtra  d'ailleurs  parla  division.  On  a donc  c — d pour 
plus  grand  commun  diviseur. 

• 


i 


/ 
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'4*.  Prenons  encore  ces  deux  polynômes  dans  lesquels  on  ren- 
contre des  puissances  négatiyts  de  la  lettre  par  rapport  à la- 
quelle on  ordonne , 

A — (1 4b3cd — 28 b'cd  — 1 \bcd  -{-•i!Z>cd)a-\-(?.\bicd — si cd) 

— (1 4b3  cd — 1 4bcd  —yb*cd  +7  cd)a~a. 

B = (21  b'cd — 84&Vd-f-io5èc<i — 4ac(0 

-1“  (4g b*cd — g8Actf  -f-4g cd)a~' 

— (21  b3cd — 55b!1cd-f-ybcd~f-ycd}a~a  ® 

On  multipliera  d’abord  A et  B par  a3 , afin  de  faire  dispa- 
raître les  exposans  négatifs , mais  on  aura  soin  de  diviser  le 
plus  grand  commun  diviseur  par  a3.  On  remarquera  d’abord 
que  7 cd  divise  exactement  A et  B , ensorte  qu’on  aura  après  la 
division  , 

A=(zP— 4b1— sô-K)as-f  (3&s— 3)a3— (ai3— 2 A— A3-f- 1 ) , 
J?,=(3A3-i2A3-f-i5A-6)a3-f-(7A3-i4A-{-7)a-(3A3-5A3-4-A-f-i). 

Le  diviseur  des  coefliciens  de  a , ne  peut  être  que  b -f-  1 ou 
b — 1 , puisqu’il  doit  diviser  le  coefficient  3 (à3  — 1 ) ; or 
l'hypothèse  b—i  rend  nuis  tous  les  coefliciens  des  polynômes 
A et  B ; donc  b — x est  diviseur , et  iLest  le  seul  : on  trouve 
les  quotiens 

A"=  ( 2A3 — 2 b — 4V+3  ( A-f-i  )a3 — ( 2è3-f-A — 1 ) , 
B“—  ( 3 A3 — gè-f-S  )a3- f-7  ( b — 1 )a  — ( 3 b3 — zk — l ) 

ïl  reste  à obtenir  la  partie  du  plus  grand  commun  diviseur  , 
qui  est  en  a.  D’abord  on  découvre  aisément  que  b — — 1 
donne  A’  — o , sans  rendre  nul  le  polynôme  B"  j., et  que  pour 
A = 1 , on  a i'  = o sans  qu’il  en  résulte  A " = o.  Donc  on 
peut  diviser  A"  par  b -f-  t^et  B"  par,A.— -,i  , sans  altérer  le 
plus  grand  commun  diviseur  ; et  on  obtient  après  ces  réduc- 
tions 

A m = 2 ( b — 2 )a3  -f-  3a3  — (26  — 1 ) , 

E’  =x  3 ( b — 2 )a3  + 7a  — ( 3b  ■+■  1 ) . 

Comme  k somme  des  coefliciens  de  a , pris  avec  leurs  signes , 


♦ 


Digitized  by  Google 


\ 


544  t L Z M E.  N S 

est  nulle  dans  Am  et  dans  B'° , on  conclut  sur-le-champ  que 
pour  a = 1 , on  aura  Am  = o , Bm~o  j qu’ainsi  a — 1 est  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  A"  et  Bm.  Donc  le  diviseur 
commun  le  plus  grand , est  , 

7cd{b-~Z^S- — > ou  ycd{  (b — i)a~' — (è — 

ii 

Si  les  deux  polynômes  entre  lesquels  on  cherche  le  plu» 
grand  commun  diviseur,  renfermaient  des  puissances  frac- 
tionnaires ne  la  lettre  par  rapport  à laquelle  on  ordonne  , 
que  je  suppose  être  a , on  réduirait  les  exposans  fractionnaires 
dans  les  deux  polynômes,  à une  commune  dénomination  ; 
on  représenterait  par  une  nouvelle  lettre , la  lettré  a élevé* 
à l’unité  divisée  par  le  dénominateur,  commun  des  exposans 
de  a , et , par  cette  préparation  , il  ne  resterait  dans  les  deux 
polynômes  que  des  exposans  entiers  de  a ; enfin  on  rempla- 
cerait dans  le  plus  grand  commun  diviseur , la  lettre  intro- 
duite par  la  puissance  fractionnaire  de  c , qu’elle  représente. 

5°.  Soient  les  deux  polynômes 

* 

A=~—/\b3ca?-\-i/tb‘lcah — 1 a bca* — 7ÔW4-1 4ic’a* 

B~ — £(a6  4-à3a|(|  +2 +i5as  — 2 

La  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  A et  B , 
par  la  méthode  ordinaire , c’est-à-dire  par  la  division , est 
très-laborieuse  -,  c’est  pour  cette  raison  que  nous  avons  choisi 
de  préférence  cet  exemple  que  nous  avons  traité  dans  le  tableau 
ci-joint  avec  tous  les-  détails  nécessaires.  Mais  nous  devons 
observer  qu’il  est  facile  d'abréger  l’opération  par  des  décom- 
positions qqi  font  découvrir  des  facteurs  communs  aux  deux 
polynômes , lesquels  sont  les  élémens  du  plus  grand  diviseur 
commun.  Qu’on  reprenne  les  polynômes  déjà  simplifié* 

— AfraS  -J-  i/fia3  — îaa’  — jbca  -f-  14c 

— èJa4  -f-  ba3  -}-  2a2  -f-  b3 a — 2Ô*  : 

on  découvrira  aisément  cette  décomposition  du  second  „ 

— a2  ( — ba—  2 ) -h  b‘  ( ab — 2) , 

* 


t 
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■qui  devient  nulle  par  ab  = u ; on  trouve  que  le  premier  se  ré- 
duit à zéro  dans  la  même  hypothèse  , et  on  en  conclut  qu’il 
est  divisible  par  ab  — a qui  est  conséquemment  facteur  du 
plus  grand  commun  diviseur.  Les  deux  polynômes  débarrassés 
de  ce  facteur,  deviennent 

— 46a3  *+-  6a* — 7c;  — 

et  ces  quotiens  n’admettent*  pas  de  commun  diviseur.  O* 
conçoit  en  effet  qu’il  faut  pousser  ces  décompositions  en  fac- 
teurs a,ussi.loin  qu’il  est  possible,  puisque  si  on  pouvait  assigner 
tous  les  facteurs  simples  des  deux  polynômes , on  aurait  sur- 
le-champ  le  plus  grand  facteur  commun.  Dans  le  second 
exemple  du  tableau  ci-joint , tous  les  termes  de  chacun  des 
deux  polynômes  sont  de  même  degré  ; ils  ne  renferment  qua 
deux  lettres,  et  de  plus,  la  somme  des  coefRciens  numériques 
est  nulle  dans  les  deux;  donc  l’hypothèse  y—x  les  réduira 
en  même  temps  à zéro , c’est  - à - dire  qu’ils  ont  x — y pour 
commun  diviseur. 


5°.  Proposons-nous  de  réduire  à sa  plus  simple  expression  U 
fraction 

6a5  1 56a4  — 4c*a3  — 1 o 6c*a* 

ÿba?  — 2760a*  — - S 6c*a  -f- 1 86c3  * 


ce  qui  revient  à chercher  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  ses  deux  termes  : on  trouve  avec  u»  peu  d’habitude  du 
calcul,  que  les  deux  polynômes  admettent  ces  décompositions 
2a3  (Sa" — 2c*  ) -f-  56a*  {3 a* — 20“)  (acd+Sôa’^îa* — ac*)  _ 

36a  (3 a” — 2c*)  — 9 6c  ( 3a“ — ac“)  °U  36 (a — 3c)(3a“ — ac2) 
qu’ainsi  a — oc  n’étant  pas  facteur  de  3a*  — 2c*  ni  de 
2a3  -f-  56a*,  le  facteur  3a*  — 2c*  est  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  deux  termes  de  la  fraction  qui  a conséquemment 

...  . 2a3  -f-  56a*  _ 

pour  plqs  simple  expression  On  aurait  pu  par- 

venir à la  décomposition 


aa3  (3a*-— 2c“  ) -f-  56a*  ( 3a“  — qc*  ) 
q6<i*(a— 3c  ) — 66c*(a — 3c)  1 


/ 
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alors  il  serait  permis , dans  la  recherche  dn  plus  grand  corn* 
mun  diviseur  des  deux  ternies  de  cette  fraction  , de  supprimer 
le  facteur  a — 3c .étranger  au  numérateur,  et  on  trouverait 
3e“ — 2c4  pour  résultat  de  l’opération  : après  la  division  de» 
deux  termes  par  ce  facteur,  on  retomberait  snr  la  mêma 
fraction  réduite.  « 

6*.  Jün  examinant  avec  le  mêmp  soin  la  composition  des  deux 
termes  de  la  fraction 

rPa*  — eae?1  — c*a%  -+■  c*  » 

4da 2 — 4e da — 2c“a+2c*  * 

on  découvrira  sur-le-champ  le  plus  grand  facteur  commun  et 
cette  plus  simple  expression 

• (<**  — c*)  (a  + c) 

4ad  — sca 

3ag.  Nous  aurons  très  - souvent  occasion  par  la  suite  de- 
recourir  à cette  méthode  que  les  élèves  n’emploient  pas  heu- 
reusement , parce  qu’ils  ne  font  pas  assez  d'exemples.  Les  pré- 
ceptes que  nous  avons  posés  et  les  applications  que  nous- 
en  avons  faites , quoique  bien  propres  à les  diriger , ne  peuvent 
cependant  remplacer  la  pratique  que  nous  leur  recommandons 
particulièrement. 

33o.  Æette  méthode  sert  encore  à trouver  les  conditions 
■ous  lesquelles  deux  polynômes  prendraient  un  plus  grand 
commun  diviseur.  Soient , par  exemple  , les  deux  polynômes 

x?  -f-  2ax  + a4  -J-y* — b%,  x-j-a) 

en  divisant  le  premier  par  le  second  , on  trouve  le  reste  y* — b*, 
reste  qui  s’oppose  à l’existence  du  commun  diviseur  en  ques- 
tion. Mais  qu’on  pose 

y1  — b1  = o , d’où  y—±b, 

et,  sous  cette  condition , ar-f- a sera  le  plus  grand  cdmrnun 
diviseur.  Eu  effet  pour  = Ü -,  le  premier  poly  nome  devient 


i bjrÇlaoglc 


* 
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x*  -f-  sac  -f-  a*  , carré  de  x -f-  a , lequel  est  exactement  di- 
visible par  x -f-  a. 

Appliquons  cette  remarque  à la  résolution  de  deux  équa- 
tions du  premier  degré  entre  deux  inconnues  , déjà  traitée* 
(chap.  17  ) par  différens  procédés.  La  propriété  qui  carac- 
térise essentiellement  la  valeur  de_y  déduite  de  l’équation  finale, 
est  de  faire  acquérir  aux  deux  équations 


ax  -f-  by  — c r=  o , a'x  -f-  b' y — c'  — O , 


une  même  racine  x,  ou  d’introduire  dans  ces  équations  un 
commun  diviseur  x moins  cette  racine.  Mais  comme  cette 
valeur  de  y n’est  pas  connue , on  est  conduit  à rechercher  la 
condition  sous  laquelle  les  deux  équations  précédentes  admet- 
traient un  commun  diviseur  du  premier  degré  en  x.  A cet 
effet , on  divisera  la  première  équation  par  la  seconde , et  os 
trouvera  pour  reste 


Ce  reste  ne  pouvant  être  diviseur  de  la  seconde  équation , doit 
être  égjtîé  à zéro;  ensorte  qu'ou  a 


= 0, 


ac  — a c 

ou  y~^=^=° 


pour  condition  de  l’existence  d’une  racine  x commune  aux 
deux  équations.  La  valeur  de  y qui  l’introduit,  est  dodc 

ac'  — a'c  ,,  , cb'  — bc 

y — ab'  — baf  ’ °U  X — ab' — bd’ 

Nous  rechercherons  encore  la  condition  d’où  dépend,  pour 
le  polynôme  x3  -f-  Px2- f-  Qx  + R , l’existence  d’un  commun 
diviseur  du  second  degré  , tef  qïïe~  x1,  , Q,R 

étant  des  nombres  donnés  , et  A , B , des  coefïiciens  à déter- 
miner de  manière  que  la  condition  énoncée  soit  satisfaite. 
En  divisant  le  premier  polynôme  par  le  second  , on.  arriva1 
à un  reste  du  premier  degré  en  x , 

(A'—PA+Q—.B)x±BA~-BP+R, 


* 
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qui  s'oppose  à l’existence  du  polynôme  x*-f-  B comme 

diviseur  -,  mais  en  posant  ce  reste = o,  la  division  se  fera  exac- 
tement. Or  x n’étant  pas  zéro,  on  doit  avoir  ces  deux  équa- 
tions séparées 

Ax  — PA  -f-  Q — B = o,  (kA—P)B+R=:oi 
la  seconde  donne 

*=~£p M; 

substituant  cette  valeur  pour  B dans  la  première  , et  faisant 
disparaître  le  dénominateur  A , on  trouve 

A3—  2PA'+(Q  + P')A  + R — QP  = o (»): 

Les  équations  (î)  et  (2)  servent  à évaluer  les  coelliciens  B et  A. 
au  moyen  des  nombres  connus  P,  Q et  /ï.  Par  exemple  , le 
polynôme  — x — 1 , divisé  par  x*  -f-  Ax-{~B  , donne 

pour  conditions 

A3 — nA'=  o , B-=i~ — , 

La  première  mise  sous  la  forme  A\A— 2)  = o , dolhe  ces- 
valeurs  de  A : 

~A  5=  ov  - f /?  — — i ' — 

A = o auxquelles  correspondent  v B = — 1 
A a j U = + * î 

ensortequele  polynôme  x3-t-x*— -x — 1 est  divisible  par  le» 
facteurs  du  second  degré  x*  — 1 , x*  — 1 , xa-f-  ax  -f- 1 : con- 
séquemment deux  des  trois  racines  de  la  proposée 

x3  xa  — x — 1 = o 

sont  donnés  par  l’une  ou  l’autre  de  ces  équations 
x* — i=o,  x‘-f-  ax  *f"  1 = o, 
qui  fournissent  ensemble  les  trois  racines 

x ==  1 , x = — 1 et  x = — 1 , 
de  l'équation  formée  du  polynôme  donné  égal  a zéro 


tens  d’algèbre,  pàg.  548,349. 
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[ -f  1 4bc‘a* 

et  — b*( 

+ i4ca 

et  — b3c 

ca  -f-  1 4c  f 

— b*a*  -f- 

■’a  + sè»  ( 

6c  -f-  ^ô-1)  a 

+ 86»  4, 

ib3')  a -f-  8 bs 

+ i4c : ^ 

% 

i4àc  -f-  1863)  a — 20 b 

ybc  -f-  1 4b3)  a — 12 b' 


Je  + 1 46  ) a i »b%  -ff)  f ce  qui  donne 

„ ...  ~ *-  14b3)  a—  126*  -f-  i4c  . 

Mo  b3  — i^oic)  a — i 

«par  rapport  à b , ce 
{—  J *<■  <H-  — V 

4y'*  — 4f  f 4*'  — 
y*  - 4y3  l 
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Si  l’on  avait  à résoudre  la  même  question  sur  les  poly- 
nômes Çx*-{-/îr+5,  et  x3-f-  Ax*-\- Bx  C,  oa 

serait  Conduit  à un  reste  du  second  degré  en  x , lequel  devant 
être  égal  à zéro , donnerait  trois  équations  qui  serviraient  À 
évaluer  les  coefficiens  inconnus  A,  D , C,  au  moyen  de» 
coefiiciens  donnés  P , Q , R , S , et  par  là  on  ferait  dé- 
pendre la  résolution  d’une  équation  du  quatrième  degré  , de 
pelle  de  deux  équations  , l’une  du  troisième  et  l'autre  du  pre- 
mier. Nous  reviendrons  sur  cette  question  dans  la-seconde  sec- 
tion de  ce  Traité. 

33t.  Ce  que  nous  venons  de  dire  est  le  complément  né- 
cessaire de  la  méthode  du  plus  grand  commun  diviseur  , et  le 
germe  de  celle  que  nous  exposerons  dans  le  chapitre  suivant. 


CHAPITRE  XXY. 


De  V élimination  entre  deux  équations  de  degrés  quel- 
conques à deux  inconnues  et  du  degré  de  l’équa- 
tion Jinàle. 

33a.  Lorsqu’on  a deux  équations  du  premier  degré  entre 
deux  inconnues  x etj',  l’élimination  de  l’une  des  inconnues 
est  toujours  facile , et  l’équation  finale , c’est-à-dire  celle  qui 
donne  l’autre  inconnue  , est  aussi  du  premier  degré  (ch.  17)  : 
mais  il  n’en  est  plus  ainsi  lorsque  ces  deux  équations  sont  d’uu 
degré  supérieur  au  premier  : il  faut  entendre  par  le  degré  d’une 
équation  qui  contient  plusieurs  inconnues,  la  plus  forte  somme 
des  exposans  des  inconnues  dans  un  même  terme. 

333.  Soient  entre  les  inconnues  x et  y deux  équations  com- 
plètes, l’une  du  degré  m , l’autre  du  degré  n : ces  deux  équations 
aeront  toujours  réductibles  à la  forme 


xm+  Pxm~'~ 1-  Çxm~M-7ïxm-’4-. . . 

• • • •’  ^ 

+ Tx- f-^=o 

. {A) 

x'  -f-  P'x"-1-!-  fl'xn-i+. . 

.... 

+7T,x-f-  V — 0 

m 

p ) [ a+by 

étant  de  la  forme  -<  c+dy  -f-  ey* 

/ïj  {f+gy+ hf+ly1 

i «te.  etc. 

P')  f d+b'y 

• Ç'  > étant  de  la  forme  < c'-f  d'y  + ey* 

*'J  If+ëfy+vy+ry 

etc.  etc. 

te*  coelficiens  V V pouvant  renfermer  jusqu’aux  puissance* 
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m et  n de  y (*).  Résoudre  ces  équations,  c’est  assigner  tous 
les  couples  de  nombres  qui,  substitués  pour  x et  y , les  ré- 
duisent en  même  temps  à la  forme  o = o.  Ces  nombres  jc 
et  y s’appellent  encore  racines , ou  plutôt  solutions  des  pro- 
posées qui  eu  admettent  plusieurs. 

334-  Nous  présenterons  le  principe  de  la  résolution  de  ces 
équations , sous  deux  points  de  vue. 

i°.  Soient  G une  valeur  de  y et  « une  valeur  de  x , qui 
substituées  simultanément  dans  les  équations  (A)  et  (fi) , les 
réduisent  ào=o;  il  est  évident  qu’il  revient  au  même  d'écrire 
d'abord  G poury , et  dans  les  résultats  qui  ne  sont  plus  qu’en  x, 
de  remplacer  x par  a.,  Or.les  polynômes  qui  forment  les  pre- 
miers membres  de  (A)  et  (/^  devant,  après  la  substitution 
de  G pour  y , devenir  nuis  en  même  temps  par  ne  peu- 

vent être  que  de  la  forme 

• (-0  — Q {x— *) 

. ' (fi)  = 

donc  la  substitution  G poury  introduit  dans  {A)  et  (fi)  un  fac-* 
teur  commun  en  r — a.  dont  l’égalité  à zéro  donne  la  solution 
«=« t correspondante  à y = G.  Telle  est  donc  la  propriété 
de  toute  racine  y,  et  tout  nombre  y qui  n’en  jouit  pas , doit  être 
rejeté  comme  ne  pouvant  faire  partie  des  solutions. 

2“.  Supposons  que  les  deux  équations  soient  résolues  séparé—' 
ment  par  rapport  à x , comme  si  y était  un  nombre  , et  repré- 
«entons  par  a , a' , a",  etc.  les  racines  de  la  première  , et  par 
•t  , a.'  , st",  etc. , celles  de  la  seconde  : (A)  et  (fi)  prendront 
la  forme 

( A ). . . (x — a)  (x — a')  (x — a’)  (x — a*)  etc.  — o 

(fi). . . (x — a)  (x — a')(x — st")  (x — st*)  etc.  =0. 

(*)  Il  est  visible  qu’après  les  multiplications  faites  «le  xm~',  xm~,l  rtc. 

parles  polynômes  coefbciens,  le  deuxième  terme  en  donnera  denx,quelo 

troisième  en  donnera  trois,  et  ainsi  de  suite;  ensortc  que  le  nombre  total 

des  termes,  sera  le  même  que  celui  delà  suite  des  nombres  1,  q,  3. . .m-t-r  , 

. . (m  + n)  (m-l-t)  m’+3  m -Ha 

« «sl-à-<lire , V.,T  = . 

' O I 
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Si  maintenant  on  égale  l’une  quelconque  des  racines  a,  a',  a*/ 
etc.  à l’une  quelconque  des  racines  et,  et',  et",  etc. , on  aura 
une  équation  en  y' 

a—  a , . * 

par  exemple  , qui  donnera  pour  y une  ou  plusieurs  valeurs 
fi , fi' , fi",  etc. , telles  que  substituées  dans  (A)  et  (fi)  ces 
deux  équations  acquerront  un  commun  diviseur  je  — a oux  — a ; 
ensorte  que  la  valeur  yc=fi  déduite  de  a— et. , et  la  correspon- 
dante x r=  a ou  et  qui  devient  un  nombre  par  la  substitution 
de  G pour  y , réduiront  simultanément  les  équations  {A)  et 
( fi  ) à la  forme  o = o.  Ainsi , si  l’on  substitue  l’une  des 
valeurs  fi  de  y dans  les  deux  polynômes  {A)  et  (fi) , ce  qui 
changera  les  coefliciens  P , Q , R,  etc.,  P',  Qf,R',  en  (P), 
(Q) , (fi) , etc. , (P') , (Ç')  , (fi')  , etc. , c’est-à-dire , en  des 
nombres , les  résultantes 

a;m+(P)r'n— >+(Ç)x'"-»+ . . .+(T>+(P)=o. . . (C) 

a"+  (P,)x’—  -j-(Q')  x—* (7ï)x+(F')=o. . . (£>). 

n’étant  plus  qu’en  x , devront  être  satisfaites  par  x = n ou  *, 
c’est-à-dire,  qu’elles  acquerront  Un  commun  diviseur  du  pre- 
mier degré  x — et  : on  chercherait  donc  entre  les  polynômes 
qui  sont  les  premiers  membres  de  (C)  , et  (D)  , le  plus  grand 
commun  diviseur  , lequel  égalé  à zéro,  donnerait  xr=sa  =<*  , 
a étant  un  nombre.  ‘On  trouverait  de  la  même  manière  une 
autre  valeur  de  x correspondante  à la  seconde  valeur  fi'  de_y , 
et  ainsi  des  autres. 

Qu’on  opère  donc  sur  les  deux  polynômes  proposés  comme 
pour  en  trouver  le  commun  diviseur  x — et  , et  étant  alors  une 
fonction  dey',  et  on  trouvera  un  reste  quinereafermera  quey; 
c’est  ce  reste  qui,  pour  toutes  les  valeurs  G , G' , etc.  de  y , 
devient  nul  ) qu’on  le  pose  égala  zéro  , et  on  en  déduira  pour 
y ces  mêmes  valeurs  : maintenant  reportant  chacune  d’elle* 
dans  le  commun  diviseur  que  , pour  plus  de  généralité , nou* 
représenterons  par  Ax  — B , A et  B étant  des  fonctions  dey', 
et  posant , après  chaque  substitution , 

Ax  — B = o. 


condition 
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condition  d’après  laquelle  les  deux  polynômes  deviennent  nuis, 
on  aura  pour  x les  nombres  a. , et'  , a",  etc.,  qui,  pris  avec 
£ , (S',  jS",  etc. , satisfont  aux  deux  équations  proposées.  Tout 
ce  que  nous  venons  de  dire  se  trouve  résumé  dans  ce  qui  suit. 

335.  Une  valeur  dey  serait  bien  choisie , si,  substituée  dans 
(A)  et  (fi),  les  résultantes  avaient  une  racine  commune 
en  x , puisqu’alors  ces  deux  valeurs  correspondantes  de  xetde 
y,  substituées  simultanément  dans  les  deux  équations  proposées, 
réduiraient  chacune  d’elles  àc=o.  L’équation  finale  eny  doit 
donc  avoir  pour  racines  toutes  les  valeurs  de  y qui  jouissent  de 
la  propriété  énoncée  , et  seulement  celles-là  : d’où  l’on  tire  un 
moyen  bien  simple  d’obtenir  cette  équation.  En  effet,  les  deux 
équations  résultantes  d’une  substitution  convenable  pour  y , 
devant  acquérir  un  diviseur  commun,  si  l’on  cherche  par  les 
méthodes  données  (chap.  24),  le  commun  diviseur  entre  les 
polynômes  (^)  et  (fi  ) ordonnés  par  rapport  à .r  , on  par- 
viendra nécessairement  à un  reste  indépendant  de  x , on 
qui  ne  contiendra  plus  que  y , lequel  égalé  à zéro  , donnera 
l’équation  finale  cherchée.  Soit 


R— o 


cette  équation  en  y : sa  résolution  fera  connaître  les  valeurs  de 
y , et  on  obtiendra  celles  de  x qui  leur  correspondent  , en 
substituant  successivement  chacune  de  celles-là dansle  reste  du 
premier  degré  en  x , qui  , à cause  de  R = o , devient  le  com- 
mun diviseur  entre  (y<)  et  (fi)  : d’ailleurs  ce  commun  diviseur 
doit  être  supposé  égal  à zéro , ensorte  qu’on  a cette  seconde 
équation  Jh 

^ix—B=  o, 


A et  fi  étant  des  fonctions  dey,  de  laquelle  on  déduit  une 
valeur  de  x pour  chacune  des  valeurs  de  y.  Il  est  clair  que  le 
commun  diviseur  en  x,  n’a  lieu  que  dans  l’étendue  de  l’équa- 
tion finale.  ..  - ; . 

Ainsi  aux  deux  équations  proposées  entre  x et  y,  on  en  subs-' 
titue  deux  autre*,  lame  eny  seulement , et  l’autre  en  x et  y. 

a3  ' 
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É L £ M E » S 
PREMIER  EXEMPLES 


(i) .....  x3+3j'x2+  3y*x  — 98  = o 

(a) xM-4yx—  ay*  —10=0; 

en  divisant  (1)  par  (a),  et  continuant  la  division  jusqu’à  ca 

qu’on  parvienne  à un  reste  sans  x,  conformément  a la  méthode, 

on  trouvera  pour  équation  finale 

43/+345y<— î 98oy3+75oy»— a94qy— 43o2  =0. 

Le  diviseur  commun  du  premier  degré , ou  l’équation  qui  don- 
nera les  valeurs  de  x , est 

(gy’+io)  X — a y3—  ioy — 98  = o. 

deuxième  exemple. 

(1) Æ3-f-7nxa4-ni;T}-.p=o 

(a).....*’—  bx  — -a  —y=o, 
où  m , n , p > a et  b sont  des  nombres  : en  appliquant  la  règle , 
on  trouvera  pour  le  reste  du  premier  degré  en  * 

(j*+m&+a+û+y)*+(i+m)  (a-hy)+p  = 

•t  pour  l’équation  finale  en  y 

Çy^.a)3— {jnb  + m% — an) 

4.  (nàM-  (jnn  — 3p)  t + n* — 2mP)  (y  + 

— p(63-f-  nb+p)  = o. 

336.  Avant  de  procéder  à V énumérât®  et  à l’examen  de  ton» 
les  cas  qui  peuvent  se  rencontrer  dans  les  applications  d* 
cotte  méthode,  j’indiquerai  un  moyen  dè  composer  à volonté 
des  systèmes  d’équations , dans  lesquels  ils  aient  lieu  -,  consé- 
' -àuemment  il  sera  facile  d’introduire  ceux  de  ces  cas  dont  je 
n’aurai  pas  tenu  comptent  de  compléter  ainsi  cette  discus- 
sion. D’ailleurs  ce  procédé  montrera  qu’une  même  équation 
finale  et  un  même  diviseur  commun  peuvent  convenir  a un 
nombre  indéfini  de  systèmes  de  deux  équations  de  même  degr. 
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et  de  degrés  difFérens,  et  à cet  égard  nous  relaterons  une  ob- 
servation de  M.  Monge , ( n°  8 des  feuilles  d’Analyse , à l’usage 
des  Elèves  de  l’Ecole  Polytechnique  ).  u Lorsqu’une  propriété 
u est  exprimée  par  une  équation  unique  , cette  équation  est  nè- 
» cessaire  et  ne  peut  être  suppléée  par  aucune  autre  équation 
n unique  de  même  genre  : mais  lorsqu’elle  est  exprimée  par  le 
a système  de  plusieurs  équations , aucune  des  équations  de  ce 
» système  n’est  nécessaire , et  il  existe  toujours  une  infinité 
» d’autres  systèmes  d’équations  , absolument  équivalons,  a 
M.  Monge  cite  des  exemples  pris  dans  la  Géométrie. 

Qu’on  se  propose  , par  exemple  , de  former  deux  équa- 
tions ayant  pour  diviseur  commun  du  premier  degré  x — y , et 
y a — î =o  pour  équation  finale  ; au  produit  de  x — y par 
un  facteur  quelconque,  fonction  de  x , ou  de  x et  de^' , et, 
par  exemple,  du  premier  degré  enx,  on  ajoutera^1 — î , et 
alors  on  aura  un  polynôme  du  second  degré  ; au  produit  de  ce 
polynôme  par  une  fonction  en  r,  ou  en  x et  y , on  ajoutera 
le  polynôme  diviseur  du  premier  degré , et  ainsi  de  suite.  ’ 

Deux  quelconques  de  ces  polynômes  consécutifs  seront  de 
degrés  difFérens,  et  sous  le  même  degré,  on  pourra  varier 
à volonté  leur  composition.  Maisdeux  quelconques  de  ces  poly- 
nômes successifs,  égalés  à zéro,  admettront  les  mêmes  solu- 
tions et  en  même  nombre  ; ce  qui  résulte  nécessairement  de 
leur  formation.  11  sera  donc  facile  de  composer  des  exemples 
qui  ofFrent  toutes  les  circonstances  possibles,  et  de  prendre 
pour  chacune  les  conclusions  du  calcul , si  on  n’a  pu  le%  porter 
à priori. 

337.  Afin  qu’il  ne  reste  aucun  doute  sur  la  règle  précé- 
dente qu’il  importe  de  bien  saisir  , on  pourra  encore  en  con- 
cevoir la  démonstration  de  la  manière  suivante  : soient  A,  B 
les  deux  proposées,  R,R',e te.  les  restes  successifs , Q,  Q' , 
Q°  , etc.  les  quotiens  : on  aura  les  égalités  , 

A = BQ  + R,  2?  = + /}',/?  — fl' Ç" -f /T  etc. 

Gela  posé , chacun  des  systèmes  de  valeurs  de  x et  d ey , qui 


I 
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donne  A =r  o , B = o , donne  aussi  R =.  o , d’après  la  première 
égalité;  et  réciproquement  les  solutions  en  r et  y de  B = o , 
et  R—o,  le  sont,  en  même  temps,  de  A=z  o,  B =z  o. 
Donc  la  question  de  trouver  les  racines  communes  à A = o , 
JS  = o , est  ramenée  à connaître  celles  qui  conviennent  au  sys- 
tème des  deux  équations  B = o , R — o , dans  l’une  desquelles 
rou_y  est  élevée  à un  degré  moindre  que  dans  les  deux  pro- 
' posées.  On  prouvera  par  le  même  raisonnement  que  lesracines 
communes  à B = o , R = o , sont  les  mêmes  que  celles  qui 
satisfont  aux  couples R=.o,  R'—o-,  R'—o,  R"=o  ; etc.  Comme 
ledegré  du  diviseur  diminue  à chaque  opération  , on  parviendra 
nécessairement  à deux  équations,  l'une  en  x et  y,  l’autre 
en  x ou  y seulement , dont  les  couples  de  valeurs  communes 
sont  précisément  les  mêmes  et  en  même  nombre  que  ceux  des 
proposées.  La  deuxième  à une  seule  inconnue,  sera  donc  i’é— 
quation  finale  cherqhéc. 

L’avant-dernier  reste  étant  diviseur  commun  non  - seulement 
des  deux  proposées,  mais  encore  de  tousles  restes,  il  s’ensuit  que 
les  systèmes  des  racines,  résultans  de  l’égalité  à zéro  desdeux  der- 
niers restes , satisfont  à tous  les  autres  restes  aussi  bien  qu’aux 
deux  proposées  ; d’où  l’on  voit  sur-le-champ  qu’une  même  équa- 
tion finale  et  un  même  diviseur  commun  peuvent  convenir  à un 
nombre  indéfini  d’équations , puisqu’avec  les  deux  proposées  on 
peut  en  former  qui  en  soient  composées , de  la  même  manière 
qu’elles  le  sont  elles-mêmes  au  moyen  des  restes  etdesquotiens. 

338.  Si  l’on  compare  à la  méthode  d’élimination  qui  vient 
d’être  exposée,  celle  que  l'on  suit  dans  la  résolution  des  équations 
du  premier  degré  à plusieurs  inconnues  , on  reconnaîtra  bientôt 
que  celle-ci  est  tout-à-fait  analogue  à la  première.  Soient , par 
exemple,  deux  équations  du  premier  degré  que  l’on  peut  toujours 
mettre  sous  la  forme  x -f-p  = o , x +q= o -,  en  substituant  dans 
l’une  la  valeur  de  x prise  dans  l’autre  , on  trouve  p — q=  o, 
pour  équation  finale  ; or  c’est  aussi  la  condition  sous  laquelle 
les  deux  quantités  x + P . * + q auraient  un  commun  divi— 
« seur  en  x,  comme  on  peut  s’en  assurer  aisément  par  la  di- 
vision. En  général , les  divers  procédés  d’élimination  que  l’on 


Digitized  by  Goojgle 


D’  À L G È 8 R E.  357 

peut  employer  pour  parvenir  à résoudre  les  équations  à plusieurs 
inconnues,  ont  tous  un  but  commun  qui  consiste  à substituer 
au  système  des  équations  proposées  , un  autre  système  parfai- 
tement équivalent , et  à continuer  ainsi  à décomposer  la  dif- 
ficulté qui  résulte  de  l’existence  simultanée  de  plusieurs  inconnues 
dans  toutes  les  équations  que  l'on  compare  , en  ramenant  succes- 
sivement leur  résolutions  à celle  d’équations  plus  simples  dont 
la  dernière  ne  renferme  plus  qu’une  inconnue , et  peut  être 
résolue  exactement , ou  au  moins  par  les  méthodes  connues 
d’approximation . 

33g..  Il  reste  maintenant  à examiner  les  principales  circons- 
tances que  peut  présenter  l’application,  du  calcul  à la  recherche 
des  racines  communes  à deux  équations,  dont  le  commun  divi- 
seur et  l’équation  finale  ont  été  trouvés  par  la  règle  énoncée 
plus  haut. 

34o.  Supposons  d’abord  que  le  reste  en  x soit  du  premier  de- 
gré, et  représenté  par  Ax — B.  La  valeur  de  x obtenue , après  la 
substitution  d’une  des  racines  de  l'équation  finale  dans  ce  reste, 
peut  être  finie,  nulle,  infinie,  ouf.  Si  l’on  ax  = et,  a.  est  la  racine 
commufie  aux  deux  équations  pour  y — fi  , et  de  plus  elle  est  la 
seule  , puisque  x — *a , ou  , en  général  , N ( x — *)(Ar  étant 
un  nombre),  est  le  plus  grand  commun  diviseur;  il  en  est 
de  même  dans  le  cas  de  =0.  Lorsque  l’on  trouve  x = oa  , 
il  faut  en  conclure  qu’à  la  valeur  y = fi,  il  ne  corres- 
pond aucune  valeur  de  x , pas  même  x = 00  que  semble 
donner  l’équation.  Ax  — Z?  = o;car  il  est  visible  que  deux 
équations  ne  peuvent  être  satisfaites  par  x—  00  ,y  = C , puis- 
que leurs  premiers  membres  deviendraient  infinis.  Si  l’on  trouve 
dans  le  cas  actuel  x=oo  , c’est  parce  que  l’on  pose  une 
équation  absurde  , en  écrivant  Ax — B = o ; car  le  terme^x 
est  nul , d’après  la  substitution  y = fi,  puisqpe  A devient 
zéro  , et  B est  un  nombre  qui  ne  peut  pas  égaler  zéro.  Co 
nombre  B est  donc  le  commun  diviseur  que  la  valeur  y — Q 
fait  acquérir  aux  deux  proposées  j et  si  toutes  les  racines  de 
l’équation  finale  introduisaient  de  même  un  commun  diviseur 
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numérique  dans  les  deux  équations,  il  faudrait  en  conclura 
qu'elles  sont  en  contradiction , vu  qu’il  n’y  a pas  de  couples  de  . 
valeurs  de  x et  de  y , qui  puissent  les  réduire  en  même  temps 
à o = o;  c’est  ce  qui  a lieu , par  exemple,  dans  les  deux  équa- 
tions 

axy * — 8ry  + ay -f-3y  — 8 = o,  4 ry  — xy* — y3  + 7 = o, 

mais  il  peut  se  faire  que  toutes  les  racines  de  l’équation  finale 
ne  produisent  point  cet  effet , et  alors  les  proposées  ne  sont  pas 
en  opposition. 

On  voit  donc  que  même  lorsque  les  procédés  du  calcul  n’ont 
introduit  dans  l’équàtion  finale  aucun  facteur  étranger,  ce  qui 
arrive  très-souvent,  comme  nous  le  montrerons  bientôt,  il  n’en 
résulte  pas  toujours  que  toutes  les  racines  de  cette  dernière 
satisfont  aux  deux  proposées.  Réciproquement,  si  deux  équa- 
tions avaient  été  composées  de  manière  qu’une  certaine  va- 
leur substituée  pour  y,  leur  fit  acquérir  un  commun  diviseur 
numérique,  cette  valeur  de_y  serait  une  des  racines  de  l’équa- 
tion finale , puisque  celle-ci , d’après  les  conditions  exprimées 
par  le  calcul  qui  y conduit , doit  contenir  non-seulement  toutes 
les  valeurs  de  y qui  font  système  de  solutions  avec  celles  de 
x , mais  , en  général , toutes  celles  pour  lesquelles  les  deux 
proposées  ont  un  facteur  commun,  quel  qu’il  soit. 

Enfin  si  la  valeur  y = fi  donne  , en  même  tetp|is , A — ot 
B — o , le  reste  Ax  — B se  réduisant  à zéro  ;par  la  seule 
hypothèse  y — S , quel  que  soit  x , il  en  résulte  que  cette  va- 
leur substituée  dans  les  équations  proposées , leur  ferait  ac- 
quérir un  facteur  en  x d’fln  degré  supérieur  au  premier  , 
puisque  le  reste  du  premier  degjré^s’anéantit  de  lui-même  ce 
sera  donc  le  reste  précédent,  oiij'Cn  général , celui  des  restes 
antéxieurs  que  la  valeur  y— fi  ne  réduit  pas  à o = o , qui  de- 
viendra diviseur  commun  ; il  y aura  donc  alors  plusieurs  va- 
leurs de,  x correspondantes  à la  racine  y — fi-  La  valeur  de 
x n’est  donc  pas  indéterminée  : mais  l'indétermination  existe 
dans  l’équation  Ax  — B =o , parce  que  celle-ci  étant  insuf- 
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lisants  pour  donner  le e deux,  trois  , etc.  valeurs  de  x correspon- 
dantes ky  =a l 3 , ne  doit  pas  donner  l’une  plutôt  que  l’autre 
et  elle  montre  son  insuffisance  par  le  symboje  f . 

Ce  résultat  § , dit  M.  Lagrange  , dans  le  Calcul  des  fonc- 
fions,  a lieu  dans  les  formules,  lorsqu  il  y a des  cas  quelles 
ne  peuvent  représenter;  c’est,  pour  ainsit  dire , le  moyen  que- 
l’analyse  emploie  pour  échapper  aux  contradictions . Les  ra- 
cines imaginaires  n’indiquent  pas  , à proprement  perler , une 
contradiction , mais  une  impossibilité. 

. Si  l'on  sait  à priori , ou  d’après  la  composition  des  deujc 
équations  données , qu’à  une  même  valeur  de  y correspondent 
plusieurs  valeurs  différentes  de  x , les  restes  en  x depuis  celui- 
«lu  premier  degré  inclusivement  jusqu’à  celui  pris  exclusive- 
ment dont  le  degré  est  égal  à ce  nombre  de  valeurs  de  x , 
seront  nuis  d’eux-mêmes,  après  la  substitution  de  cette  va- 
leur de  y;  car  autrement  il  résulterait  de  la  démonstration  dut 
plus  grand  commun  diviseur , que  les  deux  équations  proposées 
n’auraient  pour  facteur  commun  qu’uu  polynôme  en  x d’un 
degré  moindre  que  le  nombre  des  valeurs  de  x,  connu  d’a- 
vance , polynôme  qui  ne  pourrait  donner  le  nombre  nécessaire 
de  solutions  en  x , ce  qui  est  contre  l’esprit  de  la  méthode.. 
On  peut  d’ailleurs  le  prouver  directement  (*). 


{*)  Soient  « , a.'  les  deux  valeurs  dex , correspondantes  à y—C,  et  on  con- 
çoit que  la  conclusion  sera  vraie,  h fortiori,  dans  le  cas  où  il  y aurait 
plus  de  deux  valeurs  pour  x,  qui  repondraient  à nne  racine  y:  en  repor- 
tant cette  valeur  C pour  y dans  les  cocGciens  A et  B de  Ax  — B = of. 
on  aura  ^ . 

(A)  *-(B)  = o,  (A)  (fi) -o, 

et  retranchant  la  seconde  cquatien  de  la  première  , il  vient  1 
(A)  (*  — «')  = o. 

Or  comme  nous  ne  supposons  pas  ici  qu’à  la  même  racine  y correspondent 
plusieurs  valeurs  e'gales  dex,  circonstance  sur  laquelle  nous  reviendrons  plu» 
loin  , on  n’aura  pas  a.  = «'  ; jl  faut  donc  qu'on  ait , poury  = C , 

/ < 

(A)  = o , donc  (B)  — o. 

Réciproquement,  toutes  les  fois  que,  pour  une  même  valeur  de  y tir 


I 
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Il  est  essentiel  d’observer  que  les  coefficients  des  difFérëns 
restes  qui  se  réduisent  d’eux -mêmes  ào  = o , pourjr  = C, 
ont  tous  pour  facteur^  — C , d’après  le  principe  de  la  com- 
position des  équations  : s’ils  deviennent  nuis  par  plusieurs  va- 
leurs C,C , etc.  de  .y,  on  prouve  de  même  qu’ils  ont  pour 
facteur  commun  ( y — C)  y — C)  , etc. 

342.  Si  l’on  savait,  à priori , qu’à  toutes  les  racines  de  l’é- 
quation finale,  doivent  répondre  plusieurs  valeurs  de  x , on  en 
pourrait  conclure  que,  dans  la  recherche  du  plus  grand  com- 
mun diviseur  des  polynômes  proposés , l’opération  s’arrêtera 
d’elle-même  à un  diviseur  d'un  degré  supérieur  au  premier, 
par  exemple,  au  diviseur  du  troisième  degré,  s’il  doit  y avoir 
pour  chaque  racine  y , trois  valeurs  de  x ; en  effet,  si  l’on 
trouvait,  dans  ce  cas,  un  reste  du  premier  ou  du  second 
degré  seulement,  ce  reste,  d’après  ce  qui  précède,  aurait 


l'équation  (inale  R — o,  le  facteur  du  premier  degré  en  x,  égalé  à zéro, 
c'est-à-dire , 

Ax  — B = o 

donnera  x = * , on  conclura  avec  certitude  qu’à  cette  valeur  de  y corres- 
pondent des  valeurs  multiples  de  x ; il  faudra  donc  reporter  y = C dans 
le  reste  précédent  du  second  degré,  qui  est  de  la  forme 

A'x*  -h  B'x  -4-  C\ 

le  résultat  de  cette  substitution , égalé  à zéro , fournira  les  deux  valeurs  de  x. 
Si  cette  équation  donnait  encore  x = J , on  serait  averti , comme  dans  le  cas 
précédent,  qu’à  la  valeur  y = C,  correspondent  plus  de  deux  valeurs  de  x. 
En  effet  qu'à  y — C,  doivent  correspondre 

, , 

x = « , a:  = « , x = », 

©n  aura  donc,  par  la  substitution  de  cette  valenr  y dans 
A'x > 4-  B'x+C=:o,- 
ces  trois  équations  en  x et  en  nombres, 

(AT)  «>  -4-  (B!)  *■  ■+■  {&)  = o 
(A-)  •'*  + (B')  a'  -MC*)  = o 
(A')  «"’-H-B')  **+  (C)  = 0; 

soustrayant  la  seconde  de  la  première,  et  la  troisième  de  la  première,  on  ob- 
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pour  facteur  de  tous  ses  termes , l’équation  finale  : or  les  deux 
proposées  étant  exactement  divisibles  par  l’avant-dernier  reste , 
lorque  l’équation  finale  est  satisfaite,  il  s’ensuit  qu’elles  pren- 
draient pour  facteur  commun  cette  équation  finale  , et  qu’elles 
seraient  satisfaites  indépendamment  de  x,  par  toutes  les 
valeurs  de  y , ce  qui  est  contre  l’hypothèse.  On  rencontre 
le  cas  énoncé  dans  le  système  suivant  : 

+ 1 )*°+(y3+9y  *fy— 8 1 )x-f-y’=o  ; 
x’+ayx'-f-  ay*x-+-y  ! -f-qy1 — 8i=o  : 

on  trouve  le  diviseur  du  second  degré  en  x 
x'+yx+y\ 
et  le  reste  correspondant  est 

sy%— 81  ; 


tiendra  ces  deux  résultantes 

«'*)  + {B')  («-«')  = o 

* ^ MO  (•*  - *“>)  + {B')  («-«”)  = o , 

dont  la  première  divisée  par  a — a',  donne 

(A')  (a  -+■  «')-+•  (B')  = o ; ** 

et  la  seconde  divisée  par  « — a",  donne 

(.A")  (a  -H  a")  -+-  (50  = o. 

Retranchant  encore  cette  dernière  de  la  précédente , on  obtient 
MO  ( a'—  a")  = o ; 

. v ■ s iv  ' . • 

et  comme,  par  hypothèse , les  racines  a',  a"  sont  inégales,  il  faut  nécessaire- 
ment conclure 

( A 0 = o ; donc  (B1)  = o et  (Cr)  = o ; •« 

donc  aussi  x = J,  pour  la  valeur  C à laquelle  doivent  correspondre  pins  de 
deux  valenrs  de  x.  On  effectuerait  alors  cette  substitution  dans  le  reste  du 
troisième  degré. 

A " x*+ B" x>  + C" x-b  D", 

lequel,  égalé  k zéro,  donnerait  les  trois  valeurs  de  qu’su  doit  prendre 
avec  ’jr  = f. 
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ensorte  qu’à  chacune  des  valeurs  y — ±3,  déduites  de 
^—81  = 0, 

correspondent  deux  valeurs  de  x.  On  voit  qu'on  ne  rencontre 
pas  ici  de  ctftnrnnn  diviseur  du  premier  degré.  . 

343.  Mais  si  quelques-unes  seulement  des  racines  de  l'équa- 
tion finale , donnent  des  valeurs  njultiples  de  x , alors  on  est 
conduit  à un  diviseur  du  premier  degré  en  x , puisque  lui  seul 
peut  faire  connaître  les  valeurs  non  multiples  de  x , à moins 
cependant  que  les  proposées  n'admettent , par  exemple , un 
diviseur  de  la  forme  Yx*  -f-  Y' x -f-  Y" , Y étant  l’équatiojp 
finale,  et  Y1,  y"  des  polynômes  enj>.  En  général,  pour  celles  des 

racines  y qui  rendent  x = les  fonctions  en_y,  représentées 

par  A et  B , renferment  nécessairement  un  facteur  commun 
(y — C)  (_y — C'),  etc.  (3ig)  ; conséquemment  si,  avantde  faire 
la  division  -du  diviseur  du  second  degré  par  celui  du  premier  „ 
on  supprime  dans  A et  B , ces  facteurs  que  nous  supposerons 
n’êtrepas  communs  aux  fonctions  A'  , C de  A' x^-\-Dr , 
l’équation  finale  pourra  perdre  toutes  les  racines  C , C,  etc. , 
et  seulement  celles-là,  ensorte  qu’elle  ne  contiendra  plus  que 
celle^  des  racines  y qui  donnent  une  seule  valeur  de  x.  Si 
donc  on  a découvert  et  supprimé  ce  facteur , il  faut  tenir 
compte  de  toutes  les  valeurs  de  y qui  le  rendent  nul , et  en 
faire  les  substitutions  dans  le  diviseur. 

A x*-\-Bt  x-\-C  — o. 

' La  même  réduction  aurait  lieu  dans  les  coefliciens  A',  If 
«t  C , dans  le  cas  où , à quelques  racines  de  l'équation  finale , 
correspondraient  plus  de  deux  valeurs  de  x;  alors  il  faudrait 
tenir  compte  des  valeurs  de  y qui  rendraient  nul  le  facteur 
commun  supprimé,  parce  que  l’équation  finale  pourrait  être 
dépouillée  de  ces  racines,  et  on  les  reporterait  dans  le  diviseur 
du  troisième  degré  qui,  égalé  à zéro , fera  connaître  les  valeur»- 
correspondantes  de  x,  et  ainsi  de  suite.  S'il  arrive  même  quef 
pour  quelques  racines  y , l’une  des  df ux  proposées  devienne 


Digitized  b*  Google 


\ 

D’  a l g i B R E.  363 

diviseur  de  l’autre,  alors  tous  les  diviseurs  jusqu’à  celui-là 
exclusivement , donneront 


Il  reste  donc  à reconnaître  si  le  facteur  ( y — £)  ( y — ff')’etc. 
qu’on  a découvert  et  supprimé  dans  tous  les  coelliciens  de  l’un 
des  diviseurs  , doit  faire  ou  non  partie  du  premier  membre  de 
l’équation  finale.  Or  comme  , dans  le  premier  cas  seulement, 
C , C , etc.  sont  des  solutions  en  .y,  les  deux  polynômes  proposés 
devront , pour  chacune  des  valeurs  de  C , C'  de  y , devenir 
divisibles  par  le  diviseur  qui  précède  immédiatement  celui 
dans  lequel  on  a fait  la  suppression  de  (yt — C)  ( y — £'  ) etc. , 
H arrive  en  même  temps  que  le  degré  de  l’équation  finale  est 
abaissé.  Les  exemples  suivans  éclairciront  ce  que  nous  ve- 
nons de  dire. 

Ier  Exemple. 

■ 

2Xa4-(3y — üyJ)  x — 3y3  = o 
xa  -f-  (3  — zy}  x — 6y  = o : 
en  divisant  la  première  de  ces  équations  par  la  seconde , on 
obtient 

nxa  4-  (3y—  gy 3)  x — 3y 3 (^y— 2y_ 6)  x -f-i  ay— 3f 

xa-|-(3 — 2j')x-f-€y'  x*4-(3 — 2_y)x — 6y  * 

j'observerai  qu’en  posant 

ay'1 — 7y+6  = o,  Sj'5 — iay=  o, 
on  trouve  que  ces  deux  équations  s’accordent  à donner _y=r  a, 
et  que,  pour  cette  valeur,  les  deux  proposées  ont  lieu,  puis- 
qu’elles deviennent 

a(x* — x — ta  ) = o , xa — x • — 12  = 0 , 

et 

et  qu’ elles  sont  satisfaites  par 

x — 4,  x = — 3. 

On  reconnaît  donc  qu’à  une  valeur  de  y , doivent  corres- 
pondre deux  valeurs  de  x,  et  on  observera  que  pour yx=u  , 
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le  diviseur  du  premier  degré  en  x,  s’évanouit.  Cette  racine^» 
doit  donc  appartenir  à l’équation  finale;  si  l’on  divise  pary — 3 
chacun  des  deux  polynômes  2ya — 7 y +6,  3 y3 — i2y,  on 
trouve  ces  quotiens  ay  — 3,  3y2+  Gy,  ensorte  qu’on  a 

( — *y+  3)  x— (3y*-f-6y) 

pour  diviseur  du  premier  degré  en  ï,  en  observant  que  le* 
signes  ont  été  changés;  et 

(y+3)y  = o, 

pour  équation  finale  qui  ne  contient  plus  la  racine  y — 3 : sa 
résolution  donne 

’ y=°>  y— 0,  y=  + V—3, 

valeurs  auxquelles  correspondent 

x = o,  x = — 3.  f 

Si  on  n’eût  pas  supprimé  le  facteur  y — 2,  on  aurait  eu 

(y— 2)  (J1 +3)  y‘=o, 

équation  finale  plus  élevée  d’un  degré  que  la  précédente.  Dan» 
cet  exemple  , si  le  facteur  y — 2 commun  aux  deux  fonctions 
A et  B , et  qui  fait  nécessairement  partie  de  l’équation  finate 
complète , ne  se  reproduit  pas  dans  les  diviseurs  plus  élevés , 
c’est  que  la  fonction  en  xet_y  par  laquelle  on  a multiplié  le 
diviseur,  est  fractionnaire  en  y,  et  contient  en  dénominateur 
le  facteur  y — 3 : ensorte  quey» — 3 ne  se  trouve  plus  diviseur 
dans  la  somme  de  ce  produit  et  du  polynôme  (y — 2)  ( yM-5)  y*. 

Nous  observerons  que  si,  dans  l’exemple  précédent,  et  pour 
favoriser  la  division , on  multipliait  le  dividende 

*a-4-(3  — ay)  x—  6y 

par  le  facteur  jy  — ay"  — 6 , on  introduirait  une  fois  de  plus  le 
facteur _y  K-  a , et  conséquemment  la  racine  y'=  2 dans  l’équa- 
tion finale  qui  se  trouverait  trop  élevée  de  ce  facteur  répété. 
A la  vérité,  il  ne  résulterait , dans  ce  cas,  aucun  inconvénient 
de  l’introduction  de  ce  facteur  dans  les  termes  du  diviseur 
précédent,  puisqu’on  retrouverait  les  jnêipes  systèmes  de  valeur» 


■î 
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pour  x et  y,  et  en  même  nombre,  en  ne  prenant  qu’une  foi» 
-ceux  qui  se  répètent. 

II*  Exemple. 


yx? — 6x* — yx  -j—  6 =o (i) 

ax3 — 3yxa — 2y“x-f-  3_y3=  o (a)  : 


on  trouve  pour  le  reste  de  la  division  du  premier  polynomo 
par  le  second 

(3j* — 12  ) x*+  (ay3 — ay)  x — 3^+  ia. , .(3) 

et  continuant  l’opération  d’après  les  règles  données , on  parvient 
aux  restes 

( — 1 3y3+4oy)  x*4-  (s^y* — 24)  x -f-  gy5 — 36y3 (4) 

(a6y6 — 34yf — 28oy*-J-288)  x — îuy7 — g6_y5-t-588y3 — 48oy  ■ - (5) 
Je  cherche  s’il  existe  un  plus  grand  commun  diviseur  entre 
a6y6 — 34yl> — a8o_ya-(-288  et — iay7 — g6y5— f-  588_y3 — 48oy, 

et  je  trouve  2 (y-+- 1 ) (y — 1),  facteurs  qui  ne  sont  pas 
dans  (4).  Après  avoir  supprimé  ces  facteurs  dans  (5),  on 
obtient  pour  diviseur  du  premier  degré  en  x, 

( »3y4— 4y1—  i44)  x -r  6y5— 54y3  + n4oy . . . .(6); 

achevant  l’opération , on  parvient  à l'équation  Gnale 

— a43y’*-f-3oa4y'° — 4aoiaJ'8 — 88i28_y€-f-45g648y^ — 7464gSy* 

-f-a4883a= o, 

laquelle  divisée  par  27  devient 

gyla  — uay10-4-  i56y*-+-  3a64y6 — îjoa/fy* 

+ zy648y‘  — gai6  = o. . .(7)  ; 
cette  équation  traitée  dans  un  des  chapitres  suivans , donne  les 
racines 

y=i ha;  y = ±$-,  y-±z^6-,  y=±  V/^6, 

dont  chacune  des  deux  premières  se  répète  trois  fois  : la  subs- 
titution de  ces  valeurs  de  y dans  (6) , donne  ces  valeurs  corres- 
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t 

pondantes  de  x 

a;=dz3;  x =tfc  ijx  = ±\/6^xr=qrv/ — S 

On  trouve  de  plus  , en  égalant  à zéro  le  facteur  commua 
supprimé  dans  (5) , ces  racines 

jr— +»;  y = — *> 

auxquelles  correspondent  les  suivantes  pour  x , 

IS  + IJIS+l. 

Tels  sont  donc  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  x et  de  y qui 
satisfont  aux  deux  équations  proposées , en  observant  que  les 
deux  dernières  racines  y ne  se  trouvent  plus  dans  l’équation 
finale. 

Nous  ferons  remarquer  que  l’équation  finale  précédente  est  vé- 
ritablement du  quatorzième  degré,  tandis  qu’elle  ne  devrait  être 
au  plus  que  du  douzième.  Ces  racines  superQues  ou  étrangères 
à la  question , qui  viennent  ainsi  compliquer  l’équation  finale , 
proviennent  des  facteurs  en  y introduits  à l’effet  de  favoriser  le* 
divisions  des  premiers  termes , dans  le  cours  de  l’opération , 
comme  nous  le  prouverons  à la  fin  de  ce  chapitre  : nous  revien- 
drons incessamment  et  avec  beaucoup  de  détails  sur  ce  point 
important. 

UI*  Exemple. 

yxA  Syx3 — y1.»1*-}-  (y  + î ) x — y — o. .. .(i) 

yx 4 ( 3y  — î ) x*  — y'x  -f-  y — î = o . . . . (2)  : 

on  trouvera  les  diviseurs  successifs  des  troisième  et  second 
degrés. 

(3) x*  + a*— -y-,  <y— i ) **4-(y— O (4); 

lorsqu’avant  de  procéder  à la  division  de  (3)  par  (4) , on  en- 
lève le  facteur  y — î , on  trouve  le  diviseur  du  premier  degré 
en  x 

x— y=°, 

•t  l’équation  finale  « 

y*  + i =s  o j 
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qui  donnent  ce$  couples  de  valeurs 

* 

y=  + [/—  1,  x = + V — 1 >y= — V — 1 1 , x = — 1/ — i- 

Si  au  contraire , à dessein  de  faire  la  division  et  n’ayant  pas 

découvert  ce  commun  facteur,  on  multiplie  (3)  par  y 1 1 

on  parvient  à „ 

(y—  O *—y  {y  — 0=0 

la  valeur 


y = 1 

reportée  dans  les  diviseurs  des  premier  et  second  degrés  ■ 
donne 


et  celui  du  troisième  devient 

« 

x3-+«ax  — t , 

diviseur  exact  des  deux  proposées.  Copséquemrnent  cette  valeur 
y — 1 > prise  avec  les  trois  racines  de  x3-^  ax  — 1=0,  sont 
autant  de  couples  de  solutions  qu’on  perdrait,  si  l’on  suppri- 
mait le  facteur  y — 1 sans  en  tenir  compte. 

IV*  Exemple. 


yx$+2(y+i)xG-yx3— (y3—i)x*~(yH-i)x--y*S2o. . . (i> 

yxS+(2y+  i)x3  — yx2— fx—  (y-f-i)  — 0 (a): 

on  trouve  les  diviseurs 

(3)...x44-x-— -ar— y»,  (y-f  î)!3- (y-f-i  ) ...(4) 

et  faisant  cette  division  en  supprimant  le  facteur  y -f- 1 , on 
parvient  enfin  à t 

y“x — r=o,  y6— r=o. 

La  valeury= — 1 ne  se  trouve  ici  qu’accidentellement  dans 
l’équation  finale  , ou  plutôt  le  facteur  y -f-  1 de  cette  équation 
n’est  pas  le  même  que  celui  qu’on  a supprimé.  On  a d’abord 
ces  solutions, 

'=■  }«{X=I 

y = — 1 * l x = 1 
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♦ 

et  le  surplus  des  racines  y est  donné  par 

y*  +y+' 1 = °- 

Qu’on  n’enlève  plus  le  facteur  -j-  1 , mais  qu’on  l’introduise 
dans  le  dividende , on  trouvera 

* y (y+Ox— Or+i)  = o 

(y~OCy+i)=o. 

Pour  y = — i,  les  facteurs  des  premier,  second  et  troisième 
degrés,  donneraient 

JC  **~~  - * 

o > 

9 

celui  du  quatrième  qui  serait  alors 

x^  + x* — x — 1 = 0 

deviendrait  diviseur  exact  des  deux  proposées  après  y avoir 
fait  la  même  substitution  pour  y ; i)  fournirait  donc  les  quatre 
valeurs  de  x à prendre  a^pc_y  = — i. 

Y.  Exemple. 

y (.y—1  ) ^-f-.yC.y—  » ) *■ 

+ {/()+!  î+yCjy— O }*+.y—  i = o....  (0 

y (y  — i ) x*  + ( y-i)i+y(y  + i ) =o (a) 

On  trouvera  le  diviseur  du  premier  degré  en  x , 

y (.y  — 1 )*+^  — i » 

et  si  on  a découvert  et  supprimé  le  facteur_y  — i , ce  divi- 
seur devient  _yx+i.  Dans  les  deux  cas , ou  obtiendra  la  même 
équation  finale 

y (j  + i )=°» 

qui  donne  les  deux  racines 

y = o,y=—i. 

Ces  racines  substituées  dans 

yx  -f  i =X> , 

donnent 


Nous 
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Nous  reviendrons  sur  ces  couples  de  valeurs,  après  avoir 
examiné  ce  qui  résulte  de  la  substitution  y = ! pour 
laquelle  le  diviseur  immédiat  en  x du  premier  degré  ’ donne 

x — ô- 

Pour  y = i , les  deux  proposées  donnent 

2X  = O , 3=0, 

résultats  contradictoires  desquels  on  doit  conclure  que 
y=ione  satisfait  pas  ; a*,  que  la  valeur  de  y qui  donne 
x — ô ne  tait  pas  toujours  partie  des  solutions. 

Sous  la  double  condition  du  diviseur  commun  égalé  à zéro 
savoir  : o » 

yxzzn— — i 

et  de  l’équation  finale  ’ ' 

y (.y-f  i ) = o, 
les  proposées  deviennent 

~~y  (y — — (y — i)x=0 

y (.y  — »)*•  — (.y— * )x~0, 

et  alors  elles  s’accordent:  aussi  sont- elles  satisfaites  parle 
couple  de  valeurs 

y— — t et  x~  î. 

Pour  montrer  qu’elles  le  sont  aussi  par  y = o et  x — — — ' 

o * 

faisons  dans  les  proposées  x = ij  elles  deviendront 

Z x 

1 

y*Ü'—1)+y(y—i>+{y°(y+0+y(y—0}z'+<y—i)z3=So 
y (y—  0+(>  — i ) z+^(j+!  )z*=ï=o  : 

or  y = o les  change  dans  celles-ci  : 

— z3=o,  —z  = o, 

qui  sont  satisfaites  par  z = o oü  par  x = - — I 

z o 

343.  Il  peut  arriver , i°.  qu’à  toutes  les  racines  y , réponde  la 
meme  valeur  de  x ; a0,  qu’à  plusieurs  racines  y,  réponde  une 

, *4 
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même  valeur  de  x , tandis  que  pour  le  surplus  des  racines  y,  on 
trouve  des  valeurs  de  x différentes  ; 3®.  enfin  que  pour  plusieurs 
racines  y,  on  ait  une  même  valeur  de  x,  et  que  pour  d'autres 
racines  y , on  ait  une  même  autre  valeur  de  x.  Nous  sup- 
posons toujours  qu’on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur 
en  x,  c’est-à-dire,  qu’on  ordonne  les  deux  polynômes  pro- 
posés suivant  x. 

La  première  circonstance  a visiblement  lieu  , lorsque  le 
diviseur  du  premier  degré  en  x , est  indépendant  de  y ; car 
puisqu’alors  il  ne  varie  pas  par  y , on  a même  valeur  de  x 
pour  toutes  les  racines  y déduites  de  l'équation  finale.  Si  dans 
ce  diviseur  que  je  supposerai  renfermer  y,  les  fonctions  A 
et  B sont , à un  facteur  numérique  près  , les  mêmes  , et  si 
de  plus  elles  ne  deviennent  pas  nulles  dans  toute  l’étendue 
de  l’équation  finale,  alors  en  posant , ainsi  qu’on  doit  le  faire, 

, . B 
Ax  — B = o,  d ou# x 

on  pourra  diviser  par  cette  fonction  en  y,  sans  changer  l’équation 
finale  , et  on  aura  x égal  à un  nombre  qui  restera  le  même  pour 
toutes  les  valeurs  de  y.  Il  est  d’ailleurs  manifeste  que  cette 
fonction  qu’on  supprime , ne  peut  être  facteur  commun  dans 
le  diviseur  du  second  degré. 

Le  second  cas  est  donné  par  un  diviseur  en  x , tel  que 

x n -f-  Çy,  n étant  un  nombre,  et  çy  (expression  ou  fonction 

en  y)  devenant  nulle  pour  un  certain  nombre  de  racines  de 
l’équation  finale,  et  prenant  des  valeurs  numériques  diffé- 
rentes pour  les  autres  : car  pour  les  premières  valeurs  dey, 
on  aurait 

x — n~  o,  d’où  x — n. 

On  voit  donc  que  çy  doit  être  le  produit  de  tous  les  fac- 
teurs correspondans  à celles  des  racines  y qui  donnent  même 
valeur  numérique  de  x . Ensorte  que  si  le  commun  diviseur  en  X 
peut  être  mis  sous  laforme  de  x — rc-f-<py  , et  que  çy  soitundivi-* 
seur  exact  de  R qui  représente  le  premier  membre  de  l’équa- 
tion finale , on  sera  assuré  que  la  çirconstanca  en  question  a lieu. 
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On  aura  le  'troisième  cas,  si  l’équation  finale  en  x , étant 

fyX<Py  = o 

le  diviseur  en  x est  réductible  à la  forme  ' 

- {x  — n +fy)  ( x—  n'  + çy'). 

En  effet,  pour^ÿ=o,  on  aura  ces  solutions 
x—n  , x — n — [ <py  ] , 
et  pour  çy  — o,  on  obtiendra 

x—n  , x = n — Ify  ]; 

Q <py  ] et  £ fy J désignant  la  première  ce  que  devient  çy  en 
remplaçant  y par  toutes  les  racines  defy  = 0,  et  la  seconde 
ce  que  devient /ÿr,  pour  toutes  les  valeurs  de  y racines  de 
ty—o. 

Exemple. 


y *-f-3y a I—  1 )xM-(y6-f-2y5— ■yi — Zy^-y'+Zy+Z  )x 

. +y'+°f—ÿ—'*y— ° 

y+Hy-j- 1 )x’+(y5-f-2y  *— y! — qy2-f3)x=  o 
On  trouvera  pour  dernier  diviseur  en  x 

;*“  + ( — y“  + 3)  a?+y4+2y3—  y*—  »y. 


et  pour  équation  finale 

_y  + 2y3—  y — 2j=o. 

Ensorte  que , sous  la  réserve  de  cette  équation  , le  diviseur  - 
précédent  égalé  à zéro  , se  réduit  à 


x*  -f-  ( — _y*  + 3 ) x=  o. 

On  a donc  les  systèmes  de  valeurs 

Îy  — o,  x =— 3,  x—o 
.y  = + ' > X — — 2,  X—O 

y—  — t,  x — — a,  ar  = o 
y—  — 2,  x = +i,  x — o 


Ainsi  aux  deux  valeurs  _y  = 1 et  y = 1 correspond  la  va- 

leur x = 2. 
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La  valeur  x = o , prise  avec  chacune  des  quatre  valeur» 
de  y , satisfait  aux  deux  proposées  ; car  d’abord  par  x = o , 
la  seconde  devient 

0=  o , 

et  la  première  se  réduit  à l’équation  finale  qui  s’anéantit  par 
ces  valeurs  de_y. 

Dans  cet  exemple,  le  diviseur  en  x peut  s’écrire  ainsi: 
x{  x + 2 + ( 1 — y ) }=o, 

où  , — y * est  le  produit  des  deux  facteurs  1 — y et  1 +y  « 
de  l’équation  finale  , qui  deviennent  nuis  par  ,y=z — 1., 

valeurs  auxquelles- correspond  la  racine  double  x — — 2.  U 
sera  maintenant  facile  de  généraliser  ces  considérations. 

344.  Les  deux  équations  suivantes 

(x — ^)3  (x!1+i)=o 
(x  — ay+i)3(x  — i)=o, 

offrent  le  cas  qui  n’a  pas  encore  été  examiné,  où  à une  ra- 
cine y de  l’équation  finale  , correspondent  plusieurs  valeurs 
égales  de  x : ici  à y = 1 répond  ( x) — 1 )3  : ainsi  pour  cette 
valeur  de  y seulement , le  polynôme  du  troisième  degré  en  x , 
sera  le  plus  -grand  commun  diviseur  des  deux  proposées , et 
les  diviseurs  des  second  et  premier  degrés  disparaîtront.  On 
trouve  ce  diviseur  du  troisième  degré 

(9/— ia^+5)x34-(— 37y3+47y1— l8y+2)ar* 

-f  (24/— 3 îj’+iGy — 3)r  4 (— a4y*-f  5 1/— 42y+i  ty— 2) 
qui,  pour  y " 1 , se  réduit  à 

2 (x3 — 3x*  + 3x — 1)=  a (x — 1)3: 

ceux  des  second  et  premier  degrés  qui  deviennent  nuis  pour 
y — 1 , sont  trop  compliqués  pour  que  nous  les  rapportions 
ici. 

On  découvre  donc  en  même  temps  la  solution  en  x et  le 
nombre  de  fois  quelle  est  répétée.  11  est  presqu’iriutile  d’ob- 
server que  les  diviseurs  des  degrés  inférieurs  à celui  qui  donna 
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la  racine  multiple , ne  deviennent  pas  nuis  d’eux-mêmes , si  , 
pour  chacune  des  autres  solutions^ , on  doit  avoir  une  seule 
valeur  de  x.  Il  est  maintenant  bien  facile  de  voir  ce  qui  ar- 
rivera dans  le  cas  où  à y — C correspondent  trois  racines  x=tt , 
à y correspondent  deux  racines  x = etc. 

345.  Il  pourrait  arriver  que  les  deux  équations  eussent  un 
facteur  commun  introduit  par  la  question  , lequel  pourra 
être  fonction  de  l’une  ou  de  l’autre  des  deux  inconnues,  ou 
fonction  des  deux  à-la-fois. 


Dans  le  cas  où  le  facteur  commun  serait  fonction  de  x 
seulement , les  deux  équations  pourraient  être  comparées  aux 
suivantes 

(i)....f(x)XF(x,  y)  = o ,f(x)X<p(  x,y)=o....  (a) 

où/,  F , Q indiquent  des  compositions  algébriques  enx  , x et  y. 
Or  ces  équations  seraient  satisfaite^  par 

/(  x)=o, 

d’où  l’on  déduirait  un  nombre  déterminé  de  valeurs  de  x qui 
satisferaient  au  système  des  proposées,  indépendamment  de 
toute  valeur  de  _y.  Mais  les  équations  (1)  et  (a)  seraient  en- 
core satisfaites  dans  les  hypothèses  suivantes  : 

f(x)=oet<p  (x,y)=o;  ...  (3) 
f(x)=oetF(x,y)  = o;  ...  (4) 
et  enfin  dans  celles-ci 


F(x,y)x=oetç(x,y)=o  ...  (5) 

Chacun  des  groupes  (3)  et  (4)  ne  donnerait  pas  de  nouveaux 
systèmes  de  valeurs  de  x et  de_y  : en  effet , en  prenant  les  ra- 
cines x dues  à 

f(x)  = o, 

et  les  reportant  dans  l’une  ou  l’autre  des  équations  conjuguées 

<?(.*>  y)  = °> 

on  aurait  des  équations  d’un  degré  déterminé  en  y,  qui  don- 
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lieraient  un  nombre  défini  de  racines ^ ; tandis  que  l'unique 

condition 

/(*)==  o 

satisfait  aux  proposées  sans  restriction  à l’égard  de  y. 

On  ne  peut  donc  attendre  de  nouvelles  solutions  que  des 
facteurs 

F(.*,  y)=° , — o, 

traités  par  la  méthode  ordinaire.  En  effet  aux  valeurs  de  y 
déduites  de  l’équation  finale  , répondront , en  général  , des 
valeurs  de  x données  par  * 

Ax  — /?  — o , 

valeurs  différentes  de  celles  qui  sont  fournies  par 
/(x)  = o. 

Par  rapport  au  facteur  communale  introduit  par  la  question, 
l’équation  finale  ne  devait  pas  exister , et  conséquemment 
donner  de  valeurs  pour  y , doit  être  de  la  forme 

o = o, 

ensorte  qu’après  avoir  opéré  sur  les  deux  proposées  à l’effet 
d’en  trouver  le  commun  diviseur  , et  découvert  qu’il  est  fx 
avec  un  reste  nul , on  tient  compte  des  solutions  données  par 
fx=o  , 

puis  on  divise  l’une  et  l’autre  équation  par  fx , et  on  applique 
la  méthode  générale  aux  deux  quotiens  égales  à zéro 

F(.x>y)—° , v(x,y)=:°> 

qui  donnent  le  surplus  des  solutions , en  observant  qu’alors  on 
trouve  une  équation  finale. 

346-  Si  le  facteur  commun  est  en  x et  y,  ce  dont  on  sera 
encore  averti  par  une  équation  finale 

0 = 0, 

alors  les  deux  équations  seront  de  la  forme 

f(.*,y)XF(.*,y)—o 

/(*  » y )x  f {X,y  ) =n;  * 
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pourra  d’abord  poser 

or , eh  prenant  pour_y  tous  les  nombres  possibles  sans  aucune 
limitation  , on  aura  pour  chacun  d’eux  un  nombre  déterminé 
de  valeurs  de  x.  Les  deux  hypothèses 

/C*<  y)=oet^(i,y)=o. 

o etF(o:>y')  = o, 

qui  satisfont  aux  proposées , ne  donnent  pas  de  nouveaux  sys- 
tèmes de  valeurs  pour  x et  y , puisque  le  nombre  de  ceux  qui 
répondent  à 

f = 

est  restreint  par  l’une  ou  l’autre  condition 

9 (.x >y  ) -=  o > F(x,y)=°' 

On  ne  doit  attendre  de  nouvelles  solutions  que  des  facteurs 
égalés  à zéro 

9(.x,y)=  o etF(x,^)=o, 
solutions  parmi  lesquelles  il  peut  s’en  trouver  qui  aient  déjà  été 
fournies  par  le  facteur  commun 

/(x,^)=o. 

Ier  Exemple. 

* 

x5 — 3yx* + 3y*x — 5xJ-f- 1 oyx  -f-  Sx  — _ys — 5 y* — Gy  = o 
x3 — 5yxa-J-8yax — x — 4 y3  -f-  y = o : 

à la  troisième  division , on  trouve  pour  commun  diviseur  du 
premier  degré  en  x 

(y* — 1 oy’!-f-35y’ — 5oy+24)x — y+ 1 °y* — 35y4-5oya — a^y 
et  pour  équation  finale 

o=o, 

ce  qui  annonce  un  facteur  commun  préexistant.  En  égalant 
à zéro  le  polynôme  précédent  en  x , on  obtient 

(.y1 — ioy3-f-35y — 5oy+a4)xs=yCy4— xoy3+35y* — 5oy+a4)> 
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x=y  : 

par  ce  facteur  x — y les  proposées  admettent  un  nombre  indé- 
fini de  solutions.  Qu’on  divise  maintenant  les  deux  polynômes 
' proposés  par  x — y , et  on  rencontrera  les  deux  quotiens 
x2  — ( ay  -f-  5 ) x+y2-f-5y-|-6  = o 
x3 — 4yx  + 4ya  — i = o. 

Si  l’on  cherche  les  solutions  qui  conviennent  à ces  deux 
facteurs , on  parviendra  au  diviseur  du  premier  degré 
(oy  — 5 ) x+5y— 3y2  + 7 = 0, 
et  à l’équation  finale 

y4 — 10 y3  35y2  — 5c y -(-  34  = 0. 

qui  a pour  racines 

yZ'} 

y — 3 ! auxquelles 
y — ^ f correspondent 

^ = 4} 

autres  solutions  des  deux  proposées  qui  ne  sont  pas  comprises 
dans 

x — y — o. 

Il*  Exemple. 

Le  système  des  deux  équations 

(x*+y2)(yx  — 6)(x  — i)  = o 
( x* -fy2)  (ax  — 3y)  (x— y)  = o 
admet  d’abord  un  nombre  indéfini  de  solutions  données  par 
le  facteur  commun  fonction  de  x et  dey 

mais  des  facteurs  égalés  à zéro 


yx  — 6 = 0, 

ax  — * 3y  = 0 

'-e 

h 

1 

CT! 

Il 

O 

x—  y = 0 

X T—  1 = 0 , 

Sx  — 3y  =0 

X 1 =0, 

H 

1 

V; 

II 

0 

%» 
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, on  déduit  ces  autres  solu^ns  différentes  des  premières 

y=+  a...x=-f-  3 

y = — a . . ,x= — 3 

^ = ±1/6  . .i=zh  1/6 

y = + §...*  = + i 

,y  = + i...x=-f-  t 

On  remarquera  en  passant  qu’à  l’égard  des  deux  équations 
décomposées  comme  les  proposées  en  leurs  facteurs , on  dé- 
couvre les  solutions  sans  appliquer  la  méthode  générale. 

En  général , si  l’on  a deux  équations  , l’une  du  degré  m , et 
l'autre  du  degré  n , ainsi  résolues  dans  tous  leurs  facteurs 
du  premier  degré , 

{x^— (Pi+qy)}  {x— (pa+qsy)}. . .{x— (p,+qmy)}=  o 
{ x — (r.+s.y  )}  {x  — ( ra+Joy)}. . {x—  (r„  + s„y)}=  o , 

où  p,  ,q,,  pt  , q,....  r,,  s, , r,  , ra....  sont  des  nombres,  on 
obtiendra  toutes  les  solutions  qu’elles  comportent , en  pre- 
nant chacun  des  m facteurs  du  premier  produit , successi- 
vement avec  chacun  des  n facteurs  du  second  et  les  égalant 
à zéro  , ce  qui  donneça  en  totalité  mn  équations  du  premier 
degré  en  x etj',  conséquemment  le  même  nombre  de  solutions; 
d'où  l’on  conclurait  que  le  degré  de  l’équation  finale  de  deux 
éqnations  ainsi  formées,  ne  peut  excéder  le  produit  mn  des 
degrés  des  proposées,  proposition  que  nous  démontrerons  à 
la  fin  de  ce  chapitre , en  revenant  des  équations  aux  facteurs. 

Les  deux  équations 

x* — 2yx — 4x+y1_f'4y+3::=0 , x* — 3yx — 5x-f-2y*-f- 1 ^y-6=o, 
reviennent  à celles-ci 

{ x— (y  4- 1 ) } { x— (3+y)  }=o,  { x—  (oy—  i ) } { x— (S  +_y) } =o , 

qui  donnent  deux  couples  x = 3 ,y  = a;  x=  j ,y  = 4 et  deüx 
équations  incompatibles , savoir*  î = S , 3 = 6. 

347.  Supposons  enfin  que  le  facteur  commun  introduit  par  la 
question , soit  fonction  de  y seulement.  Après  avoir  découvert 
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ce  facteur  dans  les  deux  proposées,  et  posé  fy  = o,  on  aura 
un  nombre  défini  de  valeurs  dey,  qui  seront  autant  de  solu- 
tions , indépendamment  de  toute  valeur  de  x.  Divisant  cha- 
cune des  équations  par  cette  fonction  en  y,  égalant  les  quo- 
tiensà  zéro,  et  leur  appliquant  la  méthode  générale,  on  aura 
tous  les  couples  de  valeurs  de  x et  dey  , qui  satisferont  au  sys- 
tème des  deux  équations.  Il  est  presqu’inutile  d’observer  que 
jÿ  — e,  prise  avec  l’un  ou  l’autre  des  deux  autresfacteurs  égalé* 
à zéro,  ne  donnerait  que  des  solutions  comprises  dans  fy  — o. 

Mais  si  l’on  n’a  pu  découvrir  ce  facteur  en  y,  il  restera  dans 
tous  les  diviseurs  successifs , et  il  s’introduira  dans  l’équation 
finale  ; ensorte  que  les  racines  qu’il  fournira  , reportées  dans 
les  diviseurs  successifs  et  dans  les  proposées,  donneront  tou- 
jours 

* = !■ 

De  ce  que  cette  indétermination  de  x est  absolue,  il  faut  néces- 
sairement conclure  que  ces  racines  y satisfont  d’elles-mêmes 
au  système  des  deux  équations;  autrement  on  devrait  trouver 
des  valeurs  conjuguées  pour  x , ce  qui  n’arrive  pas.  Pour  former 
ce  facteur  fy  , on  multipliera  entre  eux  tons  les  facteués  cor- 
vespondans  à ces  racines  y qui  donnent  continuellement 
x — f , puis  divisant  les  deux  proposées  par  fy , on  traitera  les 
quotiens  par  la  méthode  générale. 

3 48.  Si  fy  n’était  facteur  que  de  l’une  des  proposées,  en 
l’égalant  séparément  à zéro  , on  en  déduirait  un  nombre  déter- 
miné de  valeurs  de  y,  lesquelles  successivement  reportées  dans 
l’autre,  donneraient  autant  d’équations  en  x seulement,  dont 
les  racines  seraient  les  conjuguées  de  celles  de_^yt=o  : puis 
divisant  par  fy , et  prenant  le  quotient'égalé  à zéro  avec  l’autre 
équation  donnée  , on  trouverait  le  surplus  des  systèmes  de 
valeurs  des  deux  inconnues.  Au  reste  nous  reviendrons  sur  ce 
cas. 

Nous  laissons  à discuter  le£  cas  où  l’une  des  équations 
aurait  pour  facteur,  soit  fx,  9oit/(.r,y). 

34g.  11  peut  arriver  encore  que  l’un  des  diviseurs  qu’on  ren- 
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contre  dans  le  cours  de  l’opération , renferme  un  facteur  com- 
mun , fonction  des  deux  inconnues  x et  y ; circonstance  que 
nous  avons  introduite  dans  les  deux  systèmes  d’équations  que 
nous  allons  traiter  successivement. 


I"  Exemple. 

é 


y3x*  -t-y’x5  — ( y5+y 3 — 2 y')  x*-f-  (_y*  — y -f-  » ) x — y3  — y = o 
y°x?  ~hyx‘  — (yf  -H_y2  — 1 ) x + y — 1 = 0: 

on  trouve  pour  diviseur  du  second  degré 
yx*+  x — y3  — y, 
qui  n'est  autre  chose  que 

y (x‘ — y*)+x — y>  • 

où  x — y est  facteur  commun.  Si  l’on  continue  la  division  sans 
ôter  ce  facteur,  on  obtient  pour  diviseur  du  premier  degré, 
égalé  à zéro , 

x+y  — 1 =0, 

et  pour  équation  finale 

y'+ly—  î = o; 

ensorte  que  les  systèmes  de  valeurs  de  x et  de_y  sont 

^=-1  ]etfX=a 

y — ï J lx  = i- 

. Si  l’on  supprime  le  facteur  x — y,  on  parvient  toujours  au 
même  diviseur  du  premier  degré 


à l’équation  finale 


x+y—i  — o, 

y + i=o; 


et  on  n’obtient  que  le  seul  couple  de  valeurs 
y ~ — 1 , x—  2. 

Le  couple  qu’on  ne  retrouve  pas,  est  précisément  celui-ci 

y — * ï > x — s > 

qui  rend  nul  le  facteur  commun  x — y qu’on  a mis  à part. 


t 
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IIe  Exemple. 


yx?  ~yx*  — (/  —y  — 2)  x3 

+ (y3— y2— y — 0 **— (y— i)*=o..(i) 

^ - (y  —j—  i ) x‘-/x  ~~y  — - o . . (a) . 
On  trouve  pour  premier  reste'  ou  pour  diviseur  du  troisième 
degré 

. . , a=3—  (y—  i)x—  y,  / 

qui  revient  a 

x(x'—y‘)  + x — y, 


où  X — y se  reproduit  en  facteur  commun.  Si  l’on  divise  par 
ce  polynôme,  on  parvient  à ce  diviseur  du  premier  degré 
— (y— y — 1 )*— y»  et  au  reste  my,  savoir  : y(y*— y—  i)a— -y*; 
les  couples  de  valeurs  cherchées,  seront  donc  données  par  les 
équations 

— Cy1— y—  O*— y=° 
y {y*— y— O*  — y=o. 

A ces  deux  racines  de  l’équation  finale 


y = ° I 

> correspondent 

y= 1 j 

Le  surpins  des  valeurs  de_y  serait  donné  par 
y— y—  ay—  i = o, 

équation  que  nous  n'entreprendrons  pas  de  résoudre. 

Qu’on  fasse  maintenant  la  division , en  débarrassant  le  divi- 
seur du  troisième  degré  du  facteur  commun  x — y,  on  trou- 
vera ce  commun  diviseur  du  premier  degré _y.r-f-  y +1,  différent 
du  premier,  et  ce  reste  y — y* — s y — 1.  Ensorte  qu’on  aura 
les  deux  équations 

y*+y  + 1=0 

y— y— ay—  i =o, 

qui  ne  donnent  plus  Jes  deux  systèmes 

y — o. x = o 

y = i x=i. 
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qui  sont  encore  précisément  ceux  qui  rendent  nul  le  facteur 
x — y suppiimé  dans  l’un  des  diviseurs.  Il  faut  donc  conserver 
ce  facteur,  et  le  combiner  avec  les  deux  équations  proposées, 
pour  avoir  les  systèmes  de  valeurs  qu'on  perd  en  le  supprimant. 
En  effet,  la  substitution  de  x pour  y dans  (s),  donne 
xa — x = o,  d'où  x = o et  x=  i ; 
la  même  substitution  réduit  ( i ) à 

x (x — i)a  = o, 
équation  satisfaite  par 

x = o et  x = 1 . | 

35o.  Dans  le  cours  des  divisions  qu’on  est  obligé  d’effectuer 
pour  parvenir  au  diviseur  du  premier  degré  en  x,  on  peut, 
lorsqu’on  parvient  à un  reste  de  même  degré  que  le  diviseur  , 
employer  encore  ce  reste  comme  dividende,  ou  le  prendre 
pour  diviseur.  Les  systèmes  de  valeurs  restent  les  mêmes , 
quoique  le  diviseur  commun  et  l’équation  finale  puissent  chan- 
ger de  forme. 

Exemple. 

yx'  +yx+  1 = 0,  yx*  + yx  -f-  1 = o : 

il  vient  après  la  première  division , le  reste  — ;yxa-+-(y' — i ) x-f-i 
à diviser  paryxa-f-y'x+  1 •,  si  l’on  continue  en  conservant  tou- 
jours pour  dividende  le  reste  lorsqu’il  est  de  même  degré  que 
le  diviseur,  on  parvient  à l’équation  finale 

(ay—  O1—  ay  (ay  — 3)  = o, 

et  au  diviseur 

(2y  — 1 ) x -J-  2 = 0. 

Si  au  contraire  ondivise_yx1-f-yx-f-i  par — yx*+(y — i)  x-J-i, 
on  trouve  l’équation  finale 

ay + i=  o, 

et  pour  diviseur  égalé  à zéro , 

( 2y  — 1 ) x + a,=  o : 

la  première  équation  finale  réduite  , devient  la  seconde. 

35 1.  Lorsque  l’équation  finale  est  indépendante  de^,  ou 
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plutôt  lorsqu’elle  ne  renferme  que  des  nombres  qui  ne  se  dé- 
truisent pas , on  en  conclut  qu'il  y a absurdité  dans  la  question, 
ou  , en  d’autres  termes  , que  les  deux  équations  sont  en  con- 
tradiction. Pour  mettre  cette  proposition  en  évidence  , posons 
les  deux  équations 

y*?—  (y3— 3y  — Ox+y=°, 

x1  — y'“  -f-  3 = o : 

l'équation  finale  sera  3 = o , et  le  facteur  commun  x + y ; or 
si  l’on  fait 

x y = Q > *y  = Q' 

on  trouvera 

x1 — y +3  = (x-f-y)  Q-f-3 

. yx3  _ (y'_  3y  — t)  x +y  = (x  -f  y)  QQ'+  5Q'+x-f  y,  * 
0 

ensorte  que  la  seconde  équation  n’est  autre  chose  que  la  pre- 
mière multipliée  par  Ç)',  plus  la  somme  x -\-y,  d’après  cela 
la  seconde  équation  ne  peut  s’accorder  avec  la  première  , 
et  l’équation  finale  dit  que  si  le  nombre  3 ne  se  trouvait  pas 
dans  la  première  équation , la  somme  x-+y  se  produirait  comme 
diviseur  commun  , ce  qui  est  vrai. 

Ainsi  on  reconnaît  qu’un  système  de  deux  équations,  ne  peut 
comporterde  solutions  enx  ety,  i°.  lorsque  chacune  des  valeurs 
dey  de  l’équation  finale , introduit  dans  les  proposées  un  com- 
mun diviseur  numérique , 2°.  lorsque  le  reste  final  est  numérique. 

L’équation  finale  peut  être  satisfaite  d’elle-même  , ce  qui 
arrive  si  cette  équation  est  identique;  alors  elle  ne  fait  con- 
naître aucune  des  valeurs  de  y , d’où  il  s’ensuit  que  Ax — B 
devient  le  commun  diviseur  des  polynômes  proposés , sans  qu’il 
soit  nécessaire  d'assigner  de  valeurs  ày. 

352.  Nous  allons  maintenant  examiner  si  le  calcul  n’introduit 
pas  nécessairement  des  racines  étrangères  à la  question,  et 
dans  ce  cas,  nous  montrerons  comment  on  peut  y avoir  égard. 

Lorsque  le  premier  terme  d’un  dividende  n’est  pas  exacte- 
ment divisible  par  le  premier  terme  de  son  diviseur , on  multi- 
plie , afin  que  la  division  s’effectue  sans  diviseur  dans  le  quo- 
tient, tout  le  dividende  par  le  facteur  du  premier  terme  du 
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diviseur  qui  n'est  pas  commun  à ce  dividende  , en  supposant 
aussi  que  ce  facteur  ne  le  soit  pas  à tous  les  autres  termes 
du  diviseur,  parce  qu’  alors  on  pourrait  le  supprimer,  sauf  à en 
tenir  compte,  comme  nous  l’avons  dit.  Par  cette  opération , 
on  introduit  des  racines  étrangères  à la  question  , ce  qui  est 
l’inconvénient  ordinaire  de  cette  méthode  d’élimination. 

Nous  nous  proposons  ici  de  faire  connaître  ces  solutions 
étrangères  , sans  résoudre  les  équations,  et  de  débarrasser 
l'équation  finale  des  fausses  solutions  en_y.  Appliquons  l’opéra- 
tion du  plus  grand  commun  diviseur  aux  proposées  que  nous 
désignerons  par  A=  o,  2?  = o,  et  supposons  que  le  terme 
de  plus  haute  puissance  de  x dans  chacun  de  ces  polynones  , 
ait  l’unité  pour  coefficient  : en  divisant  A par  B , on  a 

A = Bq  R , 

q désignant  le  quotient  et  R le  reste.  Soit  a le  facteur  en  y du 
premier  terme  de  R , lequel  ne  multiplie  pas  le  premier  terme 
de  B : on  aura 

aB=Rq'  + R'-, 

et  si  a',a" sont  les  coefficiens  en  y des  premiers  termes  des 
polynômes  diviseurs  R',  R" , on  aura  de  même 

a R — R' q“-+-R" 
a" R!—  R”cf+  R* 

GO-0  Ri— O — /{(“—O  q(»)  4.  RW. 

/JC")  étant  l’équation  finale  , et  Rin~'~>  le  diviseur  du  premier 
# degré  en  x.  Or  tous  les  couples  de  valeurs , qui  réduisent 
A et  B à.  zéro , doivent  en  vertu  de  la  première  équation , ré- 
duire R à zéro  ; les  mêmes  couples  réduisant  à zéro  B et  R , 
réduiront  R'  à zéro,  ainsi  que  les  restes  R",  R". . . .RW-,  d’où 
il  résulte  d’abord  que  toutes  les  solutions  de  A— :o,  Bzx. o, 
seront  données  par  les  équations 

Ri- r0=o,  RW—o, 


Digitized  by  Google 


.38  4 é L Ê M E K S 

ce  qui  nous  ramène  à la  conclusion  (335).  Mais  outre  les  solu- 
tions véritables, , ces  deux  équations  peuvent  en  donner  qui 
ne  satisfont  pas  aux  proposées.  En  effet,  si  l’on  considère 
l’équation 

aB=Rq'+R', 

on  verra  que  les  solutions  de  R— o,  R'=: oseront  les  mêmes 
que  celles  de  R=  o,  R<f  -f-/T  = o,  c’est-à-dire  que  si  l’on  résout 
les  équations  R — o , R'—o , ou  celles-ci  R=o,  Rq'-\-R!  — o , 
on  trouvera  les  mêmes  solutions  x ety^  mais  Rq'  R1  étant 
aB , ces  solutions  satisfont  encore  aux  deux  équations  R = o, 
aBxxo  : or  la  dernière  pouvant  se  partager  en  a—o,  Z?  = o, 
il  s’ensuit  que  les  solutions  de  R — o,  R!  — o,  se  composent 
premièrement  de  toutes  celles  de  B= o,  R — o , ou  de^=o, 
B — o,  et  secondement  pp  toutes  celles  de  a — o,  R= o.  Par 
conséquent , les  équations  R=o , R'—o,  donnent  non- seule- 
ment les  couples  des  équations  A—o,  B— o,  mais  encore  les 
couples  fournis  par  a—  o,  R—o. 

On  démontrera  aussi  et  de  la  même  manière  que  les  équa- 
tions R!—  o,  R"=  o,  renferment  tous  les  couples  des  équations 
iî=o,  R'  = o, ainsi  queles  couples  étrangers  donnés  par  a — o, 
R'=o.  Donc  les  équations  R'=  o,  R"=  o,  donneront  tous 
les  couples  qui  satisfont  à A==o,  B — o,  et,  en  sus,  tous 
ceux  qui  satisfont  aux  équations  a = o , R—o-,  a'=o,  R'—o. 
En  continuant  ce  raisonnement  sur  les  équations  suivantes,  on 
sera  amené  à conclure  que  les  deux  dernières  donneront , indé- 
pendamment des  couples  qui  satisfont  aux  équations  A = o, 
£=o,  tous  ceux  qui  satisfont  à ces  systèmes  d'équations 

æ=o,R=o  •,  a' =o  ,R'=o  ; a"— o,/T=o  aCB— O=o,fl(*—')=o. 

Ainsi  en  supprimant  toutes  les  solutions  étrangères  contenues 
dans  les  équations  /îCn— 0=  o , R^=o  , oh  aura  toutes  les  solu- 
tions vraies  des  équations  A—o,  B — 0. 

Il  s'agit  donc  de  résoudre  les  équations 
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<1=0,  R — o;  4 
<z'  = o,  R'~ o; 

<i"= o,  R"=o; 

aC"— 0~o>  /j(«— 0~o; 

Soient  g,  g',  g" , etc.  les  degrés  des  polynômes  R , R!,  R ", 
R",  etc. , et  ne  considérons  d’abord  que  les  deux  premières 
équations  a-=.o  , R=o\  a étant  le  coefficient  en  y du  pre- 
mier terme  de  R , il  est  clair  que  pour  chaque  valeur  de  y, 
donnée  par  a = o , le  ’ premier  terme  de  R disparaîtra  , et 
qu’on  aurag  — î valeurs  correspondantes  de  x-,  ainsi  chacune 
des  racines  y de  a = o,  étant  répétée  g — î fois(*),n*— 1 sera 
l’un  des  facteurs  en  y intr  rduits  dans  le  premier  membre  dè 
l’équation  finale,  et  on  aura  a*—1=o;  de  même  les  deux  équa- 
tions a —o,  R'= o,  fourniront  le  facteur  etc. Donc  l'équa- 

tion propre  à donner  toutes  les  racines  fausses  en  y,  sera 

a*-.  a“e"~K  a"*"-',  etc.  = o. . . (M). 

Ainsi  RW  étant  l’équation  finale,  si  l’on  divise  RC")  par  le 
premier  membre  de  l’équation  ci- dessus , la  division  s’effec- 
tuera exactement,  et  le  quotient  égalé  à zérq^Jtera  connaître 
toutes  les  valeurs  de  y correspondantes  à Valeurs  de  x 
communes  aux  deux  proposées. 

Prenons  un  exemple,  et  supposons  qu’on  ait  les  équations 

= re- 1-  c,x^  — f-  c4x*-f-csx-l-cs—o 

R = xs-f-d,xi-j-dtx3- f-djj^-f-d^x-j-  d^  — o , 

(*)  En  effet,  soient  x = * , jr  = C ; x = ei\  y = Cr  ; x’  — cl"  , y — Cf. . . . 
x = *<">.  y = CC*),  1rs  solutions  de  deux  équa lions  5 les  équations  finales 
en  x et  y seront 

(r — — a)  (ri — *") (x — *("))  = o 

(r-c.  ir-C')  (y— c*) 

dor-  : ' ■J.-nrs  de  r répond  la  'même  valeur  d ejr,  l'équation  Guale  e»  r 

pi  " . ; tsu  favteut  (y  — C)r. 
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où  c, , r, . . . rf, , c^. . . représentent  des  polynômes  des  pre- 
mier, second,, degrés  en  y : il  en  résultera  la  série  de» 


équations 

t -f-R... .>4 

o,  B=Rq , -f-R, 4 1 

03  R =R,q%-^-R% . . 3 

C6  R,  = R«q3+R3 3 

cloRa=R3q4-J-R4 a 

ai7Rs=Rtqs  + Rs a 

«*8^4=  R596  + As»*  • •. 1 

C46R5  — «6<7r+R7 1 

C75R6  = R798-f-R8 o 


où  a,,  Cj sont  les  coefficiens  en  y des  premiers  termes  en 

R,  R,,  R„,  etc.,  les  chiffres  inférieurs  a,  3,  etc.  , in- 
diquent les  degrés  des  polynômes  en  y que  représentent  a,  , 
«3. . . , et  les  nombres  4,  4 » etc-  > à droite  des  égalités , comp- 
tent les  degrés  enxdes  polynômes  R,  R, , R»;  le  dernier  poly- 
nôme R8  donne  l’équation  finale , et  l’avant-dernier  R7  est  le 
polynôme  du  premier  degré  en  x. 

Les  chiffres  inférieurs  de  oa , c3 . . . . observent  une  loi  qui 
consiste  en  ce  tm&le  degré  d’un  multiplicateur,  al7,  par  exemple, 
est  la  somroJRWegrés  1 o -f-  6 des  d eux  multiplicateurs  précé- 
dens , augmentée  d’une  unité,  ce  qu’il  serait  facile  de  démon- 
trer. Ainsi  le  degré  de  R»  sera  = 75  + 46-f-  1 = 122 , puisque 
le  multiplicateur  qui  suit  0,5,  est  Rg  lui-même. 

Cherchons  le  nombre  des  racines  en  y , étrangères  ou 
fausses.  Nous  rappellerons  que  ces  racines  sont  données  par 
les  équations  suivantes  considérées  deux  à deux , savoir  : 

<*75  = 0 , R7  = 0 ; 04g  = 0,  R6  = OJ  — C , Rs=0  J 

o,7  = o,  R4  = o; a»  = o , R=o. 

t 

Pour  les  deux  premières,  on  aurait  les  facteurs  (075)° , (046)®  J 
ainÿ  l’équation  (M)  deviendrait 

(o»s)  (a,?)  (o.o)5  («s )*  («3) 3 (<*»)*  = o, 
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Équation  dont  le  degré  est 

28 x 1 + 17X  i + ioXî  + 6X3+3x3  + 2X3  = 9î 

Ou  un  nombre  plus  grand  , parce  que  les  dernières  équations 

a7s  =£ o et  R7  — O ; ^=0  et  /is=o  \ 

' ! 

peuvent  aussi  donner  des  racines  fausses , ce  qui  arrivera  lorsque 
ces  équations  qui  ne  renferment  que  y , auiont  des  facteurs 
communs.  Si  de  122  on  retranche  92,  on  trouve  3o  pour  le 
plus  haut  degré  de  l’equation  finale  débarrassée  de  ses  racines 
fausses.  • 

M.  Bret , professeur  à Grenoble,  et  auteur  du  Mémoire 
dont  nous  avons  extrait  cet  article  ( Journal  de  l’Ecole  Poly-  , 

technique,  i5*  cahier,  tome  VIII),  observe  que  pour  par- 
venir à l’equation  finale  Bt—o,  on  a changé  de  diviseur  a- 
chaque  opération  , mais  qu’on  aurait  pu  conserver  le  même 
diviseur  dans  deux  opérations  consécutives  ; qu’a  cet  effet  il 
suffirait  de  multiplier  chaque  dividende  par  le  carré  du  coef- 
ficient de  laplusbaute  puissance de*r  dan.'  le  diviseur;  qu’ainsi 
on  obtiendrait  une  équation  finale  du  q8e  degré  ; qu’alors  le 
nombre  des  solutions  fausses  ne  serait  plus  que  68  , qui , sous- 
trait de  98  , donnerait  encore  3o  pour  le  plus  grand  nombre  de 
solutions  des  proposées. 

Si  par  l’égalité  à zéro  de  la  fonction  en  y,  désignée  par  a , 
qu’on  introduit  en  facteur  d’un  dividende  , le  diviseur  cor- 
respondant perd  tous  ses  termes  en  x , ensorte  qu’il  se  ré- 
duise aune  fonction  de  y,  toutes  les  racines  de  l’équation  • 
finale  conviendront  aux  proposées  ; cette  équation  n’aura  donc 
pas  de  solutions  fausses  en  y,  et  conséquemment  elle  ne 
pourra  être  réduite.  Ce  que  nous  avons  dit  dans  ce  numéro 
doit  être  considéré  comme  le  point  le  plus  important  de  la 
théorie  qui  fait  le  sujet  de  ce  chapitre. 

353. Pourconcevoir  parfaitement  lesdiverscas  particuliers  qui 
peuvent  se  présenter  dans  l’élimination  des  équations,  on  peut, 
comme  nous  l’avons  déjà  dit , former  d’avance  des  systèmes 
d’équation  qui  se  rapportent  aux  circonstances  que  l’on  se 
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propose  d’examiner  : cette  recherche  se  réduit  à la  solution 

du  problème  suivant. 

Composer  deux  équations  dont  chacune  soit  d’un  degré 
donné  , et  qui  soient  satisfaites  par  des  couples  de  valeurs 
données. 


Nous  supposons  d’abord  deux  équations  du  même  degré. 

La  substitution  d’un  système  de  valeurs  x=za,  x=C  dans 
une  équation  du  degré  m à deux  inconnues,  donne  une  rela- 
tion entre  les  nombres  a , C et  les  coefliciens  indéterminés 
de  cette  équation  qui  sont  des  inconnues  du  premier  degré  •• 
on  pourra  donc  se  donner  autant  de  ces  couples  de  valeurs 


de  x et  y , qu’il  y a de  coefliciens  dont  le  nombre  =: 


m“-f-  3m. 
a 


pour  l'équation  complète  du  degré  m(533  , note).  On  ne  peut 
pas  prendre  un  plus  grand  nombre  de  couples,  puisqu’on  aurait 
plus  d’équations  que  d'inconnues.  Mais  il  est  aisé  de  concevoir 
qu’une  équation  ainsi  formée,  peut  être  satisfaite  par  une  infi- 
nité d'autres  valeurs  dexét y,  puiscfu’en  y écrivant  pour  x 
un  nombre  quelconque,  on  en  déduit  m valeurs  de  y. 

Qu'il  s’agisse , par  exemple  , de  composer  deux  équations 
du  troisième  degré  qui  soient  satisfaites  par  les  huit  couples 


X — 0,X—l,X  — 2,X= 1,X  = 1,X  = 0,X  = 2,X=  O 

y — o,y=o,y  = o,y=  i,y—~  i ,y=i,y=si',y  = -u, 

on  substituera  les  valeurs  ci  - dessus  dans  l’équation  générale 
’ du  troisième  degré 

x”‘+{a-{-by)x'+(e+dy-+-eyi)x+(f+-gy+hy>+ky3)=o. . .(1  ), 

qui  donnera  , pour  déterminer  les  coefliciens  , huit  équatiôns 
différentes  qui  serviront  à évaluer  a,  b,  c,  d,  e,  f,  g,  ht 
dont  les  valeurs  reportées  dans  la  proposée,  la  changeront  dans 
celle-ci 

a:3-f-  0/iy  + ay  — 3^x*—  (^ky'+y'+Zy—  n)x 
—4ky+ky3=io (a). 
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eu  le  coefficient  k reste  arbitraire.  Si  l’on  fait  li^o  et 
Zt  = a,on  aura  deux  équations  qui,  outre  les  huit  couples 
précédens  , admettront  encore  celui  - ci  a:  -y- , ^ = 

On  peut  remarquer  que  quelques  valeurs  que  l’on  donne  à k 
dans  l'équation  précédente,  les  équations  résultantes  comporte- 
ront toujours  les  huit  couples  plus  le  neuvième  x =77  ,y—\j  : 
car  en  représentant  cette  équation  par  G -f-  U h = o,  et  faisant 
successivement  k=m , A = n , on  a. 


G-f-£fn txo  , GiJ-ff 

dont  les  couples  de  valeurs  sont  précisément  les  mêmes  et  en 
même  nombre  que  ceux  des  équations  6=0,  H— 0 , pourvu 
que  m soit  différent  de  n , comme  on  le  suppose  ici.  D'ail- 
leurs , si  de  l'équation  (2)  on  tire  la  valeur  de  k , on  aura 


k 


— x3—  r‘(  2y— 3)-hr  (yH-fyg^) 

1 *(yx-y)-y(4-y)^  ’ 


et  pour  x=7y,_y=- ff,  on  trouve  A*=£.  D’où  on  conclut 
que  si  aux  données  des  huit  couples  qui  ont  servi  à dé- 
terminer les  huit  coefficiens  a , b ...  .k , on  ajoutait  le  couple 
précédent,  l'une  des  neuf  équations  de  condition  serait  com- 
prise dans  les  autres. 


Si  l’on  prenait  au  hasard  un  neuvième  couple  autre  .que. 
X = tt>  y~\j  1 pour  composer  les  deux  équations  ci-dessus  , 
on  n’obtiendrait  qmune  équation  , parce  que  le  coefficient  k 
ne  serait  plus  indéterminé  -,  d’où  il  faut  conclure  que  si  une 


conques,  pris  arbitrairement , et  si  aucune  des  équations  de 
condition  n’est  comprise  dans  les  autres , il  est  impossible  qu’il 
existe  une  autre  équation  du  même  degré  qui  ait  avec  la 
première  , ces  couples  de  valeurs  communes  , quoique  d’ail- 
leurs deux  équations  du  degré  m puissent  avoir  ni*  couples 
communs,  comme  nous  le  verrons  bientôt,  c’est-à-dire,  un. 

nombre  plus  grand  que  — , lorsque  m est  >-3.  On  peur 


équation  du  degré  m , est  formée  avec  ™ ^ ^couples 


/ 
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donc  prendre  à volonté  m-  — - couples  communs , afin 

d’avoir  une  équation  en  x et  y contenant  un  coefficient  in- 
déterminé h auquel  on  attribue  une  valeur  quelconque. 
Cette  équation  doit  être  satisfaite  indépendamment  de  k par 
chacun  des  couples  autres  que  ceux  qui  ont  servi  à com- 
poser les  équations , et  qui  peuvent  encore  les  résoudre.  En 
effet  m étant , par  exemple  , 5 , le  nombre  des  coelficiens  do. 

,,,  . , , , m*+3ro  > ^ 

1 équation  generale,  sera  = 20,  et  on  en  détermine 

m — =19}  ma*s  Ie  nombre  total  des  solutions  peut 

6’élever  à ma  = a5,  ensorte  qu’outre  les  ig  couples  qui  ont 
servi  à former  l'équation  , et  celui  qui  correspond  aux  deux 
valeurs  de  k,  cmt  la  partagent  en  deux  autfÇÿr,  on  peut  avoir 
encore  cinq  airel Ws  couples.  Ainsi  le  calcut  pVpuve  seulement 
que  les  deux  équations  comportent  vingt  solutions  , mais  non 
pas  qu’il  est  impossible  qu’elles  en  aient  davantage. 

On  doit  aussi  remarquer  que  l’on  peut  prendre  pour  k une 
fonction  quelconque  de  x ou  de  y , qui  ne  soit  ni  infinie  ni 
indéterminée , puisque  les  équations  qui  déterminent  les  autres 
coefficiens , sont  satisfaites  quel  que  soit  k : on  pourrait  ainsi 
diminuer  le  nombre  des  termes  de  l'équation  résultante , aug- 
menter le  degré  des  équations  qu’on  forme , le  nombre  des 
racines  de  l’équation  finale  , etc.  « * 

Si  les  deux  équations  que  l’on  veut  former  doivent  être 
de  degrés  différens,  on  pourra  toujours  leur  donner  autant 
de  couples  communs , qu’il  entre  de  coelficiens  indéterminés 
dans  l’équation  du  degré  inférieur  •,  on  peut  même  leur  en 
donner  un  plus  grand  nombre  , en  choisissant  quelques-uns  de 
ceux  qui  peuvent  vérifier  encore  l'éqOation;  du  degré  le  moins 
élevé  ; et  lorsqu’on  choisit  des  couples  tels  qu’à  la  même 
valeur  de  y répondent  plusieurs  valeurs  de  x , il  est  évident 
que  le  nombre  de  ces  couples  doit  être  tout  au  plus  égal  à 
l’exposant  de  x dans  l’équation  la  moins  élevée. 

Supposons  enfin  que  l'on  veuille  composer  une  équation  telle 


\ 


Digitized  by  Google 


d’ a l g è b r e.  3qt 

que  si  l’on  remplace^  par  la  valeur  C , le  polynôme  qui  en. 
résulte,  soit  divisible  par  un  nombre  Ar:  c?n  remplacera  d’abord 
y par  C dans  l'équition  générale 

, / V 


puis  on  posera  les  équations  de  condition 

a^Nq  , b-\~cC  -=z  Nq' , d.-\-e£  -\-fZ*—Nq"  etc. 

^fon  choisira  arbitrairement  les  nombres  entiers  q , q' , q" , etc. , 
et  on  aura  m équations  qui  serviront  à déterminer  m coeffi- 

ciens  de  l’équation  générale,  ensorte  qu’il  en  restera  m 

dont  les  valeurs  pourront  être  calculées  de  manière  à satis- 
faire à d’autres  conditions.  Ainsi  la  condition  énoncée  pro- 
duit le  même  effet  que  les  données  de  m couples  de  valeurs. 


Si  l’on  veut  composer  des  systèmes  d’équations  qui  n’aient 
précisément  pour  valeurs  communes  que  les  couples  donnés,  on 
multipliera  entre  eux  les  facteurs  correspondans  aux  racines 
y , et  leur  produit  sera  l’équation  finale  demandée  ; ensuite 
on  prendra  une  équation  générale  en  a:  et  y du  premier  degré 
en  x,  si,  pour  chacune  des  racines  y,  on  ne  doit  avoir 
qu’une  valeur  de  x , et  d’un  degré  en  y , tel  que  le  nombre 
des  coefficiens  indéterminés , soit  au  moins  égal  à celui  des 
couples  de  racines  données.  On  déterminera  ces  coefficiens 
au  moyen  des  équations  auxiliaires  du  premier  degré  , fournies 
par  la  substitufion  des  couples  donnés  dans  l’expression  géné- 
rale du  commun  diviseur,  et  de  cette  manière  , le  problème 
sera  résolu. 


Il  sera  facile  de  composer,  d’après  les  mêmes  principes , 
deux  équations  telles  que  pour  chacune  des  valeurs  C , C'.. . . 
de  y , on  n’ait  qu'une  seule  valeur  de  x , et  que  pour  cha- 
cune des  autres  valeurs  y , y ...  .de  y , on  ait  toujours  deux 
valeurs  de  x.  ' - 

354.  Euler  réduit  la  recherche  de  l’équation  finale  , à l’éli- 
mination d’inconnues  entre  de»  équations  du  premier  degré,  ü. 
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suppose 

xm  + Pxm~  * 4 Qxm  - *4-  etc. 

= (x— «)  {xm~'-\-Axm-3  -f-  jBxn-3  + etc.}. . .(M), 

x"  + P'x"—'  -f-  Q'xa~ “+etc. 

= (.r — ol)  {x"  — ’ -f-  A’x*~ 3 + D'xn~3  -f-  etc.) . . .(AT), 

P,  Q,  R,  etc.,  P',  Q' , R',  etc.,  ayant  même  déÿnition  que 
ci-dessus  (333).  Pour  évaluer  les  indéterminées  A , B , C,  etci, 
A' ,£' , C’, etc.,  on  multipliera  (M)  par  xK~ ‘ 4-  A'xn~ “-(-etc- , 
et  (A)  par  x’n  — 14'^‘ïra  — a + etc- » ce  qui  donnera  l’identité 


• (xra4-  Pxm-14-  etc.)  (x”  1 4—  A* xn  1 3 4- etc.) 
= (x*4-  P'x*-1 4-  etc.)  (xm- 1 4-  Axn  ~ 3 4-  etc.). 


Effectuant  les  produits  et  comparant  les  coefficiens  des  mêmes 
puissances  de  x,  on  aura  m-f-  n — 1 équations  entre  les  indé- 
terminées A , B ,C , etc.,  A',  B',  C , etc.  : or  le  nombre  de 
ces  indéterminées  est  m 4~  n, — 2,  il  suffira  donc  de  ni  4-  n — 2 
équations  pour  les  évaluer;  conséquemment  il  restera  une  équa- 
tion entre  P,  Q,  R,  etc. , P',  Q',  R',  etc. , qui  devra  être  sa- 
tisfaite pour  que  les  proposées  (JM)  et  (A’)  acquièrent  un 
commun  diviseur  x — «;  cette  équation  de  condition  sera 
l’équation  Gnale  cherchée.  Les  inconnues  A\  B' , (?,  etc. 
n’étant  pas  multipliées  entre  elles,  les  équations  résultantes 
des  comparaisons  , seront  du  premier  degré.  L’équation 
finale  étant  résolue,  on  substituera  successivement  chacune 
de  ses  racines  y dans  A,  B,  C,  etc.;  A',  B',  C,  etc.,  on 
aura  donc  ainsi  les  quotiens  des  polynômes  ( M ) et  (AT)  par 
le  diviseur  commun  x — a.  qu’on  obtiendra  en  effectuant  ta 
division. 


11  faut  remarquer  que  si  les  deux  proposées  sont  incom- 
plètes, les  deux  produits  ne  seront  pas  des  polynômes  complets 
«lu  degré  m-j-n — 1 ; mais  les  termes  qui  manqueront  dans  l’un , 
su  trouveront  dans  l’autre.  Eu  effet , le  cas  le  plus  défavorable 
serait  celui  des  deux  équations 

Æm4-/,=:0  . X,14“  Q — O î 
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l’identité  qui  résulte  de  l’égalité  des  deux  produits , sera 

(xm+P)(xn~'+jf  xn-‘- 4-. . ■ ) = (x"-t-0(xM—  + ^.r . .)  , 

sur  lesquels  il  est  aisé  de  vérifier  le  fait  énoncé. 

Si  les  premiers  termes  des  proposées  avaient  d’autres  coelïi- 
ciens  numériques  que  l’unité,  il  est  visible  qu’on  serait  toujours 
conduit  km  -\-n  — i équations  différentes  et  nécessaires  pour 
arriver  à l’équation  finale. 


En  supposant  le  diviseur  en  x du  premier  degré,  on  suppose 
en  même  temps  que  chaque  valeur  de_y>ne  donne  qu’une  valeur 
de  x , ce  qui  n’est  pas  toujours  vrai  : dans  le  cas  contraire  , 


, . xm  4- JPx"  ‘-f- etc. 

le  quotient 

^ * x'n  1 4-  j4xm  2 4"  etc. 


ou 


x*-|-  P'xn~ ’-f-  etc. 


x"—  *+  A'xn~:‘-{~  etc. 
qui  est  x — at,  ne  contenant  qu’un  facteur  de  plus  au  numérateur 
qu’au  dénominateur , ne  peut  pas  donner  à la  fois  les  diverse.» 
valeurs  de  x;  d’ailleurs  il  n’y  a pas  de  raison  pour  qu’on  ob- 
tiennel’une  plutôt  que  l’autre;  ainsi , dans  ce  cas,  la  méthode 
paraît  en  défaut.  . • 


Pour  expliquer  cette  particularité,  reprenons  dans  un  ordre 
inverse  les  raisonnemens  qui  ont  conduit  à l’équation  finale  : 
chaque  valeur  de  y tirée  de  cette  équation  satisfait  aux 
7n  -f-  u — i équations  de  condition  que  l’on  a posées  , et  par 
conséquent  à l’identité 


(rm -f- i,xm"',+  etc.)  (x"~ ’ + Ax"~ *-(-etc  ) 
= (xB  -(-  ^'x’^'-J-etc.)  (xm— 1 -j-  ^x1"  ~ + etc.). 


<yu  à celle-ci 

xm-f-Px*— ’4-etc.  x"4-iyx“-14-etc. 

x"‘-,+  ^x",-“-)-etc.  ~~  x"-*'  4- Vx"-a4-etc.  ' 

cr  en  désignant  par  Fx  la  fonction  qui  représente  chacun  de 
ces  quotiens , on  aura 

x*1  -{-  Pxm~ r-f-  etc.  = Fx>^  (xm— 1 -f-  Axm  ~ 1 -f-  etc.) 
x"  4-  P'x”- 1 4-  etc.  = Fx  X (x*  — 1 4“  Ax" —a 4~  etc.)  , 

et  il  est  visible  que  les  deux  proposées  serontsatîsfaites,  lorsqu1  oa 


3q<,  é l é m e n s 

attribuera  à x des  valeurs  qui  vérifieront  l'équation  Fx  = o î 
cette  fonction  étant  débarrassée  des  facteurs  qui  sont  communs 
â son  numérateur  et  à son  dénominateur,  et  différens  pour  les 
deux  fractions,  sera  ou  entière  ou  fractionnaire  : dans  le  pre- 
mier cas,  elle  sera  du  premier  degré  , et  en  l’égalant  à zéro  , 
on  en  tirera  la  seule  valeur  x—tt  qui  correspond  ày  = C, 
puisque  cette  substitution  est  la  seule  qui  vérifie  en  même 
temps  les  deux  équations  ; mais  si  Fx  est  fractionnaire  , elles  se- 
ront satisfaites  à la  fois  par  chacune,  des  valeurs  de  x qui  ré- 
duiront son  numérateur  à zéro;  on  obtiendra  donc  ainsi  les 
divers  couples  de  valeurs  dans  lesquels  y est  toujours  C.  Il  faut 
avoir  l'attention  de  ne  pas  supprimer  dans  Fx,  les  facteurs 
communs  à ses  deux  termes  qui  se  trouveraient  en  même  temps 

Wj  i j r x’"-4-etc.  xn  -+-  etc.  *r 

dans  les  deux  tractions , — ; car  ces  iac- 

etc. ’x“_,-f-etc.’ 

teurs  égalés  à zéro  réduiraient  aussi  les  deuxproposées à zéro.  Il 
suit  de  là  que  lorsque  Fx  est  fractionnaire , il  sera  nécessaire 

am  + etc. 


de  considérer  à la  fois  les  deux  fractions 


x"  -4-  etc. 


1 etc.  * 


x"—  1 -f*  etc. 
înuns  à celles-ci. 


, pour  ne  supprimer  que  les  facteurs  non  com- 


Lorsqu’on  calcule  l’équation  finale  en par  la  méthode  du 
plus  grand  commua  diviseur  et  par  celle  d'Euler,  il  arrive 
souvent,  comme  on  peut  s’en  convaincre  par  des  exemples 
particuliers,  que  la  dernière  donne  plusieurs  racines  de  moins 
que  l’autre , quoique  les  racines  omises  fournissent  de  nouveaux 
couples  de  valeurs.  Cela  vient  de  la  suppression  des  facteurs 
communs  aux  deux  termes  des  fractions  qui  sont  les  valeurs 
des  coefliciens  A , B , etc.,  A , B' , etc.  Lorsqu’on  ne  réduit 
pas  ces  fractions  à leurs  moindres  termes , qu'on  substitue 
dans  la  dernière  équation  de  condition  , les  valeurs  de  A, 
B , etc.^  A' , ff , etc.  tirées  des  m-f-  n — a autres,  et  qu’on 
réduit  tous  les  termes  au  mette  dénominateur , elle  conserve 
tous  les  facteurs^  On  retrouve  donc  ainsi  autant  de  racines  que 
l’on  perdrait  sans  pouvoir  en  reconnaître  l’existence. 
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Nous  serions  «ntrés  dans  beaucoup  plus  de  détails  sur  cette 
dernière  méthode,  si  nous  n'eussions  craint  d’étendre  encore  ce 
chapitre  déjà  trop  long , et:  que  nous  terminerons  en  recher- 
chant le  degré  de  l’équation  finale  pour  deux  équations  entre 
deux  inconnues. 

355.  Nous  allons  démontrer  que  le  degré  de  l’équation  finale, 
en  supposant  qu’on  n’y  ait  pas  introduit  de  racines  fausses , c’est- 
à-dire,  étrangères  aux  deux  proposées,  ne  peut  excéder  le 
produit  des  degrés  de  ces  proposées. 

Il  est  clair  que  le  degré  de  l'équation  finale  ne  sera  pas 
abaissé,  si  l'on  réduit  chacun  des coefficians  P,  Q , R. . . T,  V-} 
P',  Q' , R',. . . T'y  V , des  deux  équations 

xm 4-  Pxm“ 1 + Qxm -*  -f-  . . . + Tx  + V = o 
xu  -+■  P'x'1-’  -f-  Ç'x11-*-!-  . . . -f-  T'x- f-  V ==. a 
au  terme  de  plus  haut  exposant  en  y qu’il  contient  : en  effet, 
par  cette  modification , le  degré  de  chacune  de  ces  équations 
n’a  pas  varié.  Ainsi  nous  pouvons  raisonner  sur  ces  deux 
équations 

xm  -f-  ayxm  ~ 1 -f-  iyaxm  ~ * 4- . . . •+•  tym  ~ 1 x -j-  yy1*—  o 
xn  -f-  a'yxn  ~ * -f-  b'y*xn~*  -f - , . . -j-  t'yn  ~~  1 x -{-v'yn^=z  o 
qui  ont  respectivement  même  degré  que  les  précédentes  : elles 
reviennent  à celles-ci  » 


(yJ  + <T'+t(jr+--+‘-y+-° 


dans  lesquelles  f inconnue  est  ^ et  a,  b t,v,  a',  b', . . .t',  i>\ 

sont  des  nombres.  Si  l’on  désigne  par  fx,  v , x , etc.  les  racines 
numériques  de  la  première,  et  par  //,  /,  x',  ‘etc.  celles  de  la 
Seconde,  on  pourra  les  décomposer  ainsi  qu’il  suit  (3oo)  : 


(f-OG-OG-O 

(J-'Xî-'Xÿ-O 


etCj,  = o 

etc.  = q 


5SS 

d’où 


élémens 

. • 

(x—py)  (æ— vy)  (x—*y)  etc.  = o (A) 

(x—p'y)  (x  — v'y)  (x  — x'y)  etc.  = o (B). 

Or  si  dans  (A)  on  substitue  successivement  pour  x , chacun» 
des  racines  x de  (B),  qui  sont  a:  = //y,  x — v'y,  x ~x’y,  etc. , 
et  si  l'on  dit  que  par  chacune  de  ces  substitutions  le  polynôme 
(A)  devient  nul,  on  aura  ces  n équations 

ym  O'—  H-)  (/—  0 etc.  = o 

ym  (?'  — /*)  (/  — r)  etc.  = o 

ym  (x1 — /u)  (x' — v)  etc.  = • 

etc. 

v chacune  du  degré  m,  qui  fourniront  toutes  le*  solutions  eny», 
et  dont  le  produit  sera  nécessairement  l’équation  finale,  puis- 
qu’il deviendra  nul  par  toutes  las  valeurs  de  y qui  anéantiront 
ses  facteurs , et  seulement  par  celles-là.  Or  ce  produit  est 
évidemment  du  degré  mn.  Donc.  etc. 

On  observera  que  par  la  modification  qu’on  a' fait  éprouver 
aux  cdllficiens des  équations  proposées,  on  a bien  altéré  les 
valeurs  numériques  des  solutions  en  _y  qui  toutes  sont  devenues^ 
xéro , mais  qu’on  n’a  ni  augmenté  ni  diminué  le  nombre  de  ces 
1 solutions.  T 

Dans  la  seconde  section  , nous  donnerons  une  autre  démons- 
tration ide  cette  proposition,  que  nous  étendrons  d’ailleurs  à 
un  nombre  quelconque  d’équations  déterminées  , quels  qu'en, 
soient  les  degrés. 


■■qwim  fp-r-î 

V 

• i 
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Solution. 

*•  {]y=  a>  y= 

elles  donnent  ce  x~  4»  x~ ~ 

rry. . .y  — 9y  + 3oy*  — 44.y  + ^4  = 0 

x. . .x*4"  i3x'!  4*  56xa^-  8ox  = 0. 


3 

5. 


Lé 


equ 


résultats  absurd  ■ 
bon  d’appliqueç^  + (3y*  4.  i8y  +2  3)x 
numérique.  __  (ys  4.  9y  4-  a"y  4-  1 5)  = o 

, xa-}-(3ya— 6y—  i)x4-Qy3— 3ya— y+3)=o. 
la“-  | e degré  en  x. . 6(^4‘0xl+24(j'+0-r 
En  mettant  à ^ devient  nul  par  y = ~*  : “«.valeur 
solutions  que  d.jatioa  inferieure,  donne  x(xa-6x4-8)=o  ; 

x x = a,  et  les  proposées  ont  les  solutions 

- 1 ’_y.  ' , * 1 1-  Jîj.îsinnr  r)f  *»_LO 

on  a ZX  = (ôuy*4-  96y  4.  64)  (x— y).  Or 

lonne  y 1 , y — — a : ces  substitu- 

donnent  xa— x-a  = o,  xa4-x— a = o 

, 1 > x=-f-3,  x = — a,  x=4-  1, 

i5*.  j mettent  ces  solutions 

Diviseur  du  prev  ' » y — — a»  y = — a 

les  solutions d^  a»  JC==  a>  x=  1. 

f y = a , y : “y  * °n  trouvera  un  reste  identiquement 

t x=o,  'x:>roP°»ées  contiennent  le  facteur  x y et 

la  ' deuxième  0,1  a 

finale  y1  —5f~  J)  = 0 > **—  Cya  + 6y  4-  9)  = 0. 
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CHAPITRE  XXVI. 

Recherche  dès  racines  réelles  entières  et  inégales 
des  équations  numériques . 

356.  ]N"ous  distinguerons  quatre  classes  de  racines  : 1®.  les  ra- 
cines  réelles,  inégales  et  commensurables;  2°.  les  racines  réelles, 
égales;  3°.  les  racines  réelles,  incommensurables  ; 4°-  les  racines 
imaginaires,  égales  et  inégales.  Les  chapitres  suivans  seront  con- 
sacrés à l’exposition  des  méthodes  qui  servent  à obtenir  les  trois 
premières  espèces  de  racines  : nous  renverrons  la  recherche  de9 
racines  imaginaires  à la  seconde  section  de  ce  Traité. 

357.  Une  équation  algébrique  étant  donnée,  on  peut  tou- 

jours par  les  transformations  enseignées  (chap.  23) , la  réduira  . 
à la  forme  • 

xm  — Axm~  *-f-  Bxm~  — Tx  -f-  T — o (1), 

dont  les  coelliciens  sont  des  nombres  entiers,  et  on  a vu  (3i$) 
qu’une  équation  ainsi  préparée,  ne  peut  avoir  pour  racine  une 

fraction  irréductible  j , et  d'ailleurs  il  ne  s’agit  ici  que  "des  ra- 
cines entières.  Soit  donc  a une  des  racines  dé  l’équation  (i)j 
on  aura  par  la  substitution  de  a pour  x, 

am — Aam~ * — Cam~3- f-. . . — Ta  -f-  V=q.  . . (2). 

On  déduit  dé  (a)  , 

J.r 

-—  — {am~'—Aam-*-\-Bam-'t— — T}. 

a K J 

Le  se^pnd  membre  étant  entier,  T,  c’est-à-dire  , le  terme  tout 

connu  , est  divisible  par  a ; ce  qui  résulte  d’ailleurs  (3o5)  de  la 

composition  du  dernier  terme  en  racines  de  l’équation. 

358.  Il  suit  de  là  qu’m  cherchant  tous  les  diviseurs  du  dernier 
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terme,  et  essayant  successivement  chacun  d’eux,  comme  ra- 
cine , sous  les  signes  + et  — , on  trouvera  toutes  les  racines 
entières  de  la  proposée,  si  elle  en  admet  de  telles  : si  aucun 
des  diviseurs  du  dernier  terme  na  la  propriété  de  satisfaire 
à la  proposée , on  sera  assuré  que  celle-ci  ne  comporte  pas 
de  telles  racines.  ' 


Soit , pour  exemple , l’équation 

x3— 7X*+  i4x — 8 = o : 

les  diviseurs  du  dernier  'terme  , pris  sous  les  signes  -4-  et  — < , 
sont  1,2,4»  8*  — t , — 2,  — 4,  — 8 : faisant  les  substitutions 
de  ces  nombres  pour  x , on  trouve  que  -f- 1 , -f-  2 , -f-  4 rédui- 
sent 4e  premier  membre  à zéro  ; d’où  l’on  conclut  que  ces 
nombres  sont  racines  de  la  proposée. 

35g.  Mais  lorsque  le  dernier  terme  de  l’équation  donnée 
comporte  un  grand  nombre  de  diviseurs,  le  procédé  ci-dessus 
devient  très-laborieux  : à la  vérité , on  peut  quelquefois  dimi- 
nuer dernier  terme  par  un  artifice  de  calcul  que  nous 
allons  faire  connaître  sur  deux  exemples.  Soit  d’abord  l’équa-* 
tidn  . # 

x3 — 7 2x4  — 2i6x  -f-  1296  = 0 : 
en  posant  * 

x = ay , » 

on  a la  transformée  4 

8 iy3  — c88ya  — fôay  -f*  1 296  = o , 

laquelle  est  divisible  par  8 ; ensorte  quelle  devient 

y3 — 36y — 54y  162  = 0. 

Par  rapport  à l’équation 

x5  — 76X  -f-  240  = o , 

on  remarquera  que 

240  =8  X 3o  et  76  = 4 X ig;  • 
donc,  en  posant  x = a y , la  transformée  sera  divisible  par  8^ 
et  elle  deviendra 

y3—  19^+30  = 0, 


» 
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équation  dont  le  dernier  terme  est  moindre  que  celui  de  la 
proposée. 

36o.  Nous  allons  faire  connaître  les  conditions  auxquelles 
doivent  satisfaire  ceux  des  diviseurs  du  dernier  terme  qui  sont 
racines  de  l’équation , et  on  sera  certain  que  tout  nombre  autre 
qu’une  racine , ne  peut  vérifier  ces  conditions. 

Comme  la  généralité  de  l’analyse  que  nous  emploierons , ne 
dépend  pas  du  degré  de  l'équation  , nous  l'appliquerons  à une 
équation  cran  degré  défini , pour  que  les  calculs  deviennent 
plus  simples. 

Soit  — a un  diviseur  du  dernier  terme , en  même  temps 
racine  d#  l’équation  : on  aura  (3oo)  • 

x*+  Ax3+  Bx*+  Cx  +D  = (x-j-a)  {V+y/V-f  B'x+C')-, 

faisant  la  multiplication  indiquée  dans  le  second  membre  de 
cette  identité,  et  comparant  les  coeificiens  des  mêmes  puis- 
sances de  x (287) , on  trouvera 


D — aC 
C = C + aB' 
B = B'  + a A' 
A = A + a 


C=° 

a 


■ donc 


B'  — 


A'  = 


C—C 

a 

B — B' 
a 

A — A' 


Ces  conditions  exigent  donc,  1 * que  les  qùotiens  — ' 

a 

£ Ç!  b b' 

■ , soient  des  nombres  entiers  , puisque  A'  & 

a a ' 

C sont  entiers , et  que  de  plus  il  s’agit  d’une  racine  entière , 

conséquence  qu’on  peut  déduire  des  valeurs  de  A' , B',  C , 

tirées  des  relations  précédentes  ou  de  celles  qui  ont  été  trouvée* 

yf 

généralement  (287)  ; 20  que  le  quotient  — soit  l’unité. 

On  peut  s’assurer,  comme  il  suit,  que  toute  racine  vérifie 
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effectivement  ces  conditions.  Soient  — a,  ô , — c , *■—  dlei 
racines  de  la  proposée  : on  a,  d’après  la  composition  connue 
des  coefEciens  en  racines  (3o5) , 


D — abcd 

C = abc  -4-  abd+  acd  -+-  bcd 
B ==  ab+ac-had-hbc-i-  bd-+-cd[ 
j4.  ZZ  a -h  b -¥•  c + d 


C'=  — = JkgL 
a 


\B: 


C—  C' 


bc  *4-  bd  -f*  dd 


d’où 


, . B — R . , . 

) A •=  ■ - = & -f-  c -+-  <J 

A-A*  à _ , 


Jt 

Ayant  d aller  plus  loin,  nous  ferons  remarquer  que  les  trois 
premières  des  équations  ci-dessus , donnent  les  eoelliciens 
A! , B',  C du  quotient.  Qu’on  ait  donc  l’équation 

x1 — ax1 — i3x  -j-6  — o, 

et  qu’on  pose 

x5 — ax*- — i3x  + 6 = (x+c)  (x*  -f-  A'x  + B'  ) , 
on  obtiendra 

S 


ciB'  = 6 

B'  + aA'  = — i3 
A!  a — — 2 


B’  = 


d’où  < A'  — 


a 

—iZ—B' 

a 

— a — A' 


Les  diviseurs  du  dernier  terme , autres  que  -f-  î et  — 1 , 
sont  2,3,  G,  — 2,  — 3,  — 6,  et  on  trouve  que  -f-  3 est 
le  seul  qui  satisfasse  à toutes  les  conditions  ci  - dessus  ; il 
donne  d’ailleurs 

A'~—  5,  B’=a, 

et  conséquemment  pour  facteur  du  second  degré  x1—  5x  + 3 , 
•ensorte  que 

x3 — ax* — 1 3x  -+-J3  = (x +3)  (x* — 5x + 2)  = o. 
Essayons  le  diviseur  — 3 , et  nous  trouverons 
B' — — a,  A'~+^.. 

la 
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la  dernière  condition  n’est  ,^>as  satisfaite.  Ces  substitutions 
donneraient 

x3 — 2X - — i3x-4-6=(x — 3)  (xa-+--U.x—  2)  , 
identité  qui  n’est  pas  vraie.  En  effet , on  sait  d’avance  que 
lorsqu’un  diviseur  du  premier  degré  est  ^e  la  forme  xifcun 
nombre  , le  polynôme  quotient  ne  doit  pas  renfermer  do 
coefficiens  fractionnaires  , que  la  division  se  fasse  exactement 
ou  non.  Si  l’on  effectue  la  division  de  x3 — 2x* — i3x-+-6  pat 
x — 3 , on  trouve  pour  quotient  x^-f-x — 10,  et  pour  reste 
— 24  ; ce  reste  n’est  autre  chose  que  la  proposée  dans  laquelle 
on  écrirait  3 pour  x (299).  Ensorte  qu’on  a 

x3— 2xa — i3x-f-6  = (x — 5)  (xa-}-xrr.io) — 24  3 
d’où  l’on  tire 

x3 — 2xa — i3x+3o  = (x — 3)  (x’-f-x — 10). 

On  voit  donc  que  la  proposée  doit  être  modifiée  , pour 
que  le  diviseur  — 3 du  dernier  terme  satisfasse  aux  conditions 
données  ci-dessus , et  qu’ainsi  ce  nouveau  diviseur  ne  doit  plus 
les  vérifier. 

36 1.  Si  on  applique  cette  analyse  à une  équation  d’un  degré 
indéfini  m , on  est  conduit  à cette  règle  pour  distinguer  si  la 
nombre  a , diviseur  du  dernier  dérivé , est  racine  de  l’équation 
après  avoir  divisé  le  dernier  terme  par  a , on  retranchera  ce 
quotient  du  coefficient  de  l’ avant-dernier  terme,  et  on  divisera 
cette  différent  par  a , puis  on  soustraira  ce  quotient  du  coeffi- 
cient de  l'antépénultième  terme,  etainside  suitersi  tous  ces  quo— 
tiens, sont  des  nombres  entiers  , et  si  de  plus  la  différence  entra 
le  coefficient  du  second  terme  de  la  proposée  et  le  quotient 
précédent  est  V unité;  le  nombre  a sera  racine  de  ( équation j 
dans  le  cas  contraire , il  doit  être  rejeté . 

L’équation  donnée  (297)  savoir 

5x,-J-2x  — 1729  = 0; 
a pour  transformée  (3x5) 

y3+ 1 qy  — 43225  = o , 

a$ 


) 
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dont  la  seule  racine  entière  et  positive  , est 

y = 35,  d ou  x = — = 7, 

nombre  qui  est  l’échelle  du  système  dans  lequel  le  nombre 
1730  a pour  traduction  5oai.  On  conçoit  que  de  telles  ques- 
tions ne  comportent  que  des  solutions  en  nombres  entiers  et 
positifs. 

36a.  Appliquons  maintenant  la  méthode  de  M.  Budan  à 
la  recherche  des  racines  entières , et , à cet  effet , opérons 
sur  l’équation 

x*— io^-\-3Sx^ — 54x4-27=0. 


Les  coefiiciens  de  la  transformée  en  x — 1 , calculés  d’après 
l’algorithme  démontré  (288) , sont 

— S,  +ia,  — 8,  +0; 

cette  transformée  est  donc 

(x — i)4-^-6(x — i)3+ia  (x — 1)* — 8 (x — 1) =0 

et  elle  met  en  évidence  la  racine  x=  1 , puisque  cette  valeur 
anéantit  l’équation. 

Qu’on  divise  cette  équation  par  x— 1 pour  la  débarrasser 
de  la  racine  x—  1 , et  on  aura  pour  quotient 

(x— 1)3 — 6(x — i)l+i2  (x — i) — 8=0. 

Posant  x — 1 —y , et  calculant  (idem)  les  transformées  en  y — 1 
ety — 2 qui  seront  en  x — 2 et  en  x — 3 , on  trouvera  . 

i(x — a)3 — 3(x — 2)*+3(x — a) — 1=0 
« i(x — 3)5+o(x— 3)*+o(x — 3)+o=o; 

donc  la  racine  3 est  triple  , c’est-à-dire  , que  la  proposée  est 
trois  fois  divisible  par  x — 3 : elle  a donc  une  racine  + 1 et 
trois  racines  + 3. 

A l’égard  de  l’équation 

X3 — 2X*—l3x  4-6=0; 
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toutes  les  transformées  jusqu’à  x — 4 inclusivement,  conser- 
vent le  terme  tout  connu j il  en  est  de  même  de  la  transformée 
x — 5;  mais  celle-ci  ayant  tous  ses  coefliciens  positifs,  il 
devient  inutile  d’en  calculer  au-delà  : or  si  la  proposée  ne 
comporte  pas  de  racines  entières  positives , elle  peut  en  ad- 
mettre de  négatives  ; c’est  ce  qu’on  reconnaîtra  en  changeant 
-f-  x en  — x (3ao)  , auquel  cas  l’équation  devient , après  en 
avoir  changé  les  signes , 

ar4-  ax* — i3x — 6 — o , 
et  on  en  déduit  * 

i(x— 1)3+5  (x — i)* — 6 (x — t)  — t6=o 
i(x — a^-f-S  (x — a)*-|-7  (x — a) — 16=0 
i(x — 3)34-n(x— 3)!l-(-«S(x — 3)-f-  o=o. 

La  dernière  manquant  du  terme  tout  connu,  donne  x=3, 
et  conséquemment  la  proposée  est  satisfaite  par  x = — 3,  ra- 
cine trouvée  par  la  première  méthode. 

Ainsi  'lorsque  la  proposée  comporte  des  racines  entières , on 
est  nécessairement  conduit  d des  transformées  qui  manquent 
du  terme  tout  connu.  Dans  le  cas  d'une  racine  multiple , la 
transformée  en  x moins  cette  racine,  manque  d'autant  des  der- 
niers termes  que  cette  racine  est  répétée  de  fois. 
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CHAPITRE  XX YII. 

« 

Méthode  pour  obtenir  les  racines  réelles  et  égales  des 
équations  numériques . 

« 

363.  Si  le  nombre  a est  l’une  des  racines  de  l’équation 
xm — Axm~'-\-Bxm~ 1 * — — 7a;+  V~  o. . . . ( M ) , 

le  premier  membre  sera  eîfectement  divisible  par  a:*— a (29g, 
5oo) . En  effectuant  la  division  , on  obtiendra  un  polynôme  du 
degré  m — i ; et , dans  le  cas  où  ce  polynôme  se  réduirait  en- 
core à zéro  pour  x~a , la  proposée  aurait  deux  racines  égales 
entre  elles,  et  chacune  =a.  Si  après  avoir  effectué  une  se- 
conde division  par  x — a,  le  polynôme  résultant  du  degré 
ni — a , se  réduisait  encore  à zéro  par  la  substitution  x=a  , 
la  proposée  aurait  trois  racines  égales  entre  elles,  et  chacune 
=a.  On  conçoit  sans  peine  que  cette  marche  suppose  la 
question  résolue  : nous  nous  proposons  ici  d’exposer  successi- 
vement diverses  méthodes  pour  découvrir  ces  racines. 

Dans  l’équation  (A/)  , x représente  l’une  quelconque  des 
racines  ; soit  x'  une  autre  racine  aussi  quelconque  de  la  même 
équation,  et  posons 

x = x'-f-u,  d’où  u=x — x'  : 

u représentera  toutes  les  différences  entre  toutes  les  racines 
de  la  proposée  : si  après  la  substitution  x’  -f-  u en  place  de 
x dans  (A/),  on  ordonne  suivant  les  puissances  successives  t 
de  u qu’on  prendra  pour  inconnue , on  obtiendra  la  trans- 
formée 

X+Yu+Zu*- f-  Ru3-f- -J-un=o. . .......  ( P ) , 
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X , Y,  Z , etc.  étant  des  fonctions  de  x' , telles  que 
X—  x'm—  A£m-'+  — Tx-\-Vt 


Y=mx'm~'—(m — \)Axm  ’+  (m — a )Bx'm  3+ — 7\ 

■y  __  m Cm  I ) x'm—t  (^  — O (m  a)  A£m-3 

a 2 

+ ^~3)  Sx'- 4 - etc. 

a 

Tous  ces  coefiîciens  X,  K,  Z , etc.  dérivent  les  nns  des  autres 
suivant  un  mode  uniforme  : d’ailleurs  il  est  visible  que  le  pre- 
mier coeflicient  X se  compose  de  la  somme  des  premiers 
termes  des  développemens  de  (x'-f-  u)m,  A(x'-\-u)m~ *,  etc., 
c’est-à-dire  des  termes  indépendans  de  u ; que  le  second  Y 
est  la  somme  des  coefficiens  des  seconds  termes  des  mêmes  dé- 
veloppemens , et  ainsi  de  suite. 

D’abord,  sous  l’acception  x',  on  a 
X=o-, 

ensorte  que  la  transformée  P est  satisfaite  par 

u — o, 

et  se  réduit  à » 

î"+  Zu-\-Vv}-\- -+-um— ‘==o. . (Ç)  ; 

c’est  ce  dont  il  est  encore  facile  de  se  rendre  compte , en 
observant  que  les  racines  de  (P) , étant 

u~a — x',u  = b — x',  u~c — x' , etc. 

nécessaisement,  pour  toutes  les  substitutions  x'  = a,  =b, 
— c , etc.  , a,  b , c,  etc.  , étant  les  racines  de  ( M ),  on  a 
toujours  u = o , et  conséquemment  X=o.  On  retiendra  donc 
ce  résultat  qui  est  indépendant  de  l’égalité  des  racines. 

Maintenant  , si  l’on  prend  pour  x'  la  racine  qui  se  répète  1 
ou  à laquelle  plusieurs  autres  sont  égales , a , par  exemple  ; 
les  racines  u deviennent 

u — a — a,  u — b — a , u ~c  — a,  etc., 
et  si  l’on  introduit  là  condition  d’égalité  de  deux  racines 
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savoir  :b=a,  on  a deux  fois 

u =0 , 

Pour  o — a — o,  nous  avons,  eu  X—o  , conséquence  dont 
on  a déjà  tenu  compte  dans  (Q)  ; et  pour  b — <2=  o , on  aura 
d’après  (Q) , Y = o.  Donc  lorsque  la  proposée  a deux  racines 
égales,  les  deux  équations 

X=o,Y=o, 

ont  lieu  en  même  temps,  c'est-à-dire  qu’elles  ont  une  racine 
commune  qui  est  une  des  racines  égales. 

Alors  la  transformée  (Q)  divisée  par  u , devient 

Z+Fu  + +iim-î  = o («).'■ 

Qu’on  suppose  a—b  — c } on  a de  nouveau  u — o , donc 
Zz=o.  Donc  pour  trois  racines  égales,  ou  pour  une  racine 
triple,  on  a en  même  temps 

X~o , K=o,  Z—o , 

et  ainsi  de  suite. 

Réciproquement , si  les  deux  équations 
X — o,  Y—  o 

ont  une  racine  commune , cette  racine  sera  double  dans  la 
proposée.  En  effet , cette  racine  substituée  dans  (P)  fera 
évanouir  le  dernier  terme  et  l’avant- dernier  , donc  cette  équa- 
tion deviendra  divisible  par  u®;  conséquemment  deux  de  ses  ra- 
' cines  seront  nutles  j l’une  est  a — a , ou  b — b , ou  etc.  ; 1 autre 
est  a — b , ou  a — c , etc.  , donc  ou  a—b,  oaa=c  , etc.  Si 
les  trois  équations 

X = o,  Y= o,  Z—o 

sont  satisfaites  à-la-fois  par  un  même  nombre  x , on  démon- 
trera , comme  ci-dessu^  que  ce  nombre  est  la  racine  triple 
de  la  proposée.  ’ , , 

364-  On  est  donc  conduit  à cette  règle  pour  reconnaître  si  une 
équation  comporte  n racines  égales , ou  un  facteur  de  la  forme 
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(x — aY  ^formez  les  polynômes  X , Y , Z , TJ,  etc. , et  cher- 
chez s’ils  admettent  un  plus  grand  commun  diviseur  ; s’il 
en  existe  un  entre  n de  ces  polynômes  , la  proposée  aura  n 
racines  égales  au  nombre  qui  rend  nul  ce  diviseur  commun. 
Dans  le  cas  contraire , la  proposée  n'aura  pas  de  racines 
multiples. 

•Si g- est  une  racine  différente  de  a qui  se  répète,  n'  fois^ 

on  prouvera  de  même  que  n’  des  premiers  polynômes 

X , Y,  Z , TJ,  etc.  prennent  un  plus  grand  commun  diviseur 
qui  s’anéantit  par  x=g,  et  ainsi  de  suite. 

365.  Mais  il  importe  de  bien  voir  comment  se  combinent  le* 
facteurs  multiples  (a?  — a)",|  (x — g)*',  etc.,  et  comment  se 
comportent  leurs  exposans  n , n , etc.  dans  les  plus  grands 
communs  diviseurs  successifs  entre  les  deux,  trois,  etc.  premiers 
polynômes  X , Y,  Z , U , etc.  Tel  est  l’objet  de  l’analysa 
suivante. 

Soit  à cet  effet  l’équation  d’un  degré  définie 

(* — a)4  (x — b)3  (x — c)“(x— d)  (x — e)  = o; 

]Nous  poserons,  ainsi  que  nous  l’avons  dit  en  général 
x = x'  -J-  u ; 

er.sorte  que  la  transformée  en  u sera 

[(x'-a)  + u]A  [(x'—  b)+u}*  [(x'— O+uy  C(x'— d)+a] 

[(x'— e)  -f  uj 

=X+  Yu  -f-Zua  + *. . . .u“=  o. 

On  a d’abord 

X = (x'—  a)  i (x'—  by  (x'—  Cy  (x'—d)  (x'—  e) (1)  ; 

Y sera  la  somme  des  produits  de  tous  les  seconds  termes  pri* 
m — 1 àm — 1 (3o5),  ou  10  à 10 , ensorte  que,  dans  ces  pro- 
duits , chacun  des  seconds  termes  manquera  successivement  un# 
fois  : on  aura  donc 

« 

, 1 
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y = (x'—à)Xx'—b)Xx'—cy(-r'—d)(x'— 
etc. 

-J-  (x' — a)((x' — 6)a(x' — c)a(x' — d)(x' — 
etc. 

4-  ( x ' — c)4(x' — b'iXx  — c)  (x' — J)(x' — 
etc. 

+ (x' — a)Kx' — b)3(x' — c)a(x' — e) 
etc., 

-f-  (x' — c)<(x/ — &)3(x'-*-c)a(x' — d) 
etc. 

Pout  abréger,  je  n’ai  écrit  qu’une  seule  des  lignes  dans  les- 
quelles le  même  second  terme  ne  paraît  pas. 

Z étant  la  somme  des  produits  tri  — a à m — a (idem)  ou 
9 à 9 des  seconds  termes,  il  arrivera  que,  dans  tous  ces  pro- 
duits partiels , manqueront  toujours  deux  des  seconds  termes  : 
on  aura  donc 

Z = (x'—  a)\x'—  by  (x-—  cy  (x'—  d)  (x' — e) 
etc. 

+ — aY(.x' — b)  (x' — c)a(x' — d)  (x' — e) 

etc. 

-f-  (x? — a)((x' — b)\x — d)  (x'— e) 
etc. 

-f-  (x' — ay(x’—by(x?  — c)* 

, etc. 

Dans  U,  trois  de3  seconds  termes  manqueront  successivement , 
et  on  trouvera 

V = (x' — a)  (x' — b)\x' — c)1(x' — d)  (x' — ej 
etc. 

4*  (x' — c)4(x' — e)a(x' — d)  (x' — e ) 
etc. 

-f-  (x' — a)4(x' — b)s(x — e) 
etc. 

On  voit  à l’inspection  des  résultats  (i),  (a),  f3))  et  (4),  que 
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x' — a sera  seul  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  poly- 
nômes X , Y,  Z et  U,  ensorte  que  la  racine  a qui  est  répétée 
quatre  fois,  se  trouvera,  en  égalant  à zéro  le  plus  grand  divi- 
seur commun  entre  ces  quatre  polynômes  ) que  celui  des  trois» 
polynômes  X , Y,  Z égalé  à zéro , sera 

(x' — a )*  (x' — b ) = o ; 

qu’ainsi  après  l’avoir  divisé  par  (x' — a)*,  on  aura 
x' — b — o,  d’où  x'  =s  b , 

racine  triple  dans  la  proposée  j que  celui  des  deux  polynômes 
X et  Y,  égalé  à zéro  , sera 

(x' — a)1  (x' — é)î(x' — c)  = o , 
lequel  divisé  par  (x' — a)3(x'—  b)',  donnera 
x' — c r=  o , d*où  x'—  c , 

racine  double.  Enfin  si  l’on  divise  le  polynôme  X par 
(x' — aY(x' — b )3(x' — c)a,  on  obtiendra  le  produit  des  facteurs 
correspondans  aux  racines  inégales , lequel  égalé  à zéro  et  ré- 
solu , donnera  ces  racines. 

On  observera  que  cette  méthode  s’étend  aux  racines  incom- 
mensurables égales,  puisqu’elle  est  indépendante  de  la  distinc- 
tion des  racines  : dans  ce  cas , le  plus  grand  commun  diviseur 
est  un  polynôme  d’un  degré  supérieur  au  premier,  dont  chacune 
des  racines  est  incommensurable. 

36S.  Les  élèves  seront  maintenant  en  état  d’entendre  et  de 
substituer  à tout  ce  qui  précède , l’exposition  suivante  de  la 
théorie  des  racines  égales,  que  nous  avons  dégagée  de  tout 
calcul. 

Soient  a,  b,  c,  etc.  les  racines  d’une  équation  du  degré  m# 
et  (x — à)  le  facteur  correspondant  à la  racine  a , qui  se  répète 
n fois  : si  on  transforme  l’équation  en  une  autre  dont  les  racines . 
u soient  égales  aux  différences  entre  la  racine  a et  toutes  les 
autres,  en  posant  x—a  -f-  u , il  est  évident  que  l’équation  en  u 
s’abaissera  immédiatement  au  degré  m—i,  puisqu’elle  a pour 
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racine  a — a oh  o,  et  cela  indépendamment  de  l’égalité  des 
racines  ; mais , dans  cette  dernière  hypothèse , la  transformée 
en  u (36i)  du  degré  m — i , aura  autant  de  racines  moins  une , 
égales  à zéro,  qu’il  y a de  racines  égales  à a dans  la  proposée; 
donc  il  y aura  aussi  n — 1 de  ses  coeiliciens  depuis  le  dernier  in- 
clusivement, qui  deviendront  zéro.  Si  dans  ces  coeiliciens,  on 
remplaceapar  x,  les  polynômes  en  x que  l’on  obtiendra,  et  l’équa- 
tion primitive  étant  nuis  en  même  tempsdansl’hypothèsex=a , 
auront  un  commun  diviseur  dont  x — a fera  partie . Si  la  proposée 
contient  aussi  plusieurs  fois  leîacteur  x — b ',ri  fois , par  exemple, 
11  étant  <Vi , la  transformée  correspondante  dont  les  racines 
seraient  les  différences  entre  b et  toutes  les  autres  racines  a, 
c,  d,  etc.,  ne  différerait  de  la  précédente  qu'en  ce  queè  y rem- 
placerait a\  les  coefiiciens  des  n'—  t derniers  termes  qui  se- 
raient encore  les  mêmes  après  la  substitution  de'x  pour  b,  que 
dans  la  transformée  précédente,  auraient  donc  pour  facteur 
x — b,  et  comme  x — a,  x — b sont  des  binômes  premiers 
entre  eux , il  s’ensuit  que  les  ri — i derniers  coeiliciens  de  la 
transformée  en  u,  auront  pour  facteur  (x  — ri)  {x — b).  De 
même  si  la  proposée  contient  le  facteur  (x — c)n",  n"  étant  <^ri, 
les  n” — i derniers  coeiliciens  de  l’équation  en  u,  auront  pour 
facteur  commun  entre  eux  et  avec  la  proposée  (x — ri)  (x  — b) 
(x — c).  Si  on  pouvait  regarder  comme  vraie  la  réciproque 
de  cette  proposition  , il  serait  facile  de  trouver  les  racines 
égales,  en  formant  les  derniers  coeiliciens  de  l’équation  en  u , 
et  cherchant  leur  commun  diviseur. 

Il  s’agit  donc  de  démontrer  que  si  les  n derniers  poly- 
nômes X , Y,  Z , etc.  de  la  transformée  en  u , ont  un  facteur 
commun  du  premier  degré , ce  facteur  est  élevé  à la  puis- 
sance n dans  l’équation  en  x. 

Si  les  polynômes  consécutifs  en  x qui  forment  les  derniers 
coefiiciens  de  l’équation  en  u,  ont  un  diviseur  commun  entre 
eux  et  avec  la  proposée,  diviseur  dépendant  de  x,  chaque  fac- 
teur du  premier  degré  en  x de  ce  diviseur,  le  sera  aussi  de  la 
proposée , et  correspondra  à une  de  ses  racines  ; et  si  l'un  a 


D’  A L G È b R T.  4ll 

formé  l’équation  en  u qui  ait  pour  racine»  les  différences  entre 
celle-ci  et  toutes  les  antres  de  l’équation  en  x,  cette  trans- 
formée du  degré  m—  i , aura  autant  de  termes,  à partir  du 
dernier,  qui  deviendront  nuis,  qu’il  y a de  polynômes  en  x 
qui  admettent  un  commun*diviseur  ; par  conséquent  elle  aura 
autant  de  racines  égales  à zéro  ; donc  la  proposée  aura  elle- 
même  autant  de  racines  plus  une  , égales  à a , si  x — a est  un 
des  facteufs  du  commun  diviseur  en  question.  Si  a-  — b se 
trouve  facteur  dans  le  commun  diviseur  de  n'  — i polynômes 
et  de  la  proposée , on  prouvera  de  même  que  celle-ci  est  divi- 
sible par  (r — b)n'  etc.  Conséquemment  on  trouverait  toutes 
les  racines  égales,  et  le  degré  de  multiplicité  de  chacune  d’efles , 
en  formant  un  nombre  suffisant  de  polynômes  tels  que  Y , 

Z,  etc. 

Il  reste  à assigner  la  puissance  à laquelle  chacun  des  fac- 
teurs multiples  est  élevé  dans  les  polynômes  successifs  Y, 

Z,  etc.  Les  valeurs  de  x étant  a,  b , c,  etc.,  celles  de  u sont 
a — x‘,  b — x',  etc.;  ainsi  dans  la  transformée  en  u,  qui  est 
du  degré  m,  lorsqu’on  n’a  pas  effacé  le  polynôme  X,  ce  poly- 
nôme est  le  produit  de  tous  les  facteurs  a — x' ,b  — x',  etc., 
en  nombre  m , tandis  que  Y est  la  somme  des  produits  differens 
de  ces  m facteurs  pris  m — i km — 1 , ensorte  que  chaque 
facteur  multiple  de  la  proposée  se  trouve  dans  Y à une  puis- 
sance moindre  d’une  unité  que  dans  X , d’où  il  suit  que  Y 
aura  pour  diviseur  commun  avec  X , le  produit  des  facteurs 
égaux  de  la  proposée,  élevés  chacun  à une  puissance  moindre 
d’une  unité  que  dans  celle-ci  : de  plus  , ce  commun  diviseur 
ne  sera  pas  plus  grand  que  ce  produit  ; et  par  conséquent 
le  plus  grand  commun  diviseur  entre  X et  Y,  est  et  ne 
peut  être  'que  le  produit  des  facteurs  égaux  élevés  à une 
puissance  moindre  d’une  unité  que  dans  l’équation  en  x. 

Le  polynôme  Z étant  dérivé  de  Y comme  Y l’est  de  X,  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  Y et  Z , est  et  ne  peut  être 
que  le  produit  des  facteurs  égaux  de  Y,  élevés  à une  puissance 
moindre  d’une  unité , et  par  conséquent  ce  diviseur  n’aura 
pour  facteur  avec  la  proposée,  que  le  produit  des  facteurs 

. \ 
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égaux  de  celle-ci  élevés  chacun  à une  puissance  moindre  de 
deux  unités.  La  continuation  de  ce  raisonnement  fait  con- 
naître que  chacun  des  exposans  des  facteurs  égaux,  est  dimi- 
nué d'une  unité  d’un  polynôme  au  suivant  jusqu’au  dernier 
qui  n’a  de  diviseur  commun  avec  les  autres  que  le  facteur 
impie  qui  se  trouve  répété  le  plus  de  fois  dans  l’équation 
en  x. 

3 67.  On  doit  remarquer  , quoique  cette  circonstance  ne  fasse 
pas  difficulté  , qu’il  peut  arriver  que  les  polynômes  dérivés  aient 
entre  eux  ou  avec  la  proposée , des  facteurs  qui  ne  seraient 
pas  communs  à tous  les  autres.  Par  exemple , l'équation 

3x5 — iox3-!-  i5x  -f-'8  = o 

qui  a pour  facteur  multiple  (x  -j-  1)3  donne  pour  première 
dérivée  x*  — 2xa-f-  1 qui  outre  le  facteur  (x-f-  i)a  contient 
encore  (x — 1)%  ensorte  que  le  diviseur  commun  des  deux, 
premières  dérivées,  sera  (x-j-i)  (x — 1)  , quoique  x — 1 
n’entre  pas  dans  l’équation  primitive.  L’équation. 

x5 — ax*  — Gx3-}-  4xa  -f-  i3x -f-  6 — o 

dont  un  des  facteurs  est  (x  -f- 1)3,  et  un  autre  x — a , a pour 
seconde  dérivée  5x3  — 6x“  — gx -{- 2 , laquelle  est  divisible 
parx+i  et  par  x — 2 , et  cependant  le  facteur  x — 2 n’entre 
pas  dans  la  première  dérivée,  puisqu’il  n’est  qu’au  premier 
degré  dans  l’équation  primitive.  Enfin  l'équation 

* x5 — 3x*  -f-  ax3  -f-  axa — 3x-f-8=^o 

qui  n’a  point  de  racines  égales  , a pour  première  dérivée 
Sx4 — i2x3-J-Gxa-f-4r — 3 dont  un  des  facteurs  est  (x  — 1)3. 

368.  Au  reste , le  procédé  le  plus  simple  pour  trouver  chaque 
, facteur  multiple  , après  avoir  trouvé  le  commun  diviseur  des 

polynômes  A et  Y,  est  celui  qui  sera  expliqué  (368),  et  qui  dis- 
pense de  recourir  aux  autres  polynômes  dérivés. 

36g.  On  peut  encore  composer  une  équation  qui  admette 
des  racines  égales  données. 
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Soit  (x — a)n  le  facteur  qu’on  veut  introduire  dans  l’équa- 
tion : on  prend  à volonté  une  équation  d’un  degré  quelconque , 
mais  plus  grand  que  n , et  qui  ait  au  moins  n termes  multipliés 
par  x , les  coefficiens  étant  indéterminés  : on  formera  les  n — i 
premières  dérivées  de  la  proposée , et  on^ubstituera  dans  cha- 
cune a pour  x , ce  qui  fournira  n — 1 équations  de  condition 
entre  les  coefficiens  indéterminés  qu’on  calculera  facilement 
au  moyen  de  ces  équations  et  de  la  proposée , parce  que  ces 
coefficiens  sont  au  premier  degré. 

Si  l’on  voulait  introduire  dans  une  équation  trois  fois  la 
racine  — 1 , et  deux  fois  la  racine  -j-  t , on  poserait 

xe + A j?-}-  5x1+  Cx3+  Dx*+  J5x  + F ~ o; 
d’où  l’on  déduirait  les  deux  polynômes 

Y = 6x5+  5^fr{+  45x'+  3Cx*+  a Ox  + E = o; 

Z = i5x*+  io^x1+G5x3+3Cx  + D=  o. 

Les  hypothèses  x = — i faites  dans  ces  trois  équations  , et 
x—  1 faites  dans  les  deux  premières  , donnent  cinq  équation* 
qui  conduisent  à ces  déterminations  : 

A=i-\-F,  B— F — 2,  C— — a — 2 F,  D=i — a F,  E—i-\-Ft 
et  conséquemment  à l’équation  A 

x6+(i+F)x5+  {F — a)x4 — 2 (F+i)  x3+(i— aF)  x4 
+ (i+F)x+F  =o, 

ayant  pour  facteur  ( x + î )3  (x— ■ î )•.  Si  l’on  prend  F=  a , 
cette  équation  admettra  la  racine  x— — 2. 

370.  L’analyse  suivante  annoncée  (366),  conduit,  dans  le  cas 
général,  à deux  équations  séparées,  dont  l’une  résulte  du  pro- 
duit des  facteurs  multiples  élevés  chacun  à la  première  puis- 
sance , et  l'autre  est  le  produit  des  facteurs  inégaux. 

Soit  donc  ' * 

xm— ^(x"~l+etc.=(x — a)"(x — by\x — c)n*(x— d)  (x-e)etc.  : 
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l’équation  en  u sera,  dans  l’hypothèse, 

x—x'  -f-  u, 

X+Yu+Zu‘+  Uu?+. . . = [(x'-a)  -f-n]"  [(x'-i)+u] 

. ..[(x'-c)+u]""[(x'-d)+u]  [(x'-e)-fu]=o; 

en  développant,  on  trouve,  après  avoir  ordonné  suivant  lea 
puissances  ascendantes  de  u , 

X+Yu+Zu*+- 

= (x' — a)"  (x' — 6)*'  (x' — ■c)*"  (x' — d)  ( x ' — e) 

-f-  n (x' — a)"-'(x' — b)n'  (pc — c)""  (x' — d)  (x' — e) 

-J-n'(x' — d)n  (x' — by'-'(x — c'y1"  (x' — d ) (x' — e) 

-(-  rc"  (x' — a)a  (x'—by  (x' — c)""— ’(x' — d)n'' (x' — e) 

-f-  (.1/  — à)n  (x' — i)n/  (x' — c)""  (x' — e) 

4.  (x'— c)“  (x'— A)”'  (x'— c)""  (x'—d) 

Comparant  X et  Y avec  les  coefficiens  des  mêmes  puissances 
de  u dans  le  second  membre , on  reconnaît  que  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  X et  Y,  se  compose  du  produit  de  tous 
les  facteurs  multiples  de  la  proposée , élevés  chacune  à une 
puissance  moindre  d’une  unité.  Soit  D ce  commun  diviseur , 
on  aura 

D = (x—  a)n~  1 ( x'—by -»  (x'—cy~‘; 

mais 

» , , . >’ 

X—  (X  — a)*(x'—  byiy—  c)“"(x'—  d)  (x'— e)  etc.  ; 
donc  divisaqt  X par  D , et  désignant  le  quotient  par  Ç,  il 
viendra 

Q = (jxf  — à)  (x' — b)  (x'— c)  (x'—  d")  (x'— e)  etc. , 

c’est-à-dire , le  produit  des  facteurs  égaux  dont  chacun  n’est 
plus  qu’à  la  première  puissance , par  les  facteurs  inégaux. 

Qu’on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  Dr  entre  D 
et  Q -,  on  trouvera 


'u+etc. 
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Divisant  Q par  D',  et  désignant  le  quotient  par  Q',  on  aura 
Q'  = (x' — d)  (x' — e)  etc. 

Ensorte  que  des  deux  équations 

D'  — o,  Q’  — o, 

qui  n’auront  que  des  racines  inégales,  la  première  donnera  le» 
racines  égales , et  la  seconde  toutes  les  racines  inégales  de  la 
proposée.  Il  sera  facile  de  connaître  le  degré  de  multiplicité 
des  racines  égales,  ou  le  nombre  de  fois  que  chacune  d’elles 
est  répétée. 

On  peut  même  remplacer  l’équation  D'  = o par  d’autres 
équations , telles  que 

Ç — o,  R = o , S—o,  etc. 

Q étant  le  produit  des  facteurs  dont  chacun  est  double  dans 
la  proposée,  R celui  des  facteurs  dont  chacun  est  triple  dans 
la  même  , etc.  En  effet  , à cause  de 

X=P.Q'.R3  S*  T5,  etc. 

P étant  le  produit  des  facteurs  simples,  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  X'  entre  X et  la  dérivée  Y , sera 
X'=QR'S3  T\  etc. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  entre  X'  et  sa  dérivée , sera 
X"  = RS'  T3,  etc. 


On  trouvera  en  continuant  de  cette  manière  aussi  long-temps 
que  la  dérivée  des  polynômes  X',  X ",  etc.  ne  sera  pas  réduite 
à l’unité , 

PQ*  R3  S ♦ T5,  etc.  = X 
Q R'  S3  T*,  etc.  = X ' 

R S‘  T3,  etc.  = X • 

S T »,  etc.  = X" 

T,  etc.  = X". 

On  tire  de  là 

JPQRST,  etc.=J  ~ , QRST,  etc.  = —,  RST,  etc.  =**- 
ST,  etc.=  rj—,  etc. 


« 
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et,  en  divisant  ces  formules  l’une  par  l’autre  consécutivement, 

„ XX".  ^ X'X"  „ X"X,T 

~ X'X'  * ^ — xx3’  li  ~ A"X"*  etc‘ 

, •s. 

L’ équation 

X—  xs-l-2x*-f-  x7~h  6x6+  7X5 — 2x*-{-  3^+  ax’ — 1 ax — 8 = o 
donne 

y=gxt-f-  i6x7+7x6  + 36x5-f-35xt — Sx3-^  9^S+4X — 12 . 

donc  * 

X' — x^+  x3+xï4-3x-{-a 

dérivée  de  X'  = ^x3  -f-  3x*-f-  ax+  3 
X"=x+r 
dérivée  de  X"  = t 
X"=i 
dérivée  de  X"  = o 
X,v  = î , 
d’où  on  déduit 

P=x3-f-x — a,  Q = x* — x -f- a,  = i + 
et  conséquemment 

X=(x%-\-  x — a)  (x1 — x+  a)*  (x-f-i)5. 

371.  Nous  terminerons  par  l’exposition  d’un  procédé  qu’on 
peut  employer  avec  avantage , et  qui  ramène  la  recherche 
des  racines  commensurables  égales  et  inégales  à celle  des  ra- 
cines inégales.  Un  exemple  particulier  suffira  pour  le  faire  bien 
comprendre. 

Soit  l’équation 

x3 — 7xT  — ax8-!- 1 t8x® — aSgx*—  83X3-!-  6iaxa — io8x 
— 43a=  o. ......  (1)  : 

on  trouvera,  d’après  la  méthode  donnée  (chap,  36) , que 
les  racines  commensurables  inégales  de  cette  équation  sort 
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— 1 , -f-  2,  -f-3,  — ^4,  de  sorte  que  la  proposée  peut  s’écrire 
ainsi  qu’il  suit  : 

(r+i  )(x — 2)(x — 3)  (x-K)  (xh-7  r3-]- i 3x3+5x- 1 8)  = o. . /s)  : 
et  il  reste  à chercher  les  racines  du  polynôme  x* — 7^+  i3x* 
-f-  3x  = 18,  en  observant  que  s’il  en  admet  de  commensu- 
rables,  celles-ci  ne  peuvent  pins  être  que  des  racines  égales 
de  la  proposée  , puisque  toutes  les  racines  commensurables 
inégales  sont  déjà  obtenues.  On  ne  doit  donc  essayer  comme 
racines  de  ce  polynôme  que  ceux  des  diviseurs  de  18 , qui  se 
trouvent  parmi  les  diviseurs  de  43a , c’est-à-dire , — 1,4-2, 
4-  3 , et  on  a 

x* — 7x4-i3x5-f-3x — i8  = (x-f-  i)(x — 2)(x — 5)(x  — 3) , 

le  dernier  facteur  x — 3 étant  le  résultat  de  la  division  du 
polynôme  précédent , par  le  produit  (x  -f-  1 ) (x  — 2)  (x  — 3 ) ; 
c’est  en  égalant  ce  quotient  à zéro  qu’on  trouve  la  dernière 
racine  x = 3,  et  qu’en  général  on  découvrirait  les  racines 
. égales  que  comporterait  encore  la  proposée.  O11  a donc  trouvé 

(1)  = (x  -f-  1)1  (x  — s)a  (x  — 3)3  (x  + 4). 

On  remarquera  surtout  que  le  nombre  des  diviseurs  du  der- 
nier terme , à essayer  comme  racines  , en  passant  de  la  pro- 
posée aux  polynômes  successifs,  diminue  toujours,  puisqu’on 
n’a  plus  à se  décider  qu’entre  ceux  de  ces  diviseurs  qui  sont 
diviseurs  du  dernier  terme  du  polynôme  précédent.  D’ailleurs, 
ainsi  qu’on  l’a  observé  (11 5),  on  ne  doit  chercher  les  diviseurs 
nombres  premiers  du  dernier  terme , qu'au-dessous  de  sa  racine 
carrée. 

, * 372.  Nous  terminerons  par  une  observation  qui  peut  ètreutile, 
puisqu’elle  offre  un  caractère  auquel  on  reconnaît,  à priori, 
que  telle  équation  ne  comporte  pas  de  racines  égales;  c’est  ce 
qu’on  peut  affirmer  de  toute  équation  dont  le  dernier  terme 
et  le  coefficient  de  l’avant-dernier  sont  des  nombres  premiers 
entre  eux.  A la  seule  inspection  des  formules  de  ces  deux  der- 
niers  coefficiens  en  racines  de  l’équation  , on  reconnaît  que  si 
deux  ou  plusieurs  racines  deviennent  égales,  ces  coeiliciens 

27 
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acquièrent  un  commun  diviseur,  ce  qui  peut  encore  avoir 
lieu  lorsque  toutes  les  racines  sont  illégales,  ensorte  que  la 
réciproque  n’est  pas  vraie.  En  général , si  une  équation  con- 
tient n racines  égales  à a,  le  coefficient  du  ntm‘  terme,  en  par- 
tant du  dernier,  sera  divisible  par  a ; celui  du  ( n — i)ime  terme 
le  sera  par  a1,  celui  du  (;i  — a)""'  terme  le  sera  par  a3,  et  ainsi 
de  suite.  On  voit  encore  que  les  équations  à deux  termes  ou 
de  la  forme  xm  dz  am,  ne  comportent  pa3  de  racines  égales. 

373.  La  question  suivante  trouve  naturellement  place  ici  : 
trouver  la  condition  d’où  dépend  l’existence  de  deux  racine* 
égales  dans  l’équation 

x3  -f-  px  9 ==  o : 
on  forme  les  polynômes 

X = oc?-\-  px  -f-  q = o, 

Y =3x“  + p ; 

et  en  opérant  sur  ces  deux  résultats  comme  pour  en  trouver  le 
plus  grand  commun  diviseur , ainsi  que  le  prescrit  la  méthode  , on 
obtient  un  reste  indépendant  de  x,  qui  est  : donc 

les  deux  polynômes  X et  Y n’admettent  un  plus  grand  commua 
diviseur,  qu 'autant  qu’on  a 

4p3  + 27<f  = o ; d’où  — ~ = j. 

Effectivement , sous  cette  condition , les  deux  dernières  des 
trois  racines  de  la  proposée  sont  égales  entre  elles.  (2e  sec- 
tion). 

Les  conditions  d’où  dépendrait  l’existence  de  trois  racines 
égales,  pour  l’équation 

x’-f-  px*  -j-  qx-\r  r = o , 

seraient  au  nombre  de  deux  : en  effet , le  commun  diviseur 
entre  X et  Y exigerait  une  condition  , et  le  commun  diviseur 
entre  celui-ci  et  le  polynôme  Z en  requerrait  une  seconde. 


CHAPITRE  XXVIII. 


Recherche  de  la  partie  entière  des  racines  incommen- 
surables des  équations  numériques. 


Z'j 4.  Ijes  racines  incommensurables  ont  été  comprises  dans 
la  troisième  classe  (356)  : elles  se  composent,  i°.  d’une  partie 
entière  ; 2°.  d’une  fraction  décimale  infinie  dont  la  recherche 
exige  des  méthodes  particulières  que  nous  exposerons  dans  l'un 
des  chapitres  suivans  : dans  celui-ci  il  ne  sera  question  que  de 
la  première  portiondesracinesincommensurables. Comme  on  sait 
changer  les  racines  négatives  d’une  équation  en  positives  (320)  , 
nous  ne  considérerons  que  celles-ci  ; d’abord  nous  les  intercep- 
terons entre  deux  limites  , l’une  supérieure  et  l’autre  infé- 
rieure , puis  ayant  reconnu  que  deux  nombres  qui  substitués 
pour  x dans  la  proposée,  donnent  des  résultats  de  signes  dif- 
férens , comprennent  nécessairement  des  racines  réelles,  nous 
chercherons  quel  doit  être  l’intervalle  à mettre  entre  les 
substitutions  à faire  entre  les  deux  limites,  pour  que  les 
couples  de  résultats  de  signes  contraires,  soient  précisément  en 
même  nombre  que  les  racines  réelles,  parce  qu’alors  les  deux 
substitutions  correspondantes  ne  comprenant  plus  qu’une  ra- 
cine, si  d’ailleurs  leur  différence  n’excède  pas  l’unité,  la  plus 
petite  pourra  être  prise  pour  la  partie  entière  de  la  racine  in- 
terceptée j et  comme  on  pourra  toujours  ramener  cette  diffé- 
rence à l’unité' et  même  à un  nombre  moindre,  la  question  sera 
résolue.  < 

375.  Nous  commencerons  donc  par  fixer  les  limites  supérieure 
et  inférieur#des  racines  positives  ; c’est-à-dire,  par  rechercher 
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deux  nombres  dont  l’un  soit  plus  grand  que  la  plus  grande  ra- 
cine positive , et  l’autre  plus  petit  que  la  plus  petite  des  mêmes 
racines. 

376.  Nous  démontrerons  d’abord  que  podr  tout  polynôme 

xm—  AxT-'+Bx™-' — Cx“-S — !Tx-f-  V\ (1) 

on  peut  toujours  assigner  pour  x un  nombre  tel,  que  le  premiet 
terme,  devienne  plus  grand  que  la  somme  des  suivons.  Le  cas 
le  plus  défavorable  est  celui  où  tous  les  coeiliciens  auraient 
le  même  signe , et  deviendraient  égaux  au  plus  grand  d’entre 
eux , abstraction  faite  de  son  signe.  Soit  S ce  plus  grand  coef- 
ficient : on  aura  à satisfaire  à l’inégalité 


xm><S(x"-*-}-xm-*-b*  • . .+x-f- 1), 

. ou  à celle-ci  : • •• 


en  observant  (ai 5)  que 

+x+ 1— 

x — 1 

' \ 

Mais  l'inégalité  précédente  aura  lieu  par  la  valeur  de  x qui 
donnerait  : 

xm=S  -je"  ^ , d’où  x=S+i; 


pour  cette  valeur  de  x , l’inégalité 


devient 
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et  le  polynôme  xm — Sxm~l  — Sx"-1 — Sx— -S  dorme 

l'imité. 


Ainsi  la  valeur  de  x , propre  à rendre  le  premier  terme 
d’un  polynôme , supérieur  à la  somme  des  suivons , est  le  plus 
grand  des  coefficiens , pris  absolument  ou  sans  signe , et  aug- 
menté de  l unité.  I 

Quand  le  premier  terme  est  positif,  cette  substitution  donne 
un  résultat  positif,  et  la  chose  arrive  , à fortiori , lorsque  le 
coefficient  du  premier  terme , toujours  positif,  est  plus  grand 
que  l'unité. 

^77.  Cherchons  actuellement  le  nombre  à substituer  pour  x 
dans  le  premier  membre  d'une  équation , à l’effet  d'obtenir  un 
résultat  positif.  Ce  nombre  doit  seulement  satisfaire  à la  con- 
dition de  rendre  le  premier  terme  xm,  supposé  positif,  plus 
grand  que  la  somme  des  termes  négatifs  , ce  qui  aura  lieu  si 
ce  premier  terme  devient  supérieur  à la  somme  de  tous  les 
suivans  rendus  négatifs , et  affectés  du  plus  grand  des  coeffi- 
ciens négatifs  de  la  proposée  : alors  en  désignant  encore  par  S 
ce  plus  grand  coefficient  négatif , il  résulte  de  l’analyse  pré- 
cédente que  x = 5+  i , et  il  faut  observer  que  le  nombre  S 
n’est  pas  le  même  dans  les  deux  questions  dont  les  énoncés 
•ont  d’ailleurs  dilTérens. 

Mais  il  peut  se  trouver  quelques  termes  positifs  intermé- 
diaires entre  xm  et  le  premier  des  termes  négatifs  , auquel 
cas  le  nombre  à substituer  pourx,  à l’efFe^d’obtenir  un  résul- 
tat positif,  pourra  être  moindre  que  S -f  1.  Soit  m—m> 
l’exposant  de  x dans  le  premier  des  termes  négatifs  en  reve- 
nant de  xm  : *i , pour  se  placer  dans  le  cas  le  plus  défavorable 
on  fait  abstraction  de  tous  les  termes  positifs  qui  se  trouvent 
entre  xm  et  xm~n -,  qu’à  partir  du  premier  terme  négatif,  0n 
suppose  tous  les  coefficiens  négatifs , et  chacun  d’eux  égal  au 
plus  grand  d’entre  eux,  que  nous  désignerons  toujours  par  S 
on  aura  à satisfaire  à l’inégalité 


* 


( 


Digitized  by  Google 


4** 

ou  à celle-ci  : 


È L É M E N J 


/r”-»+' I \ 


ensorte  qu’il  suffira  de  trouver  pour  x une  valeur  telle  , que 
l’on  ait 

_m — a-4-1  ç 

xm—  S , d’où  x"~‘  — ■ 


x — 1 ' x — 1 

Faisant  x — i = K,  d’où  x=/£-f-i,  cette  égalité  devient 


K(K  +i)—' =5  : 

or  il  est  évident  qu’en  posant  Kn=zS,  le  premier  membre 
deviendra  plus  grand  que  le  second  , et  qu’ainsi  les  inégalités 
précédentes  seront  satisfaites  , à fortiori , par  la  valeur  de  x, 

» n 

déduite  de  Kn—S  , laquelle  est  x = t -f-  y S. 

378.  Puisqu’une  équation  ne  peut  être  satisfaite  lorsque  pour 

1 n 

x on  écrit  5+  1 , ou  1 -f-  y/  $ et  tous  les  nombres  positifs  in- 
définiment plus  grands  , nécessairement  ses  racines  réelles  po- 
sitives doivent  être  toutes  plus  petites  que  S-f-i  , ou  que 
n t 

1 -f-  ÿ S\  donc  l’un  ou  l'autre  de  ces  deux  nombres  est  plus 
grand  que  la  plus  grande  racine  positive  : il  reçoit  de  cette 
propriété  la  dénomination  de  limite  supérieure  des  racines 
positives.  4 

379.  Cherchons  la  limite  inférieure  des  mêmes  racines  ; 
c'est-à-dire  un  nombre  plus  petit  que  la  plus  petite  racine 
positive.  A cet  effet , de  l’équation 

xm — Dxm~%  -f- — Tx-f-  JS—  o , 

on  déduira  (3aa)  une  transformée  d’après  la  relation 


t 
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prenant  un  nombre  plu3  grand  que  la  plus  grande  racine  po- 
sitiva de  cette  transformée  , et  l’écrivant  pour  y dans  la  rela- 
tion précédente,  le  résultat  sera  évidemment  plus  petit  que 

la  plus  petite  racine  positive  x.  Ce  nombre  qui  sera  g ^ ^ , 
ou ^ — , S'  étant  le  plus  grand  des  coefiiciens  négatifs 


i+V/S' 

de  l’équation  en^r,  pris  positivement , est  donc  la  limite  infé- 
rieure des  racines  positives. 

38 1 . Si  l’on  voulait  avoir  la  limite  inférieure  immédiatement 
en  coefiiciens  de  l’équation  donnée 

xm—  AxT~'~ j- +Pxm~n—Nxm-r ±.F=  o -, 


la  transformée , d'après  la  relation  x = - , serait 
i . P N 


±:  V~o. 


.+ 1 =o. 


y y " y 

et  en  multipliant  par  ym,  ert  divisant  par  ±z  V, 

N P 

ym —±pyr----  + ±jryn--- 

Si  P et  N sont  les  plus  grands  coefiiciens  positifs  et  néga- 

P N 

tifs  de  la  proposée  , ceux  de  la  transformée  seront  -f-  — , — -p. 
N P 

pour  -f-  V,  et  -f-  pt  — ^>pour  — V : ainsi , dans  le  premier 

cas , la  limite  inférieure  des  racines  positives , sera 
î V 


et  dans  le  second 


S'+i 

î 


N+F' 

F 


V+I-P+F- 

382.  On  observera  par  rapport  à l’équation 
x3 — 63x  -f-  189  =0  , 

que  le  nombre  4 pris  pour  x , rend  bien  le  premier  membre 
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positif,  puisqu’il  donne  le  résultat  + t , mais  que  la  substi- 
tution -j-  5 donne  le  résultat — 1 ; qu'ainsi  il  ne  suffit  pas 
que  le  nombre  substitué  au  lieu  de  x , donne  Un  résultait  po- 
sitif , pour  qu’on  puisse  le  prendre  pour  limite  supérieure  des 
racines  positives;  il  faut  que  ce  nombre  rende  le  terme  de 
plus  haute  puissance  de  x,  âu  moins  supérieur  à la  somme 
des  termes  négatifs. 

383.  Ces  limites  supérieure  et  inférieure  ne  sont  pas  géné- 
ralement aussi  rapprochées  qu’elles  peuvent  l’ètre;  on  les 
trouvera  telles  au  moyen  de  l’analyse  suivante  qui  est  due  à 
Newton.  Reprenons  l’équation 

xm — Bx™-* — Tx-\-  F=zo  : 

si  l’on  pose 

x=z  -f-  l,  d’où  z = x — l , 

I étant  un  nombre  indéterminé  , les  racines  de  la  transformée 
en  z seront  plus  petites  que  celles  de  la  proposée,  de  ce 
nombre  / ; si  donc  on  détermine  l pajr  la  condition  que  tous  le3 
termes  de  la  transformée  aient  le  même  signe  , cette  trans- 
formée ne  pourra  comporter  que  des  racines  négatives  , et  par 
conséquent  le  nombre  l qui  aura  satisfait  à cette  condition  , 
surpassera  la  plus  grande  racine  positive  x.  La  transformée  en 
x sera  (363) 

X+  Yz+Zza+  Uz?+ +zm=  o , 

» 

dans  laquelle 

X= F—  Blm~a —Tl+V, 

Y — lm~‘ — (jn — 1)  Alm~ ’-f-  etc. 
z = m(m-0iM-5_(m-i)  (m--3)  Ah_3+etc 

.a  .■  a 

?ISL-  0 f-U  etc. 

1 .a. 3 

etc. 

On  cherchera  donc  un  nombre  l qui , substitué  dans  ces 
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polynômes  , les  rende  tous  positifs,  en  commençant  ces  essai* 
sur  le  plus  petit, polynôme,  et  remontant  jusqu'au  plus  grand. 
De  cette  manière  , on  découvrira  le  plus  petit  nombre  l , 
limite  supérieure  des  racines  positives.  Cette  analyse  appli- 
quée à l’équation  dont  les  racines  sont  réciproques  de  celles 
de  la  proposée,  donnera  la  substitution  à faire  pour  )4Rns 


1 


- à l’efFet  d’avoir  un  nombre  immédiatement  moindre  que  la 
plus  petite  racine  positive  x.  Cette  méthode  n’a  pas  , comme 
la  précédente , l’avantage  d’être  exempte  de  tâtonnemens , 
mais  elle  est  précieuse  en  ce  qu’elle  resserre  les  limites. 

Nous  en  ferons  une  application  à l’équation 

u3— u — ^ o : 

la  substitution  « = * + /donne 

’*= 

r = 3N-i8  /+#, 

Z = 31  - g ; 

on  trowe  que  ces  coefliciens  deviennent  tous  positifs  pour 
/ = g ; tandis  que  par  la  première  méthode  , on  aurait  pour 
limite  supérieure  5+ î =t)  + i^=  io. 

3§4-  Nous  énoncerons  quelques  remarques  qui  trouvent  natu- 
rellement place  ici.  Lorsque  tous  les  termes  de  l’équation 
donnée  , sont  positifs  , ces  limites  supérieu  re  et  inférieure  , 

déduites  de  S+i  et  de  — , se  réduisent  à l’unité  , c’est- 

o -j- 1 

à-dire  qu’elles  tombent  l’une  sur  l’autre  ; aussi , dans  ce  cas  , 
la  proposée  ne  peut-elle  admettre  que  des  racines  négatives , 
si  cependant  elle  en  a de  réelles.  Lorsqu'une  équation  n’a 
que  des  racines  imaginaires,  on  peut  bien  obtenir  des  limites  , 
puisqu’il  suffit  pour  cela  qu’il  se  trouve  dans  la  proposée  un 
coefficient  négatif,  auquel  cas  la  transformée  déduite  de 


\ 
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x = - , contient  lin  tel  coefficient.  Donc  , de  ce  qu'il  existe 

jy  . ■» 

des  limites  des  racines,  on  ne  doit  pas  conclure  que  l’équation 
comporte  des  racines  réelles.  Lorsqu’une  équation  ne  renferme 
que  des  puissances  paires  de  l’inconnue  , et  que  tous  ses  termes 
so4fe>sitifs  ou  de  même  signe,  on  ne  peut  assigner  les  limites 
des  racines  positives  , ou  plutôt  elles  coïncident  -,  il  en  est  de 
même  de  celles  des  racines  négatives  , puisque  le  changement 
de  -f-x  en  — x n’en  apporte  pas  dans  les  signes  de  l’équa- 
tion : les  racines  d'une  telle  équation  ne  peuvent  donc  qu’être 
imaginaires. 

385.  C’est  entre  ces  limites  qu’on  doit  chercher  les  parties 
entières  des  racines  réelles  positives,  sauf  ensuite  à assigner 
les  «approximations  avec  toute  l’exactitude  que  requiert  la 
question. 

38G.  Nous  démontrerons  d’abord  que  deux  nombres  qui 
substitues  pour  x , donnent  deux  résultats  de  signes  contraires  , 
interceptent,  au  moins,  une  racine  réelle. 

En  effet,  désignons  par  P la  somme  des  termes  positifs  du 
premier  membre  d’une  équation  dont  le  second  membre  est 
zéro  , et  par  Q celle  des  termes  négatifs,  mais  pris  abstraction 
faite  du  signe,  ensorte  que  la  proposée  soit  représentée 
par 

P-Q=o-, 

et  supposons  que  les  deux  nombres  p et  q qui,  substitués  pour  x, 
donnent  des  résultats  -f-et — , soient  positifs  ; que  p soit  le 
» plus  petit  et  q le  plus  grand  , et  que  pour  x—  p , on  ait  — 
et  -J-  pour  x=q  , ou , en  d'autres  termes,  que 


pour 


on  ait 


('p-Q<o 

\ p_()> O 


}■ 


il  résulte  de  la  forme  des  polynômes  P et  Q qui  ne  ren- 
ferment que  des  puissances  e itières  et  positives  de  x , que 
ces  fonctions  croîtront  continuellement  à mesure  que  x aug- 
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meniera  , et  que  faisant  augmenter  x par  des  degrés  extrê- 
mement rapprochés  depuis  p jusqu’à  q , elles  augmenteront 
par  des  degrés  très-rapprochés  aussi , mais  de  manière  ce- 
pendant que  les  accroissemens  de  P seront  plus  rapides  que 
ceux  de  Q , puisque  de  plus  petit  qu’était  le  polynôme  P, 
il  devient  plus  grand  que  Q : donc  le  polynôme  P aura  coïncidé 
avec  le  polynôme  Q,  et  conséquemment  entre  les  deux  nombres 
p et  q substitués  pour  x , il  s’en  trouvera  nécessairement  un  qui 
correspondra  à P =,Q  , ou  qui  donnera 

P—  Ç=o: 

ce  nombre  sera  donc  racine  de  l’équation  (*).  Quoique  les 
polynômes  P et  Q croissent  continuellement , lorsqu’on  va  , 
pour  x , de  p à q , cependant  ils  peuvent  coïncider  plusieurs 
fois  entre  ces  substitutions  extrêmes , et  c’est  cette  circons- 
tance qui  motive  la  restriction  au  moins , énoncée  plus  haut. 

Par  exemple , l’équation 

art — 2x  — 5 i=  o , 

traitée  par  la  méthode  de  M .Budan  , donne  ces  transformées 

(a: — i)3-f-3(x — — 1)  — 6 = 0 
(x — a)3+6(x — 1 o (x — 2) — 1 = o 
(x — 3)3-j-  9(x — 3)M-25  (x — 3)  — |—  1 6 =0 , 

et  comme  les  hypothèses  x=2  , x = 3 donnent  les  résultats 
— 1 , -J-  16  , on  conclut  avec  certitude  l’existence  de  quelques 
racines  entre  3 et  3.  % ■ 

387.  Nous  n’examinerons  pas  ici  les  cas  où  les  substitutions 
qui  donneraient  des  résultats  de  différens  signes , auraient 
elles-mêmes  des  signgs  différens  ou  toutes  deux  le  signe — ; , 

car  nous  n’aurons  jamais  occasion  ,*  dans  ce  qui  suit*  de  faira 


(*)  On  pourrait  assimiler  ces  deux  polynômes  à deux  mobiles  assujettis 
h se  mouvoir  sur  une  même  droite,  dans  le  même  seus,  et  dont  le  moins 
avance  dépasserait  l’autre;  nécessairement  ils  se  rencontreraient. 
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rie  telles  substitutions , puisque  l’une  d’elles  ou  toutes  deux 
sortiraient  des  limites  qui  comprennent  les  racines  positives  , 
et  c’est  seulement  entre  ces  limites  qu'on  doit  substituer,  pour 
reconnaître  la  présence  et  le  nombre  de  ces  racines. 

388.  Le  but  des  substitutions  successives  entre  les  limites , 
est  d’obtenir  précisément  autant  de  couples  de  résultats  de 
signes  difTérens  , que  la  proposée  comporte  de  racines  réelles 
positives  : nous  aurons  donc  à rechercher  quel  doit  être  l’in- 
tervalle à mettre  entre  ces  substitutions  pour  satisfaire  à cette 
condition  ; mais  auparavant  , et  parce  que  cette  recherche  ne 
porte  que  sur  les  racines  réelles,  il  sera  bon  de  supposer  l’équa- 
tion décomposée  en  deux  Facteurs  dont  l’un  ne  renferme  que 
les  racines  réelles,  et  l’autre  les  racines  imaginaires,  et  d’exa- 
miner en  particulier  l’influence  des  substitutions  sur  ce  dernier 
polynôme. 

38g.  Les  racines  réelles  tant  positives  que  négatives  de  la  pro- 
posée , étant  en  nombre  n et  représentées  par  a,  b,  c,  etc.,  si  on 
divisele  premier  membre  par  leproduitdesfacteursx — a,x — b, 
x - c,  etc.,  je  dis  qu’on  aura  pour  quotient  un  polynôme  du  degré 
m — n,  lequel  ne  deviendra  jamais  négatif,  quelque  valeur  qu’on 
donne  à x.  En  effet,  s’il  existait  un  nombre  qui,  substitué 
pour  x,  le  rendît  négatif,  comme  on  pourrait  toujours  assi- 
gner pour  x un  autre  nombre  qui  le  rendrait  positif  (376)  , on 
connaîtrait  donc  deux  substitutions  qui  donneraient  des  ré- 
sultats de  signes  difTérens , et  conséquemment  la  proposée  ad- 
mettrait encore  , au  moins  , une  racine  réelle  en  sus  de  celles 
qu’on  a supposé^!.  Ce  polynôme  quotient  ne  doit  donc  jamais 
changer  de  signe  par  toutes  les  substitutions  qu’on  fera  pour  x. 
C'est  cette  propriété  qui  nous  servira  dans  la  suite. 

11  est  facile  de  démontrer  que  ce  polynôme  quotient  sera 
de  degré  pair  avec  un  dernier  terme  positif,  ce  qui  revient 
à faire  voir  que  s’il  était  de  degré  impair  avec  un  dernier  terme 
soit  positif,  soit  négatif,  ou  même  de  degré  pair  avec  un  der- 
nier terme  négatif,  il  admettrait  une  ou  plusieurs  racines  réelles. 
Je  dis  donc  : 

iu.  Que  toute  équation  de  degré  impair  admet , au  moins , 
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une  racine  réelle  de  signe  contraire  à celui  de  son  dernier 
terme. 

Nous  supposerons  successivement  le  dernier  terme  négatif 
et  positif.  Dans  le  premier  cas , les  nombres  o et  la  limite 
supérieure  des  racines  positives , substituées  pour  x dans  la 
proposée  , donnent  des  résultats  de  signes  diJTérens  ; il  faut 
donc  conclure  que  la  proposée  admet,  au  moins,  une  racine 
entre  zéro  et  cette  limite  supérieure  qui  est  un  nombre  positif, 
et  qu'ainsi  elle  a , au  moins  , une  racine  réelle  positive. 

Dans  le  second  cas , en  changeant  -f-  xen  — - x , on  aura  une 
transformée  dont  le  premier  terme  sera  négatif , et  dont  toutes 
les  racines  positives  seront  les  négatives  de  la  proposée  , et 
réciproquement  ; changeant  ensuite  tous  les  signes  , ce  qui 
revient  à transposer  tous  les  termes  d’un  membre  dans  un 
autre , le  premier  terme  deviendra  positif  et  le  dernier  négatif. 
Donc  la  transformée  rentrera  dans  le  cas  précédemment  exa- 
miné ; elle  aura  donc , au  moins , une  racine  réelle  positive  , et 
conséquemment  la  proposée  admettra , au  moins , une  telle 
racine  négative. 

20.  Que  toute  équation  de  degré  pair  dont  le  dernier  terme 
est  négatif , comporte  , au  moins,  deux  racines  réelles , l'une 
positive  et  l’autre  négative. 

En  effet,  pourar=o,  l’équation  se  réduit  au  dernier  terme 
qui  , par  hypothèse,  est  négatif;  prenant  ensuite  pour  x la 
limite  supérieure , on  trouve  un  résultat  positif  : donc  la  pro- 
posée admet,  au  moins,  une  racine  réelle  positive.  Si  l’on  change 
dans  la  même  équation  le  signe  des  puissances  impaires  , les 
racines  négatives  seront  changées  en  positives;  mais  d’ailleur» 
le  premier  et  le  dernier  terme  conserveront  le  même  signe  ; 
donc , d’après  ce  qui  vient  d’être  démontré  , la  transformée 
aura , au  moins , une  racine  réelle  positive  , et  la  proposée  , 
au  moins,  une  autre  racine  réelle  négative. 

Lorsque  l’équation  de  degré  pair  a son  dernier  terme  po- 
sitif, les  substitutions  précédemment  employées  donnent  deux 
résultats  de  même  signe  ; ensorte  qu’on  ne  peut  plus  conclure 
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nécessairement  l’existence  d’une  racine  réelle  ; cependant 
l’équation  peut  eu  admettre  de  telles  , mais  aussi  elle  peut  ne 
comporter  que  des  racines  imaginaires  , ainsi  qu’on  l'a  déjà  vu 
(276). à l’égard  de  celle-ci , xJ-j-px  + 9 = o , sous  la  relation 


3go,  Les  facteurs  qu’on  suppose  aux  polynômes  de  la  forme 

1” — Axm~l — 7’x  -f-  V qui  ne  peuvent  jamais 

acquérir  une  valeur  négative  pour  des  substitutions  faites 
pour  x , sont  appelés  imaginaires,  et  les  seconds  termes  de  ces 
facteurs  , sont  les  racines  imaginaires  des  équations  formées  en 
égalant  ces  polynômes  à zéro  : d’où  l’on  voit  que  Le  nombre 
des  racines  imaginaires  est  toujours  nécessairement  pair  ; 20  que 
leur  produit  qui  se  trouve  égal  au  dernier  terme  du  polynôme, 
est  toujours  positif. 

3q  i . Le  polynôme  quotient,  ou  celui  qui  ne  renferme  plus  que 
les  racines  imaginaires  de  la  proposée  , ayant  son  dernier  terme 
positif,  on  conclura  que  le  terme  tout  connu  d'une  équation, 
sera  positif  ou  négatif , suivant  que  les  racines  réelles  positives 
seront  en  nombre  pair  ou  impair.  En  effet , le  dernier  terme 
de  ce  polynôme , multiplié  par  le  produit  des  seconds  termeé 
des  facteurs  (x — a)  (x  — b)  (x — c) . . . .(x  -f-e)  , etc. , donne 
le  terme  tout  connu  de  la  proposée  dont  le  signe  ne  dépendra 
plus  que  de  celui  du  produit  des  seconds  termes  des  facteurs 
correspondans  aux  racines  positives. 

3ge.On  peut  encore  déduire  de  là  cette  autre  conséquence 
qui  trouve  son  application  dans  la  Géom.  analyt. , chap.  7.  Si 
l’on  sait  d'avance  qu’un  polynôme  ne  comporte  que  des  ra- 
cines imaginaires  , on  sera  i assuré  qu’il  doit  conserver  le 
signe  du  premier  terme  pour  toutes  les  substitutions  faites  pourx. 
Car  d’abord  en  supposant  le  premier  terme  positif,  un  tel  po- 
lynôme se  réduit , pour  x = o , au  dernier  terme  qui  est  positif 
dans  notre  hypothèse  (38q)5  toutes  les  autres  substitutionsdoivent 
donc  donner  des  résultats  positifs  ou  de  même  signe  que  le  pre- 
mier terme.  Si  ce  premier  terme  est  négatif,  le  polynôme  est 
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tel,  par  exemple , que  celui-ci  — Ax*-\-Bx' — Cr4-f-Dx — F, 
qu’on  peut  écrire  ainsi  : — {Axi — Bx*-\-  Cx’ — Dx  -f-  F)  j donc 
à cause  du  signe  — qui  est  en  dehors,  les  résultats  seront  cons- 
tamment négatifs. 

3i}3.  Nous  avons  insinué  que  deux  substitutions  qui  donnent 
des  résultats  de  signes  contraires , peuvent  comprendre  entre 
elles  plusieurs  racines  réelles  positives  , et  que  de  telles  racines 
peuvent  aussi  se  trouver  entre  des  substitutions  qui  fournissent 
des  résultats  de  même  signe  : ce  sont  des  circonstances  qu’il 
importe  d’examiner  plus  particulièrement.  A cet  effet , soient 
a , b , c,  etc.  toutes  les  racines  réelles  d’une  équation  : son 
premier  membre  sera  de  la  forme 

(x— a)  (x  — b)  (x— c)  (x— rf) (*+/) X F, 

Y étant  un  polynôme  qui  ne  change  pas  de  signe,  quelle- que 
valeur  qu’on  attribue  à x (38q).  Ces  racines  a,  b,  c,  etc. 
étant  rangées  par  ordre  de  grandeur  , ensorte  qu’on  ait 

o>è>c><i , si  l’on  prend  pour  x un  nombre 

p < a et  b , mais  > c,  et , à fortiori,  )>  d , e , etc.  y 
et  pour  x un  nombre  q ]>  a , et  conséquemment  > b , ' 

c , etc. , il  est  visible  que  les  résultats  dus  aux  deux  substi- 
tutions , seront  de  même  signe , quoique  les  nombres  substi- 
tués comprennent  deux  racines.  On  prouverait  de  la  même 
manière  que  deux  nombres  qui  donnent  des  résultats  de  même 
signe  , peuvent  intercepter  un  nombre  pair , ou  , en  général , 

2 k racines  réelles.  On  conçoit  qu'il  peut  arriver  de  plusieurs 

manières  que  deux  substitutions  qui  donnent  des  résultats  de 

même  signe  , ne  comprennent  pas  de  racines  : il  suffit  que 

les  nombres  p et  q , substitués  pour  x , tombent  entre  deux 

des  racines  consécutives  a,  b , c.  Si  l’on  prend  pour  x un 

nombre  p <o,  b , c,et  > d , e , etc. , et  pour  y un  nombre 

q>  a , on  aura  des  résultats  de  diflerens  sÿnes  : donc  deux  . / 

nombres  qui  donnent  de  tels  résultats  , peuvent  comprendre 

un  *nombre  impair,  ou  , en  général  , ak  -f-  1 racines  réelles. 

C’est  cette  circonstance  qui  motive  la  restriction , au  moins  , 
dans  l’énoncé  (586). 
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394-  Ainsi  de  ce  que  deux  substitutions  ne  donnent  pas  de 
résultats  de  signes  contraires , il  ne  faut  pas  conclure  qu’elles 
ne  comprennent  pas  de  racines;  et,  d’autre  part,  si  l’équa- 
tion a plusieurs  racines  réelles  dont  la  différence  soit  moindre 
que  l’unité,  en  prenant  l’unité  pour  l’intervalle  entre  les  substi- 
tutions , le  nombre  des  résultats  de  signes  différens , sera 
moindre  que  celui  des  racines  réelles.  On  conçoit  que  le 
«eul  moyen  d'éviter  cet  inconvénient,  est  de  diminuer  l’in- 
tervalle entre  les  substitutions  successives  , au  point  que  celles 
qui  donnent  des  résultats  de  différens  signes  , ne  compren- 
nent jamais  qu'une  seule  racine;  car  alors  on  ne  sera  jamais 
en  erreur  sur  le  nombre  des  racines  réelles  , et  je  dis  de 
plus  qu’on  pourra  toujours  assigner  la  partie  entière  de  cha- 
cune d’elles,  ce  qui  est  le  véritable  objet  de  la  recherche. 

En  effet , si  les  deux  nombres  p et  q qui  donnent  des  ré- 
sultats de  différens  signes  , n’interceptent  qu'une  racine  , le 
plus  petit  de  ces  deux  nombres  , s’il  est  entier , ou  le  nombre 
entier  immédiatement  au-dessous,  s’il  est  une  fraction  , sera 
la  valeur  la  plus  approchée  , en  moins,  de  cette  racine  inter- 
ceptée. Si  la  différence  entre  ces  substitutions  p et  q , est 
plus  grande  que  l’unité,  en  substitnant-successivement  depuis  p 
que  je  suppose  plus  petit  que  q , ju-qu’au  nombre  q , les  nom- 
bres p , p - f-  1 , p -f-  a q , il  y aura  nécessai- 

rement deux  de  ces  nombres  consécutifs  qui  donneront  des 
résultats  + et  — ; donc  puisque  les  substitutions  correspon- 
dantes ne  différent  que  de  l’unité  , la  plus  petite  des  deux 
sera  la  valeur  la  plus  approchée  par  défaut  de  la  racine  in- 
terceptée. 

3g5.  Nousnous  proposerons  donc  d’espacer  les  substitutions 
À.  faire  entre  les  limites  supérieure  et  inférieure  des  racines,  de 
telle  manière  que  deux  substitutions  qui  donnent  des  résultats 
+ ou  — , ne  cc&prennent  qu’une  seule  racine.  A cet  effet,  nous 
démontrerons  que  si  l'on  substitue  pour  x deux  nombres  t l'un 
plus  grand , et  t autre  plus  petit  qu'une  des  racines , et  qui  dif- 
fèrent en  même  temps  d'un  nombre  moindre  que  la  plus  petite  des 

différences 
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différences  entre  les  racines  réelles  de  la  proposée,  ces  deux 
substitutions  donneront  nécessairement  deux  résultats  de  signes 
opposés. 

En  effet , soit  a la  racine  en  question  , b , c , d , etc.  étant 
les  autres  racines  réelles  : le  premier  membre  de  l’équation 
sera . 

(x  — a)  (x  — b)  (x— c) (x-f /)....  X Y, 

Y désignant  toujours  le  produit  des  facteurs  simples  correspond 
dans  aux  racines  imaginaires.  Supposons 

P>a,q<%a,p—q<ê',  * 

i' étant  la  plus  petite  de  toutes  les  différences  entre  toutes  les 
racines  réelles  : le  résultat  de  la  substitution  de  ppour  x,  dan» 
la  proposée , sera 

lp  — a)  ( p — b ) (p—c) (p  4-/)....  X P (Ü, 

et  celui  de  q pour  x , sera 

(q—a)  ( q—b)  (9—  c). . . fq+f). . . -X  Q (a), 

P et  Q étant  ce  que  devient  la  fonction  Y lorsqu’on  remplace 
successivement  x par  p et  par  q.  D'après  les  hypothèses  faites 
sur  pet  q , les  deux  facteurs  p — a et  q — a seront  de  signes 
différens;  d’ailleurs. les  résultats  P et  Q ont  le  même  signe 
(3ga)  ; donc  (i)  et  (3)  seront  de  signes  différens  , si  chacun  des 
facteurs  p — b ,p  — c , etc.,  est  de  même  signe  que  celui  qui 
lui  correspond  dans  ( a).  Or^  si  p — b,  q — b pouvaient  être 
de  signes  différens  , la  racine  b serait  intermediaire  entre  p et 
q ; donc  les  nombres  p et  q comprendraient  les  deux  racines  a 
et  b ) donc  on  aurait 

a — b<p  — q, 

ce  qui  est  contre  l’hypothèse,  puisqu’on  a supposé  p — q 
que  la  plus  petite  différence  entre  les  racines  a,  b , c,  etc 
Réciproquement,  si  les  deux  nombres  p et  q , substitués 
pour  x , different  d’une  quantité  plus  petite  que  la  plus,  petite 
des  différences  entre  les  racines , et  s’ils  donnent  des  résultats 
de  signes  contraires , ils  n’intercepteront  qu'une  racine.  En 
effet , si  les  nombres  p et  q n’interceptaient  aucune  racme , et 

28 
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alors  le  nombre  des  racines  comprises,  serait  pair,  les  résultats 
conserveraient  le  même  signe  (3g3),  ce  qui  serait  contre  l’une 
des  hypothèses;  et  s’ils  comprenaient  plusieurs  racines,  la 
différence  entre  ces  nombres,  serait  plus  grande  que  la  différence 
supposée  , ce  qui  serait  contre  l’autre  hypothèse.  Donc  , etc. 

Cette  proposition  doit  être  substituée  à la  précédente  ; car , 
dans  cette  question , les  domlées  sont  les  nombres  p et  q , et  un 
nombre  plus  petit  que  la  plus  petite  différence  entre  les  ra- 
cines d’une  équation,  nombre  dont  la  recherche  est  l’objet 
du  problème  que  nous  allons  résoudre. 

3g1î.  On  en  est  donc  maintenant  à trouver  un  nombre 
moindre  que  la  plus  petite  différence  entre  les  racines  réelles 
de  la  proposée.  Pour  y parvenir  , on  déduira  de  la  proposée 
une  équation  qui  ait  pour  racines  toutes  les  différences  pos- 
sibles entre  les  racines  de  celle-là,  puis  on  cherchera  un 
nombre  moindre  que  la  plus  petite  racine  de  la  dérivée. 
IS'ous  nous  proposerons  donc  la  solution  de  cette  question  : 
Étant  donnée  une  équation  quelconque,  en  déduire  une 
autre  dont  les  racines  soient  toutes  les  différences  possibles 
entre  celles  de  la  proposée.  , 

Soit  l’équation 

* . • 
xm — Axm~  ‘-f-  — Tx-\-V=.o. . . (A/): 

si  pour  x on  écrit  x'  + z , ou  si  l’on  pose 

x “ x -f-  z , d’ou  z=x—  x', 

x et  x'  étant  les  représentations  des  racines  de.  (M ) , z expri- 
mera toutes  les  différences  possibles  entre  toutes  les  racines 
de  (A/),  et  ordonnant  le  résultat  de  cette  substitution  suivant 
les  puissances  de  z,  on  aura  une  équation  en  z de  même  de- 
gré que  la  proposée , laquelle , en  commençant  par  les  derniers 
termes , sera  de  la  forme 

X + Yz  + Zz*- f-  Uz3+ + zm  = o (ZV); 

ses  coefliciens  X,  Y,  Z , etc. , fonctions  de  x',  A , B. ....  T 
et  V,  ayant  pour  expressions  (363) 

* 
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X — x'm— Ax'm-'+Bx'm-*—  etc. 

Y = — (ni — î )Ax'm~*  + ( m — 2)  Bx’m~’i — etc. 

Z = x"~  - ^-»+  etc. 

2 2 1 

etc. 

Les  racines  de  l’équation  (il/)  étant  a,  i,c,  etc.,  celles 
de  (Ar)  seront 

z — a — x';  z — b — x'  \z  — c — x',  etc. , 
puis  faisant  (i°.)  x'  — a,  on  aura 

z=a—  a;  z — b-^-a-,  z=zc—a,  etc.; 

(20.)  x'  = b,  on  aufà 

z~  a — b ; z — b — 5 ; z — C — b , etc.  , 

et  afnsi  de  suite.  Pour  chacune  de  ces  substitutions  pour  x7, 
la  transformée  en  z s’abaisse  au  degré  m — 1>  ce  qui  doit 
arriver  puisqu’à  chaque  fois  on  a 

* = o ; 

d'ailleurs  elle  se  change  en  une  suite  d’autres  transformées 
dont  les  racines  sont  les  valeurs  de  z correspondantes  à 
ccf  — a , — b etc.,  et  il  resterait  à les  résoudre.  Mais  l’équa- 
tion cherchée  .doit  remplacer,  toutes  ces  transformées , c’est- 
à-dire  qu’elle  doit  être  le  résultat  de  l’élimination  de  x entre 
(il/)  et  (IV) , en  observant  que  x et  x'  ont  même  acception. 
En  effet , on  sait  d’avance  que  les  systèmes 

x — a f z — b — a,  z — c — a,  etc. 
x=à>et\*  = a — b , z — c — -b,  etc. 
x = c ; u — a‘ — c , z — b — c , etc. 
etc. 

satisfont  aux  deux  équations  (ilf  ) et  (AT)  5 ôr  l’équation  finale 
est  en  z;  donc,  d’après  la  théorie  de  l’élimination,  tous  les 
nombres  z qui  font  système  de  solution  avec  les  nombres  x, 
ne  peuvent  être  que  les  racines  de  l’équation  finale,  et  de 
plus  ces  nombres  sont  les  seuls  qui  jouissent  de  cette  propriété. 
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On  est  donc  conduit  pour  la  formation  de  l’équation  aux 
différences  des  racines,  à cette  pratique  de  calcul  : Remplacez 
dans  la  proposée  x par  x z , supprimez  dans  la  transformée 
le  polynôme  X,  éliminez  x entre  l'équation  donnée  et  la 
transformée , et  t équation  finale  sera  celle  à toutes  les  diffé- 
rences entre  les  racinnes. 

397.  Cette  équation  finale  sera  du  degré  mÇm—  1),  car  le 
nombre  de  ses  racines 

b — a,  c — a,  d — a,  été. 

a — b , c — b,  çd  — b , etc . 

a ~ ™ c | b ' Cf  d etc* 

etc. 

est  le  même  que  celui  des  arrangemens  qu’on  peut  faire  avec 
m lettres  prises  deux  à deux  ; ainsi  cette  équation  sera  de 
degré  pair;  de  plus,  ces  différences  sont  égales  deux  à deux 
et  de  signes  différens  -,  d'où  il  résulte  que  l’équation  finale  ne 
doit  renfermer  que  des  puissances  paires  de  l’inconnue;  en 
effet,  en  y changeant  + s en  — 5,  les  racines  positives  devien- 
dront négatives,  et  réciproquement;  donc  les  racines  resteront 
les  mêmes  en  nombres  et  en  signes,  conséquemment  le  premier 
membre  ne  doit  pas  changer;  partant  l’équation  aux  diffé- 
rences sera  de  la  forme 

z1*— A'zln-%+B'zin- *—  C ***-*+ . .(O)-, 

et  par  la  substitution  y — zi,  elle  se  changera  dans  la  sui- 
vante : 

y«—j’yn-i+B'y*-*  - cy~3-f f-V  = o ...  (P)  ; 

et  comme  les  facteurs  de  (O)  sont 

z — (a  — b),  z — (i — a)  ,z  — (a — c)  , z — (c— -a),  etc. ,' 
si  l’on  fait  les  produits  de  ceux  qui  renferment  les  racine* 
égales  et  de  signes  contraires,  les  facteurs  de  (P)  seront 

y — (fl—by,  y — (a— c)',  y—(a  — dy,  etc., 

P sera  donc  l’équation  aux  carrés  des  différences  des  racines. 
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398.  L’équation  ( P ) sera  toujours  la  même,  soit  qu’on 
augmente , soit  qu  on  diminue  d’un  même  nombre  chacune 
des  racines  de  la  proposée,  ensorte  que  si  cette  dernière  con- 
tient le  terme  xm  ~ *,  on  pourra  le  faire  disparaître , puis 
cherchei^l'équation  aux  carrés  des  différences  de  la  transfor- 
mée , qui  sera  la  même  que  (P)  ; mais  le  calcul  sera  un  peu 
moins  long.  On  observera  seulement  que  le  degré  de  l’équa- 
tion (O)  sera  abaissé  dans  le  cas  de  quelques  racines  in- 
commensurables égales  ; ensorte  que  si  la  proposée  a , par 
exemple , .deux  de  ces  racines  * égales  entre  elles  , (O)  sera 
du  degré  2 n — 2.  On  reconnaîtra  donc  cette  circonstance  à 
l’inspection  du  degré  de  l’équation  aux  différences. 

3g g.  Ayant  ainsi  obtenu  l’équation  aux  carrés  des  diffé- 
rences des  racines , pour  trouver  d’abord  un  nombre  moindre 
que  la  plus  petite  de  ses  racines,  on  posera  (38o) 


1 


et  substituant  dans  (P),  on  aura,  après  les  réductions, 

1— + Cu?+ -J- J"u»  = o, 

et  après  la  division  par  V' , 

1 ia—  A"un  — -f- B‘ V” a—  Crun ~ 3+  etc — o ...  (Q). 

Soit  / un  nombre  plus  grand  que  la  plus  grande  racine 

positive  de  (Q) , y sera,  d’après  la  relation  j = -,  un  nombre  • 
- *•  ■ 
moindre  que  la  plus  petite  racine  positive  y,  et  sera , 

V L 

d’après  la  substitution^  = a*,  un  nombre  plus  petit  que  la  plus 
petite  différence  entre  les  racines  réelles  de  l’équation  propo- 
sée ; donc  si  l’on  a 

V1  <»  » d’où  — > 1 , 

on  sera  certain  que  la  proposée?  n’a  pas  de  racines  réelfes  dont 
les  différences  soient  moindres  que  l’unité;  on  pourra  donc, 
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dans  ce  cas , prendre  l'unité  pour  différence  entre  les  substi- 
tutions successives  à faire  entre  les  limites  trouvées.  Mais  si 

V1  > 1 » d’où  -ÇTi  < 1 > 

alors  il  sera  possible  qu’il  y ait  dans  l’équation  des  ra- 
cines dont  les  différences  soient  moindres  que  l’unité  ; comme 
alors  la  plus  petite  de  ces  différences  sera  nécessairement  plus 

grande  que  , on  pourra  prendre  ce  nombre , ou  un  nombre 

V l . . 

moindre,  pour  la  distance  constante  entre  les  substitutions. 

lin  général , soit  h le  nombre  entier  immédiatement  au-dessua 

de  \/l,  si  \/l  n’est  pas  un  nombre  entier,  on  aura 

y/l* 

cette  différence  ~ de  la  progression  des  nombres  à substi- 

tuer  étant  connue , on  prendra  successivement  pour  x les 
nombres  * . 

î £ 3 n 

°J  k * k ’ k’ ■: k * 

en  commençant  par  le  nombre  immédiatement  au-dessou» 

de “ê' » et  continuant  jusqu’à  la  limite  supérieure  S -f-  i. 

Les  résultats  dus  à ces  substitutions,  formeront  une  suite  de 
nombres,  dans  laquelle  il  y aura  nécessairement  autant  de 
variations  de  signes  que  la  proposée  comporte  de  racines 
réelles  positives,  et  de  plus,  chacune  de  ces  racines  tombera 
entre  les  deux  nombre*  qui  auront  donné  des  résultats  de 
signes  différens  ; conséquemment  le  plus  petit  des  deux , dif- 
férera , en  moins , de  la  racine  comprise  d’un  nombre  plus 

petit  que  j-.  On  connaîtra  donc  ainsi  le  nombre  des  racines 

réelles  positives  de  la  proposée,  et  on  aura  déjà  la  valeur 

* * i 

approchée  de  chacune  d’elles  , à moins  de  la  fraction  jr. 
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Nous  rappellerons  que , pour  étendre  cette  métliode  aux  ra- 
cines négatives  , il  ne  faut  que  changer  -f-  x en  — x dans 
la  proposée  , ensorte  que  cherchant  lîs  racines  positives  de 
la  transformée,  on  aura  les  négatives  de  l’équation  donnée. 


4oo.  Si  tous  les  termes  de  l’équation  aux  carrés  des  diffé- 
rences, ont  le  même  signe,  aucun  nombre  positif  ne  pourra 
y satisfaire;  donc  la  proposée  ne  pourra  avoir  plus  d’une 
racine  réelle  ; car  si  elle  en  avait  deux  g et  f,  il  y aurait  une 
différence  g — f ou  f — g dont  le  carré  ( g — f)*  serait  positif. 


ce  qui  est  contre  l’hypothèse.  Dans  ce  cas,  on  pourra  poser 


Généralement  on  adoptera  cette  différence  entre  les  substi- 
tutions successives,  lorsqu’on  saura,  à priori,  que  la  propo- 
sée n’a  pas  plus  d'une  racine  réelle  positive.  Si  la  proposée 
comporte  seulement  deux  racines  imaginaires , et  elle  ne  peut 
en  avoir  un  plus  petit  nombre  (3qo) , à moins  que  toutes  ses 
racines  ne  soient  réelles,  alors  désignant  l’une  par  a -f-  b\/ — 1 , 
l’autre  sera  a — b\/ — 1 (a*  sec.),  et  leur  différence — 1, 
dont  le  carré  = — 4^“  sera  une  ^eB  racines  de  l’équation  aux 
carrés  des  différences;  donc  si  cette  équation  ne  présente  que 
des  variations  de  signes , la  proposée  ne  pourra  avoir  même 
deux  racines  imaginaires  (3a  1 ) ; donc  elles  seront  toutes  réelles. 

401.  Noua  ferons  quelques  applications.  Considérons  d’abord 
l’équation 

x3 — 2X  — 5 = o. 


Après  avoir  remplacé , conformément  à la  théorie , x par  xr -f  z, 
ou  par  x + z,  ce  qui  donne  la  transformée 

3x*  — 2 -f-  3xz  4-  z“  = o , 

on  éliminera  x entre  ces  équations';  le  résultat  sera,  après 
avoir  posé  z*  = y , 

y 3 — îay*  -J-  3Gy  -f-  643  = o, 
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Anime  ici  les  signes  ne  sont  pas  alternativement  + et  — , les 
racines  de  la  proposée  ne  peuvent  pas  être  toutes  réelles;  car, 
dans  ce  cas , celles  da»  l’équation  aux  carrés  des  différences  , 
étant  positives,  cette  équation  n’aurait  que  des  variations  de 
signes  (4o<$  : la  proposée  n’a  donc  qu’une  seule  racine  réelle  : 
supposant  cette  racine  positive  , la  limite  supérieure  sera 
* 3 

ÿz  -f-  1/5  <3.  En  effet  la  proposée  peut  être  écrite  ainsi 


, ax3  ' 5.r3 


et  on  doit  avoir 


°u  •>£+!•■ 

‘ 3 

condition  qui  est  pleinement  satisfaite  par  x = \/  a + {/  5. 

On  fera  donc  x = o , = î , = a,  = 3,  ce  qui  donnera  les  résul- 
tats — 5,  — 6,  — 1 , ensorte  que  la  seule  racine  réelle 

positive  sera  comprise  entre  a et  3 , et  qu’ainsi  a sera  la  valeur 
entière  la  plus  approchée  de  cette  racine. 

Soit , en  second  lieu  , l’équation 

x3  — •jx  -f-  7 = o. 

Il  faut  d’abord  remplacer  x par  x'-f-z , ou  par  x -f-z,  ce  qui 
donne  , après  les  réductions , 

3x*  — 7 -J-  3xz  -J-  z*  = o , 

puis  éliminer  x entre  ces  deux  équations,  pour  avoir  l’équation 
^tux «différences  des  racines.  On  trouvera,  d'après  le  procédé 
donné  (chap.  a5) , l’équation  finale 

z6  — 4^  + 44»*“  — 4.9  ~ o* 

L’équation  aux  carrés  des  différences  résulte  de  la  précédente 
par  l’hypothèse 

_y  = za; 

elle  sera  donc 

ys—  4*y*+44iy— 49  = °* 
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•t  en  posant,  comme  dans  la  théorie  générale , 

1 .* 

y^ür 

on  formera  l’équation 

U3  — 9u*  + £f  79  = O , 

qui  donne  îo  pour  limite  supérieure  des  racines  positives  ; 

î 

ensorte  que  est  un  nombre  plus  petit  que  la  plus  petite 

différence  entre  les  racines  de  la  proposée.  En  partant  de 
l’équation  aux  différences  , on  trouve , d’après  la  substitution 


z—  - 


la  transformée 


*6-.9*4+ïK-Z9  = o, 


qui  donne  pour  limite  supérieure  9 + 1 = 1 o ou  1 -f-  \/q  = 4. 

On  déduit  de  la  seconde — — i pour  limite  inférieure, 

c’est-à-dire , pour  le  nombre  plus  petit  que  la  plus  petite  diffé- 
rence. Mais  cet  intervalle  entre  les  substitutions  est  toujours 
trop  petit,  ainsi  qu’il  est  facile  de  le  voir  à priori,  ensorte  que 
le  nombre  des  substitutions  serait  inutilement  augmenté. 

La  méthode  de  Newton,  appliquée  à l’équation  en  u,  donne,' 
comme  nous  l’avons  trouvé  (383),  l~§  pour  limite  supé- 
rieure : donc  -4-  = ^ est  ïàl  imite  cherchée  ou  la  différence 

VS  3 * 

entre  les  substitutions  successives.  Il  reste  à trouver  les  limites 
qui  comprennent  lefc  racines  positives  de  la  proposée  ; à cet 
effet,  on  prend 

1 -f-  V § = 1 -f-  \/i  = 3 , etc. , 

parce  qu’il  se  trouve  deux  termes  positifs  x3  -f-  ox*  avant  Je 
premier  terme  négatif— -jx  (377)  ; on  pourra  donc  poser  4 
pour  la  limite  supérieure  : on  trouvera  } pour  limite  infé- 
rieure. Ainsi  les  limites  entre  1 esquelles  il  faut  substituer , sont 
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| et  4>  et  la  différence  entre  les  substitutions  est  Pour  éviter 
les  fractions* on  fera  dans  la  proposée 

a/ 

x ~ 3 ’ 

ce  qui  la  change  dans  la*suivante 

x'3  — 63.x/  + 1 89  = o ; 

alors  au  lieu  des  limites  | et  4 > on  prendra  § et  1 2 , ou  1 et  1 2 , 
puis  l’unité  pour  la  différence  des  nombres  à substituer,  et  ou 
formera  le  tableau  suivant  : 


pour 


x = 1 
[ x’  — 2 
I x'  = 3 | 
x'  — 4 
| x'  = 5 | 
x!  = 6 
x‘  — 


les  résultats  sont 


+ 127' 

4-  71 
4-27 
4-  1 
- 1 

“ 27 
+ 9» 


x'=  8 rendant  le  premier  terme  plus  grand  que  le  terme  né- 
gatif, il  n’est  pas  nécessaire  d’aller  au-delà  de  x = 7.  On 
conclut  de  ce  tableau  . 


x'  > 4 et  x'  < 5 
x'  > 5 et  xf  <[  6 


* > f et  < I 

> I et<  f. 


Pour  procéder  à la  recherche  des  racines  négatives  , on  chan- 
gera les  signes  des  puissances  impaires  de  x dans  la  proposée, 
ce  qui  donnera  * 

— x34- 7x 4" 7 — 0 > ou  x3— -7X— -7  = 0, 

équations  dont  les  racines  positives  seront  encore  entre  | et  4 > 
ou  bien  entre  1 et  12  pour  la  transformée 

x'3 — 63-x/ — 189  =0, 

dont  les  racines  ont  avec  celles  de  la  proposée  la  relation 

x'  • 

x = ; et  la  différence  des  nombres  à substituer  sera  l’unité 

3 • 
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puisqu’il  ne  reste  plus  qu’une  racine  à trouver;  mais  pour 
réduire  le  travail  des  substitutions , on  commencera  par  les 
plus  grands  nombres , et  on  trouvera  que 


(x'  — 12' 

[ 

1 x'  = 1 x 1 

les  résultats  1 

J x'  = 10  I 

sont  j 

U'=  9. 

1 l 

pour 


d’où  l’on  déduit 

x'j>  9 et  x'  < 10  , d’où  x>3  et  x <5-f-  J. 


Il  existe  donc  une  racine  négative  comprise  entre  — 3 et 

-(3+£). 


Soit  enlin  l’équation 

x3 — 5x  -f-  4==  o , 

qui  renferme  la  racine  entière  î , mais  qu'on  ne  soupçonne  pas  : 
on  trouve  o,4  pour  l’intervalle  à mettre  entre  les  substitutions  , 
et  on  a ee  tableau  dans  laquelle  R note  le  résultat  : 


X = 

1,6 

....  R = + 

— 

1,3...*, 

....  R=  — 

= 

0,8 

....  R = -f- 

X = 

0,4 

....  R = + 

= 

0,0 »... 

....  R = + 

_ — 

1 

....  R = + 

= — 

a 

....  R = + 

. = — 

3 

....  R = — 

etc. 


Il  y a donc  une  racine  entre  i,2  et  i,6,  une  antre  entre 
o,8et  i,a  etune autre  entre  — 3et  — a.  Rien  n’annonce  que  la 
racine  entre  o,8  et  1,2  est  l’unité  qui  effectivement  satisfait  à 
la  proposée  ; mais  lorsqu’on  cherchera  par  la  méthode  expo- 
sée (chap.  3o)  ce  qu’il  faut  ajouter  à o,8 , ou  à | pour  avoir 
cette  racine  , on  trouvera  pour  complément  5.  Ainsi  le* 
racines  entières  dont  on  n’aurait  pas  débarrassé  l’équation, 
ne  mettraient  pasia  méthode  en  défaut. 


♦ 
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CHAPITRE  XXIX. 

Démonstrations  par  la  Géométrie  des  courbes , des 
théorèmes  donnés  dans  le  chapitre  précédent. 

402.  EPRENONS  l’équation  générale 
xm — Axm~'  Bxm~* — — Tx  o ; 

et  iieprésentons  par  des  lignes  droites  les  valeurs  successives 
que  nous  attribuerons  à l’inconnue  x , et  celles  qui  en  résul- 
teront pour  le  premier  membre  , ces  longueurs  étant  rappor- 
tées à une  droite  prise  pour  unité  de  mesure.  Alors,  au  lieu 
de  supposer  le  second  membre  égal  à zéro  , nous  le  représen- 
terons par  y,  parce  que  , parmi  les  valeurs  prises  pour  x,  il  s’en 
trouvera  d'autres  que  celles  qui  réduisent  le  premier  membre 
à zéro , et  pour  lesquelles  le  résultat  y sera  un  nombre , 
ou  une  ligne  représentative  de  ce  nombre.  Cela  posé , nous 
porterons  ( Jig.  a)  les  valeur#  successives  de  x sur  une 
droite  indéfinie  XX',  à partir  d’un  point  fixe  .<4,  en  con- 
venant d’étendre  celles  qui  sont  positives  de  A vers  A,  ou 
de  gauche  à droite  ; par  conséquent  les  négatives  devront  se  por- 
ter de  A vers  X’ , ou  de  droite  à gauche  (ch.  i4).  Soit  AP  une 
valeur  quelconque  de  x nous  porterons  la  valeur  correspondante 
de  y sur  une  perpendiculaire  au  point  J3  de  la  ligne  XX' , 
au-dessus  de  X'JÇ , si  elle  est  positive , et  au-dessous  si  elle  est 
négative  ; supposons  qu’elle  soit  PM  : on  répétera  la  même 
construction  pour  les  valeurs  de  x , tant  positives  que  néga- 
tives , en  observant  de  se  conformer  aux  conventions  faites. 
Si  l’on  a fait  croître  par  des  degrés  très-rapprochés  les  valeurs 
de  x , tant  positives  que  négatives , et  qu’on'ait  joint  les  extrér- 
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mités  de  toutes  les  perpendiculaires  y correspondantes  , on 
aura  une  courbe  qui  sera  la  peinture  de  l’équation 

xn  — Axm~l  -f-  Bxm~%  — . ...  — Tx  -f-  Jr —yi 

Les  longueurs  x sont  appelées  abscisses  , et  les  perpendicu- 
laires y menées  par  les  extrémités  , sont  dites  ordonnées.  Les 
lignes  XX'  , YY'  perpendiculaires  l'une  à l’autre  en  A , sont 
deux  droites  fixes,  qu’on  nomme  axes,  auxquelles  les  points 
de  la  courbe  sont  rapportés  par  les  distances^  et  x. 

Si  l’on  veut  connaître  une  valeur  de  x correspondante  à 
un  résultat  y donné  en  nombre  et  en  signe  , on  prendra 
sur  l’axe  et  au-dessus  de  XX1 , si  la  valeur  de  y est  posi- 
tive, ABz=y  , et  par  le  point  D on  mènera  une  parallèle  à 
X'X , qui  coupera  la  courbe  en  des  points  m , tn,  m“ , n,  n , 
dont  les  abscisses  Ap  , Ap' , Ap",  Aq  , Aq'  seront  toutes  les  • 
valeurs  de  x qui  correspondent  à y = AB.  Pour  une  abscisse 
x intermédiaire  entre  celles  qui  ont  servi  à la  construction 
de  la  courbe  , on  trouvera  l’ordonnée  y en  nombre , en  pre- 
nant avec  un  compas  la  perpendiculaire  qui  répond  à çette 
abscisse , et  la  mesurant  sur  l’échelle  de  parties  égales. 

La  courbe  ainsi  décrite,  d’après  une  suite  de  points  très- 
rapprochés , rencontrera  , généralement  parlant  , l'axe  des 
abscisses , ou  la  ligne  X'X  en  un  certain  nombre  de  points 
/î , R',  R",  r,  /,  etc.  , dont  les  abscisses  AR , AK,  AK, 

— Ar , — Ai / , etc.  seront  les  racines  de  la  proposée  , 
puisqu’elles  sont  les  valeurs  de  x pour  lesquelles  l’ordonnée 
y est  nulle. 

La  courbe  ne  pourra  passer  du  dessus  au-dessous  de  l’axe 
X'.ï’.sans  le  couper;  elle  ne  pourra  revenir  du  dessous  au- 
dessus  qu’après  üavoir  coupé  jde  nouveau  ; conséquemment  • 
entre  deux  points  de  la  courbe,  situés  ou  au-dessus  ou  au- 
dessous  de  XX',  il  y aura  nécessairement  un  nombre  pair 
d’intersections.  Au  contraire,  entre  deux  points  placés  l’un 
au-dessus,  l’autre  au-dessous  de  XX',  la  courbe  aura  un 
nombre  impair  d'intersections. 
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Donc  si  l’on  a trouvé  deux  ordonnées_y  de  signes  différen*, 
on  sera  assuré  qu’entre  les  abscisses  correspondantes , il  se 
rencontrera  un  nombre  impair  d’abscisses  d’intersection  j de 
sorte  qu’on  conclura  que  deux  nombres  x qui  donnent  des 
résultats  de  signes  contraires  , interceptent , au  pioms  , une 
racine  réelle  ; et , en  général  , un  nombre  impair  de  ces 
racines.  Si , pour  deux  abscisses  x , les  ordonnées  y ont  le 
même  signe  , les  intersections  seront  en  nombre  pair;  ou  les 
deux  ordonnées  pourront  être  dans  une  même  ondulation , 
auquel  cas,  il  n’y  aura  pas  d’intersection  interceptée.  Donc 
deux  nombres  x qui  donnent  des  résultats  de  même  signe  , 
peuvent  ne  pas  comprendre  de  racines,  ou  ils  en  compren- 
nent en  nombre  pair  (3q3). 

Les  lignes  r'r,  rR,  RR',  R' R" , etc. , représentent  des  dif- 
9 . férences  entre  deux  racines  consécutives  de  la  proposée , et 
ces  différences  sont  les  plus  petites  parmi  toutes  les  différences 
possibles  entre  les  racines  : maintenant  qu’à  partir  du  pointé, 
origine  commune  des  abscisses,  on  prenne  deux  abscisses  dont 
la  différence  soit  moindre  que  la  plus  {fetite  des  distances 
entré  deux  intersections  consécutives,  ou  moindre  que  la  plus 
petite  différence  entre  les  racines , il  est  facile  de  voir  que 
si  les  ordonnées  correspondantes  ont  des  signes  différens,  ces 
valeurs  de  x ne  pourront  comprendre  qu’une  intersection  ou 
qu’une  racine,  puisque  si  l’une  des  valeurs  dex  est  AK<^AR'-, 
l’autre  sera  AK!  < AK'  ; autrement  on  aurait  K K'  K R"  , 
ce  qui  est  contre  l’hypothèse.  Mais  si  la  différence  entre  deux 
abscisses  Ak  , AK  étant  toujours  moindre  que  la  plus  petite 
des  différences  entre  toutes  les  racines,  les  ordonnées  corres- 
pondantes KL , kl  ont  le  même  signe , il  n’y  aura  pas  d’in- 
tersection comprise  entre  ces  abscisses.  Il  faut  donc  que  les 
résultats  correspondans  aux  dejix  valeurs  de  x ainsi  espacées, 
aient  des  signes  différens.  La  démonstration  du  théorème  (3q5) 
n’est  que  la  traduction  analytique  de  ces  deux  considérations. 

Comme  le3  intersections  de  la  courbe  avec  l’axe  XX' , sont 
en  même  nombre  que  les  racines  réelles  de  l’équation  , il  arri- 
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vera  donc  qu’à  une  certaine  distance  à droite  et  à gaucbe  de 
1 origine  A,  la  courbe  ne  coupera  plus  l’axe  XX';  ensorto 
que  pour  toutes  les  valeurs  de  * plus  grandes  que  les  plus 
grandes  racines  positives  et  négatives , on  aura  constamment 
des  résultats  y de  même  signe.  C'est  ce  qui  arrive  encore 
lorsque  toutes  les  racines  de  la  proposée  sont  imaginaires  , puis- 
qu  alors  la  courbe  ne  coupant  pas  l’axe  XX',  doit  être  Située- 
toute  entière  au-dessus  ou  au-dessous  de  lui. 

Il  est  visible  que  x croissant  indéfiniment , dans  le  sens  uo- 
Bitif , le  terme  x™  qui  croît  plus  rapidement  que  chacun  des 
suivans , 1 emportera  enfin  sur  leur  somme,  ensorte  que  , pour 
1 abscisse  correspondante,  le  résultat^,  ou  l’ordonnée  aura  le 
signe  de  x-  ; la  courbe  finira  donc  du  côté  des  abscisses  posi-  ' 
tives  par  passer  au-dessus  de  l’axe  XX'  dont  elle  s’éloignera 
e plus  en  plus.  Ainsi , pour  toute  abscissse  plus  grande  que  la 
plus  grande  racine  positive  , l’ordonnée  .y  sera  constammelt 
positive  ; car  si  1 une  de  ces  ordonnées  pouvait  être  négative 
d y aurait  encore  une  intersection  à droite  de  la  dernière  et’ 

contre  1 hypothèse  , une  nouvelle  racine  réelle  positive.  Donc 

tout  nombre  plus  grand  que  la  plus  grande  racine  positive 
donne  des  résultats  positifs.  * * 

Lorsque  l«,u,<b„  «t  de  deS,6  p,it,  ,a 
a lieu  du  cote  des  abscisses  négatives , et  au-delà  de  la  ulus 
grande  racine  négative , ou  de  la  dernière  intersection  à gauche 
est-a-dire  qu  a gauche  de  cette  dernière  intersection  là 
courbe  s etend  indéfiniment  au-dessus  de  l’axe  quelle'  ne 
rencontre  plus  , ce  qui  est  d’ailleurs  évident  lorsqu’on  sait  que 
les  racines  imaginaires  sont  en  nombre  pair;  d’où  il  résulte 

que  , dans  notre  hypothèse,  le  nombre  des  racines  ré2leS 
qm  est  celui  des  intersections , est  nécessairement  pair  et 
qu  ainsi  a droite  et  à gauche  des  intersections  extrêmes  ’ les 
points  de  la  courbe  doivent  être  et  rester  indéfiniment  'au 
dessus  de  l’axe  XX'.  ’ “ 

Lorsque  l’équation  est  de  degré  impair  , tout  reste  comme 
ci-dessus,  dans  la  région  des  abscisses  positives.  Mais  à gauche 
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du  point  A , si  l’on  prend  une  abscisse  plus  grande  que  toute 
ligne  donnée,  le  premier  terme — x”1  l’emportera  sur  la  somme 
des  suivans,  et  le  résultat  correspondant  sera — y.  Ainsi,  dans  la 
région  des  abscisses  négatives,  la  courbe  finira  par  s’étendre  et 
rester  au-dessous  de  l’axe  XX' , ce  qui  aura  lieu  à partir  d^l’extré- 
mité  de  la  plus  grande  abscisse  négative,  puisqu’autrement  il 
y auîait  encore  quelques  intersections  , et  conséquemment 
quelques  racines  négatives  en  sus  de  celles  qu’on  a supposées. 
En  effet , dans  ce  cas  , le  nombre  des  racines  réelles  ne 
pouvant  qu’êtr'e  impair,  et  l’extrémité  à droite  de  la  courbe 
se  trouvant  au-dessus  de  XX' , l’extrémité  à gauche  doit  être 
au-dessous , d’après  ce  qui  a été  observé  ci-dessus.  . 

Lorsque  l'équation  est  de  degré  impair  avec  un  dernier  terme 
négatif — V , pour  x = o,  on  a (fig.  3)  y— — V qui  est 
l’ordonnée  Al  à l’origine  des  x , portée  au-dessous  de  XX'  : 
pour  une  abscisse  positive  plus  grande  qu’aucune  ligne  don- 
née , l’ordonnée  correspondante  y devient  positive  ; ensorte 
que  la  courbe  passant  du  dessous  au-desshs  de  l’axe  , le 
coupe  à droite  de  A , ce  qui  donne  une  abscisse  positive  AR , 
et  conséquemment  une  racine  réelle  et  positive.  Lorsque  (fig.  4) 
le  dernier  terme  est  -f-  à l’hypothèse  x = o,  corresponde 
y =+r  = Al'  : pour  une  abscisse  négative  plus  grande 
qu'aucune  ligne  donnée  , l’ordonnée_y  est  négative  ; ensorte  que 
la  courbe  passe  du  dessus  au-dessous  de  l’axe , et  le  coupe  à 
gauche  du  point  A en  r , ce  qui  donne  une  abscisse  négative 
Ar,  et  conséquemment  une  racine  réelle  négative.  L’équation 
étant  de  degré  pair  avec  un  dernier  terme  négatif  — V, 
donne  (fig.  5)  y = — F*-=  AI  pour  x = o;  et  pour  deux 
abscisses  , l’une  positive  et  l’autre  négative , plus  grandes 
qu’aucune  ligne  donnée  , on  aura  deux  ordonnées  positives, 
conséquemment  deux  intersections  R et  r,  l’une  à droite  , l’autre 
à gauche  du  point  A , ou  deux  racines  réelles  AR , Ar , 
l’une  positive  et  l’autre  négative.  Lorsque  l’équation  est  de 
degré  pair  avec  un  dernier  terme  positif,  pour  x = o,  on 
a ( fig.  6 ) y = Al'  pour  deux  abscisses  , l’une 

positive  et  l’autre  négative , plus  grandes  que  toute  ligne 

donnée. 
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donnée , on  a deux  ordonnées  positives  ; on  ne  peut  donc 
plus  affirmer  que  la  courbe  coupe  l’axe  X'X , puisqu’elle  n’est 
assujétie  qu’à  la  condition  de  passer  par  trois  points  situés  au 
dessus  de  cet  axe.  Ainsi  la  courbe  peut  etre  mfM  qui  ne 
rencontre  pas  l’axe  , ou  ri  R qui  la  rencontre  en  plusieurs 
points.  Nous  retrouverons  donc  tontes  les  "conclusions  aux- 
quelles on  est  parvenu  dans  le  chapitre  précédent. 

La  somme  des  lignes  AR,AR',  AR",  etc. — Ar,  — Ar',  etc. 
(fig.  a)  prises  avec  des  signes  contraires , forme  le  coefficient  du 
second  terme  (3o5). 

Si  la  proposée  comporte  deux  racines  égales,  on  peut  con- 
cevoir qu’elles  aient  d’abord  été  inégales  ,»et  représentées  par 
AR',  AR“  (fig.  a),  et  que  leur  différence  R' R"  ait  diminué 
jusqu'à  devenir  nulle  : alors  courbe  ne  fera  que  toucher  l’axe 
des  abscisses  qp  poitit  r de  réunion  des  depx  intersections  R' 
et  R".  Si  les  trois  racines  AR,  AR',  AR“  sont  égales,  les 
segmens  RR',  R' R’  deviennent  nuis;  les  trois  points  R,  R' , R" 
se  réunissent  en  un  seul  qui  est  le  point  de  contact  de  la  courbe 
avec  l’axe.  Ainsi  les  racines  égales  sont  les  abscisses  deÿ  points 
de  tangence  de  la  courbe  avec  l’axe , et  l’on  voit  que  ces 
sortes  de  racines  forment  le  passage  des  racines  réelles  et  iné- 
gales aux  racines  imaginaires.  (Voyez  le  chapitre  IX.  de  mon 
Traité  de  Calcul  différentiel. 
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CHAPITRE  XXX. 

n 


Méthodes  pour  trouver  avec  une  approximation  dé- 
terminée, la  partie  décimale  des  racines  incom- 
mensurables. 

4c3.  O»  obtient’au  moyen  des  procédés  enseignés  (chap.  a8), 
précisément  autant  de  couples  de  nombres  qui , substitués  en 
place  de  l'inconnue  , donnent  «des  résqjtats  de  signes  con- 
traires, que  l'équation  proposée  contient  déracines  réelles 
incommensurables.  Soient  a et  i deux  de  ces  nombres  qui 
donnent  des  résultats  de  différens  signes  : en  prenant  pour 
racine  le  plus  petit  de  ces  nombres , a , par  exemple  , on  com- 
mettra une  erreur  plus  petite  que  la  différence  a— b qui  peut 
toujours  être  ramenée  à 1’  unité(3g4);  ensorte  que  cette  différence 

étant  une  fraction  ^ , on  aura  déjà  la  racine  à moins  de  ^ 

près.  Pour  en  approcher  davantage , on  prendra  un  moyen 
arithmétique  entre  les  nombres  a et  b , lequel  substitué  pour 
x-  donnera  un  résultat  dont  le  signe  différera  nécessairement  . 
de  celui  de  l’un  ou  de  l'autre  de  ceux  qui  sont  dus  aux  sub- 
stitutions o et  à pour  x.  La  racine  se  trouvera  donc  comprise 
entre  deux  limites  plus  rapprochées.  En  continuant  la  même 
opération , les  limites  seront  de  plus  en  plus  resserrées,  et 
conséquemment  l'erreur  qu’on  commettra  en  prenant  l'un# 
de  ces  limites  pour  la  racine  , s’atténuera  de  plus  en  plus. 

* 404.  On  approchera  plus  rapidement  de  la  valeur  exacte 
des  racines , en  faisant  usage  de  la  méthode  suivante.  Soit 

— Tx  + F—o 
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l’équation  proposée  : si  a est  Une  première  approximation  de 
l’une  des  racines , du  fera 

x = a + p, 

et  on  aura , par  cette  substitution , une  transformée  en  p * la- 
quelle ordonnée  par  rapport  à p,  et  écrite  en  commençant  par 
les  derniers  termes , sera  de  la  forme 

X+  Yp  + Zp>+ +r  = O.. 

X,  Y , Z , etc. , étant  des  polynômes  dont  on  connaît  déjà 
la  composition  en  a,  m et  A , B . . T et  ^(363).  Comme  p 
est,  par  hypothèse,  une  fraction  assez  petite  , les  puissances  p“, 
p3  , etc.  seront  des  fractions  plus  petites  qu’on  pourra  négliger 
dans  une  première  approximation  , ensorte  que  la  transformée 
(iV)  se  réduira  aux  deux  premiers  termes , et  donnera 


en  désignant  par  b une  première  valeur  approchée  de  la  frac- 
tion totale  p.  Pour  avoir  une  valeur  plus  approchée  de  la  racine, 
ou  pour  corriger  la  valeur  dé  b , ou  écrira  dans  ( N)  b+q  pour 
p,  ce  qui  revient  à faire  dans  la  proposée 
x=ze-\ -b-\-q , 

ou  à changer  dans  la  transformée  (IV)  , p eh  q et  a en  a ■+•  b. 
* Ainsi , ayant  trouvé  précédemment  l’expression  approchée 
de  p , on  aura  celle  de  q , en  changeant  a en  à -f-  b dada 
X 

— y i ce  qu  on  notera  de  cette  manière , 


et  a + b -f-  c sera  une  plus  grande  approximation.  En  écri- 
vant a -f*  b -f-  c.pour  a dans  X et  Y qu’on  notera  par  [[A3 
et  [ Y 3 , puis  r pour  p dans  ( N ) , et  se,  bornant , à plus  forte 
raison , à la  première  puissance  de  r , on  trouvera 
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eta-f-6-f*c  + ^ sera  une  valeur  plus  approchante  de  la 
racine  totale  x.  On  continuera  de  cette  manière  jusqu’à  ce 
qu’enfin  on  ait  obtenu  l-’approximation  requise  par  l’état  de 
la  question. 

Nous  ferons  nne  application  de  cette  méthode  à l’équation 
3?  — nx  — 5 = o 


qui  n’a  (4oi)  qu’une  racine  réelle  comprise  entre  a et  3.  Dan» 
cet  exemple  , 

X=  a?  — aa  — 5 = — 1 , Y = 3a*  — a est  1 0 : 
on  a donc 

a3 — aa  — 5 


ensorte  que 


3a* — a 
a + bz=  a,  î 


= 6 = o,i. 


Faisant  a -f-  £ = a,  i dans  p,  on  trouvera 

* • s 

q— — o,oo54=c,  donca-f-h-f-c=3,og46. 
Ecrivant  ensuite  3,0946  pour  a dans  p , il  viendra 
r= — o, oooo4853 =d,  donc a+6-+-c-j-^=  a, og455i47- 
Ainsi  les  valeurs  convergentes  vers  la  racine  , sont 


a;  s,i  ; 3,0946;  s,09455i47,  etc. 

4o5.  Il  est  clair  que  la  certitude  de  la  méthode  précédente 
dépend  de  cette  condition  que  si  a est  une  valeur  approchée  ♦ 
d'une  des  racines  de  la  proposée  , a-j-p  Sera  une  valeur  plus 
approchée  de  la  même  racine.  C’est  donc , dit  M.  Lagrange 
( Résol.  des  Equat.  nurn.  ) , ce  qu’il  faut  examiner  ; et  il  con- 
clut de  l’analyse  qu’il  donne  à cet  effet , qu’en  général  , l’em- 
ploi de  la  méthode  dont  il  s’agit , n’est  assuré  que  lorsque  la 
valeur  approchée  de  a est  à la  fois  plus  grande  ou  plus  petite 
que  chacune  des  racines,  lorsqu’elles  sont  toutes  réelles,  ou 
lorsque  le  nombre  a est  plus  grand  ou  plus  petit  que  chacune 
des  parties  réelles  dés  racines  imaginaires.  L’équation 

x3  — ix — 5 = o 

la  seule  qu'ait  traitée  Newton , remplit  l'une  de  ces  conditions. 


\ 
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4o6.  Nous  remplacerons  donc  ces  deux  méthodes  qu’il 
est  cependant  bon  de  connaître,  par  la  suivante  qui  est  due 
àM.  Lagrange , et  qui  ne  souffre  pas  de  restriction. 

Soit,  à cet  effet,  l'équation 

Axm+Bxn~'+  Cx”-1 + Tx  4 -V—  o , 

et  supposons  qu’on  ait  trouvé  par  les  méthodes  données  (ch . 28  ), 
les  valeurs  entières  immédiatement  en  dessous  des  racines  cher- 
chées : si  p est  l’une  de  ces  valeurs , ensorte  qu'on  ait 

/G.  *>P, 

on  posera 

*=?+i.  ... 

y étant  un  nombre  plus  grand  que  l’unité  , afin  que  - tombe 

entre  zéro  et  l’unité  : substituant  pour  x cette  valeur  dans 
la  proposée  , on  trouvera  , après  avoir  multiplié  l’équation 
résultante  par  ym, 

A'ym  4-^"-'-+.  Cym-%+ +F'=z  o (A7) 

équation  qui  aura  nécessairement,  au  moins,  une  racine  réelle 
plus  grande  que  l’ünité  : soit  q sa  partie  entière  ; on  fera 

a étant  un  nombre  plus  grand  que  l’unité  , parce  que  - doit 

2* 

être  entre  o et  1.  Ecrivant  cette  valeur  de  y dans  (A7),  on 
aura  une  équation  en  z de  la  forme 

A"zm+B’zn-‘+  -f-D's^+e tc.-f  F'=  o. .\.(P) 

laquelle  aura  nécessairement,  au  moins,  une  racine  réelle  plus 
grande  que  l’unité , dont  on  pourra  trouver  de  même  une  valeur 
entière  approchée  par  défaut , que  nous  désignerons  par  r ; en 
sorte  qu’on  aura 

• * z=r+ 1 

u 

où  u désigne  an  nombre  plus  grand  que  l’unité.  Substituant 
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dans  (J?)-,  il  viendra  une  équation  en  u ayant,  au  moins , une 
racine  réelle  plus  grande  que  1 unité , et  ainsi  de  suite.  , 

On  traitera  successivement  de  la  même  manière  les  valeurs 
entières  approchées  p' , p" , p",  eto. , de  chacune  des  autres 
racines  réelles  et  positives  de  la  proposée  , pour  approcher 
davantage  de  la  véritable  valeur  de  chacune  d’elles. 

Les  racines  positives  et  pins  grandes  que  l'unité  des  trans- 
formées (AT) , (P) , etc.  , seront  nécessairement  incommen- 
surables, si  on  a débarrassé  la  proposée  des  racines  commen- 
surables  qu’elle  peut  contenir.  En  effet , s’il  arrivait  qu’un 
des  nombres  q , r , etc.  fût  une  racine  exacte  , alors  on 
aurait  y = q , et  conséquemment 

,1  , 

ou  z = r , et  conséquemment 


etc. 


i.,  r . 

ensorte  que  l’opération  et  la  racine  se  termineraient  ; on  trou- 
verait donc  pour  a:  un  nombre  commensurable , ce  qui  est  contre 
l’hypothèse. 

, Si  les  nombres  p , p',  p",  etc. , sont  tous  différens  , alors 
chacune  des  transformées  (IV)  , (P) , etc. , n’aura  qu’une  seule 
racine  réelle  plus- grande  que  l’unité  ; oar  »i,  par  exemple  , la 
transformée  (AO  avait  deux  racines  réelles  plus  grandes  que 
l’unité  , telles  que_y'  et_y",  on  aurait 


* ,1. 


X=^p+- 


de  sorte  que  ces  deux  valeurs  de  x auraient  la  même  valeur 
entière  approchée  p , ce  qui  est  contre  l’hypothèse.  Il  en  se- 
rait de  meme,  si  la  transformée  (P),  ou  l’une  des  suivantes 
avait  deux  jacines  réelles  plus  grandes  que  l'imité  :‘d’où  il  suit 
que  pour  trouver , dans  ce  cas , lea  valeurs  entières  appro- 
chées des  racines  des  transformées  successives,  il  suffira  (4oo)  de 
substituer  successivement,  au  lieu  de  l’inconnue  , les  nombre» 
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Hatnrelso,  t , a, 3,  etc.àpartir  de  celui  immédiatement  moin- 
dre que  la  limite  inférieure  des  racines  positives  de  la  trans- 
formée sur  laquelle  on  opère , jusqu’à  ce  qu’on  obtienne  deux 
résultats  de  signes  différens. 

Si  deux  valeurs  de  x ont  une  même  valeur  entière  appro- 
chée p , alors,  en  employant  cette  valeur,  les  transformées  (2V) 
et  (P)  etc.  auront  chacune  deux  racines  réelles  plus  grandes 
que  l’unité  , jusqu’à  ce  qu’on  arrive  à une  équation  dont  les 
racines  plus  grandes  que  l’unité  aient  Ides  valeurs  entières 
approchées  différentes  ; alors  chacune  de  ces  deux  valeurs 
donnera  naissance  à une  suite  d’équations  transformées  dont 
chacune  n'aura  plus  qu’une  seule  racine  réelle  plus  grande 
que  l'unité.  En  effet  , puisqu’il  existe  deux  valeurs  différentes 
de  x , qui  ont  la  même  valeur  approchée  p , il  faudra  que  y 
dans  (N)  ait  deux  valeurs  réelles  plus  grandes  que  l’unité  ; et 
si  ces  deux  valeurs  de  y ont  la  même  valeur  réelle  appro- 
chée q , il  faudra  de  nouveau  qu’en  faisant^  — q -f--  , la 

transformée  en  z ait  deux  valeurs  différentes  plus  grandes  que 
l'unité , et  ainsi  de  suite.  Mais  si  les  deux  valeurs  entières 
approchées  de  y étaient  différentes,  alors  nommant  ces  valeurs 
q et  , on  ferait 

y=<i+ï>  y=<i+i> 

ee  qui  donnerait  lieu  à deux  transformées  telles  que  (P)  , 
dont  chacune  ne  devrait  plus  avoir  qu’une  seule  racine  réelle 
plus  grande  que  l’unité  : autrement  les  valeurs  de  y,  au  lieu 
d’être  doubles  seulement,  seraient  triples,  quadruples , etc. , 
et  on  serait  conduit  à ces  valeurs  correspondantes  de  x , 

x~P^ÿ‘  x =P+  y>x=P+ÿ> 

ainsi  la  proposée  admettrait  plus  de  deux  racines  réelles  et 
positives  ayant  chacune  la  même  valeur  entière  approchée  p j 
ce  qui  est  contre  l’hypothèse.  Donc  , à partir  de  la  transformée 
dont  les  deux  racines  plus  grandes  que  l’unité  auront  des  va- 
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leurs  entières  différentes , les  transformées  résultantes  de  cha- 
cune de  ces  valeurs,  n’auront  plus  qu’une  seule  racine  réelle 
plus  grande  que  l'unité  : il  ne  sera  donc  pas  nécessaire,  pour 
obtenir  les  valeurs  entières  approchées  des  racines  correspon- 
dantes , de  calculer  pour  chacune  d’elles  la  plus  petite  diffé- 
rence entre  les  racines. 

. Les  coefficîens  A' , B',  Cf , etc. , de  la  transformée  (IV)  , ex- 
primés au  moyen  de  ceux  de  la  proposée  , sont 

A’=  Apm4-  Bpm~'+  Cp"-3+  Dpm~3+  etc! 
B'—mApm~'-\-  (m — i)  Bpm~~*-\-  (m — 2)  Cpm~s 
-f-  (m — 3)  Dp™—*- J-  etc.  ^ 

C=m.^AP—  + <"-^(”±3  ^-f-etc.  , 

On  obtiendra  ceux  de  la  transformée  (P)  en  écrivant  dan* 
les  formules  précédentes  q pour  p , A' , Bf  , C , etc. , pour  A, 
B , C,  etc.  et  en  changeant  A',  B',  Cf,  etc.  en  A", B",  Cf,  etc. 

Il  résulte  de  ces  expressions  que  l’un  des  coefficîens^',^'’, etc. 
ne  sera  jamais  nul ) car  , dans  le  cas  de  Af  =o,o\xA"  =0,  etc. , 
on  aurait,  d’après  (N) , ou  (P),  etc. , x=zp , ou  y—q,  c’est- 

à-dire  , x = P+j-  etc.  C’est  ce  qu’il  est  facile  de  voir,  en 

observant  que  A'  n’est  que  la  proposée,  en  y changeant  x en  p; 
que  A“  n’est  que  la  transformée  (Ar)  , en  y changeant  y en  q, 
etc.  j d’où  il  suit  que  p , q,  etc.  seraient  racines  de  A'=  o , 
A“  =0  , etc.,  et  qu’ainsi  la  valeur  correspondante  de  x , serait 
commensurable. 

Appliquons  cette  méthode  d’abord  à l’équation 
4T3— 2X — 5=o  , 

pour  laquelle  nous  avons  trouvé  p = 2 pour  la  valeur  la  plus 
approchée  en  moins  de  la  seule  racine  réelle  qu’elle  comporte 
(4oi).  On  posera  donc 

x=  2 -f-  - - 

y 

en  sorte  que  la  transformée  en  y sera 

y — xoy*—»  Sy  — t =0 , 
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après  en  avoir  changé  les  signes  pour  rendre  le  premier  terme 
positif.  Cette  équation  aura  donc  nécessairement  une  seule 
racine  réelle  plus  grande  que  l'unité , de  sorte  que  pour  en 
avoir  la  valeur  approchée  , il  faudra  encore  substituer  les 
nombres  O,  1 , a , 3 , etc.  jusqu’à  ce  qu’on  trouve  deux  résul- 
tats de  signes  contraires  : les  substitutions  c et  10  donnant 
deux  résultats  négatifs , on  commencera  par  les  suivantes 

y = 10 , = 1 1 , = ta,  etc. 

qui  donnent— 61  , -f-  54,  etc.;  d’où  l’on  conclut  10  pour 
Valeur  approchée  ; donc  q—  10.  On  fera  donc 


y = 10+i, 

d'où  résulte  la  transformée  en  z 

6izs — g4s*  — 202  — 1 = 0; 

et  supposant  successivement  z = 1 , = a , etc.  , on  trouvera 
les  résultats  —5 4,  +71  , etc-,  donc  r=  t ; conséquemment 


d’où  l’on  déduit  la  transformée  en  u 


54u3  + 25u* — 8gu — 61=0$ 
et  aux  substitutions  u=  1 , = 3 , etc. , correspondront  les  résul- 
tats — 71 , -f-  ag3,  etc. , donc  s = 1 , et  ainsi  de  suite. 

La  racine  cherchée  sera  donc  exprimée  par  la  fraction 
continue 


x = a-fr 


10 -f 


x + 


> + 


1 

îa  + etc. 
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D'où  l’on  déduira  (chap.  3i)  les  fraction»  * 

2 a3  44  m IÉË  ËZ?  1^°7 

i ’ io  ’ u ’ ai  * 53  ’ 74  ’ 97V  349  * 624  ’ 7837  * 
alternativement  plu»  petites  et  plu*  grandes  que  la  valeur  de 
x (ch.  idem),  et  dont  les  valeurs  en  fractions  décimales , seront 
„p,oooooo 
■2,  JOCOOO 
*,090909 
a,og5238 

9,094339  « 

a,o94594 

9,094545 

2,094555 

2, 09455 x 

La  dernière  fraction  est  plus  grande  que  la  racine 

. 7007 

cherchée,  mais  elle  en  diffère  de  moins  de  ^~gg^y (ch  3i), 

c’est-à-dire  de  moins  de  0,00000002,  ensorteque  cette  fraction 
sera  exacte  jusqu’à  la  septième  décimale  : or,  réduite  en  dé- 
cimales, elle  est  2,09455x4865 etc.  Ainsi  la  racine  cher- 

chée tombe  entre  a,og455i49  et  2,09455x47-  Newton  a trouvé 
par  sa  méthode  (4o4)  la  fraction  s,og455 147  ; d'où  l'on  voit 
qu’elle  donne  dans  ce  cas  un  résultat  fort  exact  ; mais  on  aurait 
tort  d’en  attendre  toujours  .une  pareille  exactitude. 

Prenons  pour  second  exemple  l’équation 

x3 — ’jx  -f-  7 = o , ou  a? — 63x  -f-  189  ==  0 

X 

qui  résulte  de  la  première  par  l’hypothèse  x = ^ , et  pour 

laquelle  nous  avons  trouvé  (4°0  Mue  racine  entre  4 et  5,  et  une 
autre  entre  5 et  6 , ce  qui  indique  pour  la  proposée  deux 
racines  plus  grandes  que  l’unité  , elt  comprises  entre  1 et  2 : 
on  fera  donc  1 

x — 1 -f -, 

y 
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«apposition  qui  donnera  la  transformée 

y3—  4y*+3y+ 1=0, 

qui  comporte  nécessairement  deux  racinesaplus  grandes  que 
l’unité.  Il  convient  d’abord  d’essayer  si  l’on  peut  trouver  les 
valeurs  approchées  de  ces  deux  racines  par  les  substitutions 
o, 1, a,«  , etc. , et  comme  4y*  est  le  seul  terme  négatif  , il 
suflirade  pousser  les  substitutions  jusquayr*  = ou  >4y\  c’est-à- 
dire  , jusqu’à^  = 4-  Or , en  faisant  = o,  — i , =3,  =3, 
on  obtient  les  résultats  i , i , — î , i,  i3 ; d’où  l’on  conclut 
que  les  racines  cherchées  sont  l’une  entre  les  nombres  i et  a , 
l’autre  entre  les  nombi^s  a et  3 , de  sorte  que  les  valeurs 
approchées  de  y seront  î et  a.  On  fera  donc 


et  l’on  aura  I 

x? — a — z *4“  i — o , 

équation  qui  n’aura  plus  qu’une  seule  racine  réelle  plus  grande 
que  l’unité.  Ainsi  on  supposera  successivement  z —o,  = 1 , etc.  : 
or  z — a donne  le  résultat  — i , et  z =s  3 donne  -f-  7;  donc 
a sera  la  valeur  entière  approchée  de  z.  On  fera  donc 


et  on  aura  , en  changeant  les  signes , 

u3 — 3ns  — 4U  —*  1 = o. 

On  supposera  u = 1 , =.3 , etc. , et  l’on  trouvera  des  résultats 
de  signes  dilférens  pour  i4*=4  et  u=  5;  ensorte  qu’on  posera 


Pour  la  seconde  racine  _y , dont  la  partie  entière  est  a,  on  fera 

. 1 

y = * + -z\  • , 

substituant  dans  l’équation  en  y , on  aura  après  le  chan- 
gement des  signes , 

z3  -j-  t*  — az  — îso; 
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cette  équation  n’aura,  comme  la  précédente  en  *,  qu’un» 
seule  racine  réelle  plus  grande  que  l’unité  ; de  sorte  qu’il  n’y 
aura  qu’à  Faire  zç=  1 , = 3 , etc. , ce  qui  donne  les  résultats 
— 1,7,  d’où  l’on  conclut  1 pour  la  valeur  entière  approché* 
de  z.  On  fera  donc 


et  l’on  aura , en  changeant  les  signe» , 

u3  — 3 ua — 4U  — 1 = 0, 

d’où  l’on  déduira  4 Pour  la  valeur  entière  approchée  de  la 
racine  u , comme  dans  le  calcul  précédent.  Donc  les  deux 
racines  positives  seront 


1 


-F-  etc. 


1 


•+•  etc. 


Pour  trouver  la  valeur  approchée  de  la  racine  négative  , on 
partira  de  l'équation 

xs— 7a:  — 7 =0,  " 


de  laquelle  on  a déduit  la  valeur  entière  approchée  3 de  la 
racine  négative  prise  positivement.  On  posera  donc 


i = 5 + -, 
y 

ce  qui  donnera  en  changeant  le*  signe» , 

y — a°y — ay — 1 =0; 

et  comme  cette  équation  ne  peut  avoir  qu’une  seule  racine 
réelle  plus  grande  que  l’unité , on  en  trouvera  la  valeur  ap- 
prochée en  faisant^/ = 1 , =a , etc.  jusqu’à  ce  qu’on  rencontre 
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deux  résultats  cousécutifs  qui  aient  des  signes  différens , qe  qui 

arrivera  pour  y = 20 , ensorte  qu’on  posera  y = 20  -+•  - » 

y ^ 

et  ainsi  de  suite  , et  on  aura  enfin 


x — — 3 ■ 


. 1 


20 + 3+ etc; 

En  traitant  (4oi)  l’équation 

x? — 5x  -f-  4 — 9 » 

nous  avons  trouvé  o,8  pour  première  approximation  de‘  l’une 
des  racines  ; on  posera  donc 

* = o,8+;. 

J 

ce  qui  donnera  la  transformée 

o,5t2j4 — 3,o8y  -f-  a,4y  + 1 = o, 
et  on  trouve  que  y = 5 la  réduit  à zéro  , ensorte  que  , 
x = o,8  + 5 = o,8  -f-  0,2  = x • 

ainsi , comme  nous  l’avions  annoncé , les  racines  entières  ne 
mettent  pas  la  méthode  en  défaut. 

L’équation 

X-=.  xi — 4x*  -f-  4r — 1 = 0 

a pour  équation  aux  carrés  des  différences  des  racines 

y6 — 3ay+ 344)4 — i3i2y+784y* — 128^  = 0, 
laquelle  est  satisfaite  par  v = o , ce  qui  indique  deux  racines 
égales  dans  la  [proposée.  En  effet , les  polynômes  X et 

Y-Z^c' — 8x+4  — 0 

admettent  le  commun  diviseur  x — 1 , ensorte  que  la  proposée 
est  divisible  par  (x — i y,  et  donne  pour  quotient  égalé  à zéro 

xa  -}-  ax — î = o ; 

les  substitutions  o et  1 faites  dans  cette  dernière  équation,’ 
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dorment  des  signes  contraires  : on  posera  donc 


d’où  l’on  tire 


x = o+ -, 


, y — qy  — t — o , 

qui  donne  a pour  partie  entière  dey  : on  fera  donc 
et  de  là 

. z * — az  — x=o, 

transformée  en  i la  même  que  la  précédente  en  y.  On  aura  donc 

p —o,  q z=r=  s etc.  = a 
et 


( Voyez  la  seconde  Section  ). 


a •+■  etc. 
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CHAPITRE  XXXI. 

* 

i 

Génération  des  fractions  continues , leur  réduction  en 
fractions  ordinaires  , et  quelques  propriétés  de  ces 
fractions  supposées  dans  le  chapitre  précédent.  # 

407.  Supposons  qu’on  ait  à rédtiire  en  fraction  continue  un 
nombre  quelconque*a  qui  ne  soit  pas  un  nombre  entier  : on 
prendra  le  nombre  entier  immédiatement  au-dessous  de  a,  et 
qui  conséquemment  différera  de  a d’une  fraction  plus  petite 
que  l’unité.  Soit  <*  ce  nombre  : a — ■ a sera  une  fraction  com- 
prise entre  o et  1 j de  sorte  que  * ^ sera  un  nombre  plus 
grand  que  l’unité  , et  en  le  désignant  par  b , on  aura 


On  pourra  donc  chercher  le  nombre  entier  qui  approchera 
le  plus,  en  moins,  de  h;  ce  nombre  étant  fi , on  aura  de 
même  b — fi  , fraction  comprise  entre  o et  1,  conséquemment 


c étant  un  nombre  plus  grand  que  l’unité  , on  soustraira  de 
c le  plus  grand  nombre  entier  qu’il  contienne , nombre  que 
-nous  désignerons  par  y } alors  c — y sera  une  fraction  com- 
prise entre  o et  1 , et 

— — —d (3) 

, c — y 

Sera  un  nombre  plus  grand  que  l’unité , et  ainsi  de  suite.  Des 
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égalités  (i)  , (a),  (3)  , etc. , on  déduira  les  suivantes , 

a = *+£,  & = Æ + ~ v — etc.. 


et  conséquemment 


«==*  + £ , 


a = et  -f- 


a=  «- 


a = «•  -f- 


+ 


7 + 


* + 


etc. 


Si  parmi  les  quantités  a,  b , c , d , etc. , il  s’en  trouve  une 
qui  soit  un  nombre  entier,  alors  la  fraction  continue  sera  ter- 
minée , parce  qu'on  pourra  y conserver  ce  nombre  même.  Si , 
par  exemple , c est  un  nombre  entier  , la  fraction  continue 
qui  représente  le  nombre  a , sera 


En  effet , si  l’on  substitue  pour  d sa  valeur  (3)  dans  la  troi- 
sième fraction  continue  ci-dessus , on  aura 


— T 

c—y 


y ■+■  c ■ 


puisque  c=y.  Cette  circonstance  aura  lieu  dans  le  cas  de  a 
nombre  commensurable  ; mais  lorsque  a sera  un  nombre 
incommensurable,  la  fraction  continue  ira  nécessairement  à 

l'infini. 
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l'infini.  En  effet , si  elle  se  terminait , on  pourrait  assigner 
la  fraction  équivalente  ; donc  un  nombre  incommensurable 
serait  égal  à un  nombre  commensurable. 

Appliquons  ce  procédé  au  développement  én  fraction  con- 
tinue de  la  fraction  ordinaire  ~ , A e t B étant  des  nombres 
entiers.  Il  est  d’abord  évident  que  le  nombre  entier  et , qui 
approche  le  plus  , en  moins , de  la  fraction  ^ , est  le  quo- 
tient de  la  division  de  A par  B , le  nombre  A étant  plus  grand 
que  B.  Supposant  cette  division  faite,  et  nommant  le  quo- 
tient a.  et  C le  reste  , on  aura' 


b 


B 


- Pour  avoir  de  même  la  valeur  entière  approchée  /?  de  la 

s 

fraction  — , , il  faudra  diviser  B par  C , et  prendre  pour  /3 

le  quotient  en  nombre  entier  de  cette  division  ; alors  nommant 
D le  reste , on  aura 


# 


P C 


d’où  c — 


C_ 

D; 


On  continuera  donc  à diviser  C par  D , et  le  quotient  sera 
y,  et  ainsi  de  suite  ; d’où  résulte  cette» règle  fort  simple  pour 
réduire  les  fractions  ordinaires  en  fractions  continues. 


4o8.  Divisez  le  numérateur  de  la  fraction  proposée  par  son 
dénominateur,  et  nommez  le  quotient  tt  ; divisez  ensuite  le 
dénominateur  par  le  reste,  et  nommez  le  quotient  $ ; divisez 
le  premier  reste  par  le  second  reste , et  soit  le  quotient  y ; con- 
tinuez ainsi  en  divisant  toujours  l’ avant-dernier  reste  par  le 
dernier , jusqu’à  ce  qu'il  se  présente  une  division  qui  se  fasse 
sans  reste  , ce  qui  doit  arriver  ici.  et  vous  aurez  la  fraction 
continue  * 
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£ = * + 


fi 


y + 


£ + etc. 

On  sait  déjà  par  la  Géométrie , et  on  démontrera  plu» 
loin , que  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  est  ex- 
primé par 

3 1 4 ï 5g  q6535 etc. 

1 ooooo  ooooo 

En  faisant  la  division  , on  obtient  ces  quotiens  successifs* 

3 , 7 , i5  , î , 293  , x , 1 , x , a , etc., 
et  conséquemment  la  fraction  continua 
1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 


3 + - 


7 + 


x5  •+■ 


1 + 


aga  + 


» + 


* + 


2 -f-  etc. 


4og.  Pour  repasser  d’une  fraction  continue  à la  fraction 
ordinaire  qui  lui  a donné  naissance  , on  fera  les  réduction* 
successives  . 

- a^y+y+*. 


a 1 afi+i  1 


fi+i 

y 


*+ 


-f-  7^  4“  sJ  “1“  -j-  X 


c+ 


7+1 


fi-yf  4*  ^ 4*  £ 


; etc. 


En  examinant  ces  résultats*,  on  découvre  facilement  que  la 
numérateur  de  chacune  des  fractions  ainsi  formées , est  égal 
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à la  somme  faite  du  numérateur  de  la  fraction  qui  précède  , 
multiplié  par  le  nouveau  quotient,  ou  par  le  dernier  quotient 
introduit,  et  du  numérateur  de  l’antépénultième  fraction,  et 
que  le  dénominateur  de  chaque  fraction  se  forme  suivant  la 

, , . P Q R , ... 

meme  loi,  ensorte  que  J?>  , étant  trois  tractions  con- 

sécutives , et  [/.  la  dernier  quotient  introduit,  ou  celui  qui  cor- 

j£ 

v 


R O 

respond  à la  fraction  — , , qui  suit  immédiatement-^,  on  aura 


R 

R' 


Qp  •+•  P 

ÇV+P'* 


Pour  démontrer  que  cette  loi  a lieu  dans  toute  l’étendue  de 
la  fraction  continue,  supposons  quelle  ait  été'  vérifiée  jus- 
qu'au quotient  (4 , ensorte  que 

R = Q p -h  P 

si  l’on  considère  le  quotient  qui  suit  immédiatement  p , et 

S 

qu'on  le  désigne  par  p! , et  par  ^ , la  valeur  de  la  fraction  con- 
tinue , calculée  jusqu’au  quotient  p'  inclusivement,  l’expression 
de  sera  ce  que  devient  celle  de  en  changeant  dans  celle-ci 

P en  /*-f-  -V,  donc  , 

r 


A(r+7)+p 
Q,(r+7) 


+p* 


{Q«  + P)p’+Q 

(QV-l -w+? 


Kp'+qr  ; 


ç t Q R 

donc  la  fraction  ^ se  déduira  des  deux  précédentes  ^ et 
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S . - 

du  quotient  //  répondant  à -ÿ  , suivant  la  loi 

S^Rfi'+Q 
, $'= 

Cette  loi  de  formation  aura  donc  lieu  dans  toute  l’étendue 
de  la  fraction  continue. 

Ayant  donc  écrit  par  ordre  les  quotiens*,  0,  y,  f , etc., 
on  formera  facilement  les  fractions  correspondantes  comme 
on  le  voit  ci-dessous 

. a.  Q y & , . 

i a,  aC  -f- 1 . d£y  -4-  y -4-  * . *£ , ^ <^+  *G  -f-  t _ 

o ' l ' £ * £>+i  f 

savoir,  le  numérateur  de  chaque  fraction  , en  multipliant 
la  lettre  écrite  au-dessus  par  le  numérateur  précédent  et  ajou- 
tant ce  produit  à l’antépénultième  numérateur  , et  procédant 
de  la  même  manière  pour  composer  chaque  dénominateur. 
Pour  que  cette  loi  de  formation  puisse  valoir  à partir  de 
la  seconde  fraction  inclusivement , on  écrit  ± pour  pre- 
mière fraction  , quoique  celle-ci  ne  soit  pas  une  portion  de 
la  fraction  continue.  On  aura  donc  , en  représentant  par 
A , B,  C , etc.  les  numérateurs  de  ces  fractions  successives, 
et  par  A' , B' , C,  etc.  les  dénominateurs  des  mêmes  fractions  , 
A — a. 

B = AG- 4-i 
C = BjyAr  A 
D — CS  4 -B 
etc. 

Les  fractions  résultantes  ’ etC'  °nt  ete  nommee* 

fractions  convergentes,  parce  que,  comme  nous  le  verrons  bien- 
tôt (4t  4)  , chacune  d’elles  approche  plus  que  celle  qui  la 
précède , de  la  valeur  exacte  de  la  fraction  continue  totale. 

Sila  quantité  a <i  , onaa=o,  c’est-à-dire,  A—o,A'=i, 
hypothèses  qu’il  faut  introduire  dans  B , O,  D , B',C,  Z)',  etc. 


A'==  i 
B'—  A'G 
C—ÏÏy-\-A’ 
D Ci'+B' 
etc. 
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Si  la  quantité  a qu’on -veut  développer  en  fraction  con- 

. . . V 

tinue  , est  une  fraction  rationnelle  -y,  , il  est  évident  que 

cette  fraction  sera  toujours  la  dernière  dans  la  série  des 
fractions  convergentes;,  car,  dans  ce  cas  , la  fraction  con- 
tinue sera  terminée  : mais  si  la  quantité  a est  irrationnelle , 
la  fraction  continue  se  prolongeant  sans  jamais  s’arrêter , 
la  suite  des  fractions  convergentes  ne  s’arrêtera  pas  non  plus. 

4io  .Les  fractions  convergentes  , -g;  : ^7  , etc.  sont  alter 

nativement  plus  petites  et  plus  grandes  que  la  valeur  totale  de 
la  fraction  continue.  En  effet , à ne  considérer  que  la  pre- 
mière fraction  * , on  aura , en  désignant  par  a la  totalité  de 
la  fraction  continue 

a>-, 

I 

Si  l’en  prend  a comme  le  dénominateur  C est  plus  petit 
que  le  dénominateur  G -f-  — -f-  etc. , on  aura 

y 

«04-  y 


En  se  bornant  à a.  ~j » — , comme  le  dénominateur  y est 

* y 

plus  petit  que  le  véritable,  la  fraction  - sera  trop  grande  , la 


fraction 


J * 


sera  trop  petite  , et  la  somme  a.  ^ 


• sera 


C-f-i 


trop  petite,  ensorte  que 
* a > 


' y 


; .0;  v . T 


et  ainsi  de  suite  alternativement  : donc  la  valeur  de  a est 
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toujours  compris*  entre 


M E 
deux  de 


ces  fractions  consécutives 


P_ 
P'  ’ 


£ 


4u.  Si  on  multiplie  en  croix  les  termes  de  deux  fractions 

P Q . . 

convergentes  consécutives  jp  , ^7-  , on  aura  toujours  la  diffé- 
rence des  produits 


QP’  — PQ'  — zfc  j 


savoir  -f-  1 , si  la  fraction  est  du  nombre  des  fractions 

plus  grandes  que  a , ou  si  elle  est  de  rang  impair , la  frac- 
tion étant  la  première  , et  — i si  elle  est  une  faction  plus 
petite  ou  de  rang  pair. 

En  effet , si  l’on  considère  trois  fractions  consécutives 

P_  Q R_ 

P ft  Q"  R ' ’ 

et  que  p.  soit  le  dernier  quotient  introduit  dans  la  fraction 

•jÿ  , on  aura,  d’après  la  loi  démontrée  (409)» 

R=Qp  + P,  R’=Q'p~p  P'  ; 

d’où  l'on  déduit 

Rtf  — QR’  =PQ'—  QP'= — ( QP'—  PQ')  : 

O 


On  aurait  de  même  en  représentant  par  ^ la  fraction  qui 
P 


précède  immédiatement  757, 

c ‘ ^ 

QP' — P Q'~  OP'—  P 0'=  — (PO'— OP') 
et  ainsi  de  suite,  en  remontant  jusqu’aux  deux  premières 

1 *"  fit 

fractions  - et  - , qui  sont  comprises  dans  la  loi , et  pour  les- 
quelles la  différence  analogue  est  «Xo-iXi  ss  — - 1 ; « 
ensorte  que 


BA'—B'A=+  1 
CB'—  CB  — — 1. 
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On  peut  déduire  de  cette  propriété  plusieurs  conséquences 

importantes  : on  en  conclura  d’abord  que  les  fractions  ^ , ^7 , 

etc.  sont  déjà  réduites  à la  plus  simple  expression , car  si  C et 
C , par  exemple,  avaient  un  commun  diviseur  autre  que  l’unité, 
il  faudrait*,  d’après  la  propriété 

BC—B'C=f M» 

que  l’unité  fût  aussi  divisible  par  ce  commun  diviseur  ; con- 

* ( JB 

clusion  qu’on  déduirait  de  la  même  égalité  à l’égard  de 

La  propriété  que  nous  venons  de  démontrer,  trouve  son  ap- 
plication dans  l'analyse  indéterminée. 

4ia.  Evaluons  maintenant  la  différence  entre  une  frac- 
tion convergente  quelconque  et  la  valeur  a de  la*fraction 

f p n 

continue  totale.  Pour  cela  soient  toujours  jp  et  jj,  deux  frac- 

U 

tions  consécutives , et  p le  quotient  qui  correspond  à -}  en- 

sorte  que  • 

R _ Qn+P 

h'  — 

si , à la  place  de  , on  écrit  le  reste  de  la  fraction  continue , à 
partir  de  inclusivement , on  aura , en  désignant  ce  reste  par 
y,  et  la  totalité  de  la  fraction  continue  par  a , 


d'où  on  déduit 


a==Çy±p_ 

(/ÿ+ÿ* 


Q_Qy+P  Q __  PQ'—P'Q ! 

* V~Qy+P'  Q'~QXQ'y+P')~'*’ViQ'y+n 
P _ Q.y  + P P __  (QP— Q’P)y 
° P1  Vy+P1  P""  PXQ'y+P1)  ~ 

Les  différences  a — p?  » ° *—  q?  ont  donc  toujours  des  signes 


PWy+Pl 
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contraires,  et  conséquemment  la  valeur  de  a est  comprit* 
entre  deux  fractions  consécutives  , propriété  démontrée  (410). 

Soit  (a.  le  nombre  entier  immédiatement  moindre  que  y , 
ensorte  qu’on  ait 

y>t*,  jO+i; 

on  aura  aussi  * 


Q'y+P'>Q't*+P;  Q,y+P'<Q'Q*+')+P', 

donc  • . ^ 

Q i * ^ J_'  i 

° Ç'<+Ç'(^+P')  0U  < Q' R' 


V 

■fÿ>  + 


OU>Zf 


Q'(R'+Q'Ï 


4i3.  Ainsi  terreur  quan  commettra  en  prenant  une  frac- 
tion convergente,  en  place  de  la  fraction  continue  totale, 
sera  toujours  moindre  que  l’unité  divisée  par  le  produit  du 
dénominateur  de  cette  fraction  par  celui  de  la  fraction  immé- 
diatement consécutive,  mais  plus  grande  que  I unité  divisée 
par  la  somme  du  même  produit  et  du  carré  du  dénominateur 
de  la  fraction  sur  laquelle  on  opère. 

Or,  les  quotiens  et,  G , y,  etc.  étant  des  nombres  entiers 
positifs , on  a 

P'«&  Q'< R'>  donc 
donc  , à plus  forte  raison  , 


donc  T erreur  commise  en  prenant  une  fraction  quelconque 
pour  la  fraction  totale,  est  toujours  moindre  que  l’unité  di- 
visée par  le  carré  du  dénominateur  de  cette  fraction. 


C’est  d’après  ce  principe  qu’on  estime  l’aproximation  de 
la  fraction  décimale  correspondante  à une  po®on  donnée 
d’une  fraction  continue  (407), 
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4>4-  Des  valeurs  que  nous  venons  de  trouver  des  différence» 

a—Qÿ,  a — , on  déduit 


P + P a — — Q'y\p'  ’ 
et  en  divisant  ces  deux  égalités  l’une  par  l’autre  , 

— P + P'a  ~ y ’ 

or_y  es^plus  grand  que  l’unité,  donc 

d’où  Q-V«<p—p 

et , à plus  forte  raison  , à cause  de  Q"^>Pr , 

Q_  _ ^ _P_ 

• a ^ a p” 

Donc  la  différence  entre  la  fraction  continue  totales,  et 
une  fraction  quelconque  , est  moindre  que  la  différence  entra 
a , et  la  fraction  qui  précède  immédiatement  celle-là. 

Cette  propriété  est  celle  qui  (4oq)  a fait  donner  à ces  frac- 

A B 

tions  successives  , —,  , etc.  le  nom  de  fractions  conver- 

gentes. 

4i5.  Nous  avpnsvu  dans  le  chapitre  précédent,  que  la  re- 
cherche de  la  partie  entière  de  la  racine  d’une  transformée  , 
était  d’autant  plus  laborieuse  , que  cette  racine  était  plus 
grande.  Nous  nous  proposons  ici  de  réduire  la  difRculté. 
Soit,  par  exemple  , l’équation 

« 

X3 — Xa — SX  -f-  X =rO  .* 

Cette  équation  comporte  trois  racines , l’une  entre  o et  i , 
la  seconde  entre  x et  2 , et  la  troisième  entre  — x çt — 2. 
Cherchons  d’abord  à approcher  de  la  seconde.  A cet  effet  , 
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nous  calculerons  les  transformées  r 

partie  entière. 

y’ — ^*+2y  + i =o.. « i 

z3 — üz-f-i  =o. 4 

3°. . . . — i3 — 3p — +i=o ao 

4° i8iu3 — 3g i u* — 4ou — i=o 3 

5°. . •>— 197  y3 + 568  v1+  6g5v'  + i8i=o 3 

6°....  2o5gw3 — 1 2 1 6ws- — iso5w — ig7=o i 

Ainsi  , les  fractions  convergentes  qui  expriment  cette 

I a q 182  3?3  i3oi  1674  ~ 

racine,  sont  , , — * — , — — . On  est  assure, 

II  5 101  207  722  929  • ’ 

d’après  ce  qui  précède,  que  est  >x,  et  n’en  diffère 

pas  de  Ti . sorte  <îue  l’approximation  i-,8oig3g  est 

t.722Jl  . • 

exacte  jusqu’à  la  sixième  décimale. 

» ♦ *' 

Pour  la  racine  comprise  entre. o et  1 , on  obtient  les  frac- 

01  4 81  166  579  745 

tions  convergentes  - , - , -,  -jr-  , 5-= , -g-=—  , -0—,  . et 

l a 9 183  373  i3oi  1674 

x=o,445o54-  * 

Enfin  pour  la  racine  négative  on  changera  x en  — x,  et 
par  rapport  à l'équation 

r 

» x3 x* — 2X — X =0 , > 

on  cherchera  la  racine  comprise  entre  1 et  3 ; or  , comme 

l’équation  ci-dessus  est  la  première  transformée  en  y , ce  qui 

est  un  incident  heureux , on  formera  facilement  les  fractions 

'i  5 101  207  722  qsq 

convergentes  - , ^ ^ , - ^5  • • -I 

d’où  x = — 1,366987.  • ’■ 

Maintenant , soient  a.  la  partie  entière  de  la  racine  de  la  cin- 

• * P Û ' ' ' 1 ' 

quième  transformée  en  v,  -p , = : les  deux  dernières  fractions 
convergentes  dont  la  dernière  ^ correspond  au  quotient  * : 
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pour  pousser  plus  loin  l’approximation , il  faudrait  écrira 

et  - 4 — — . au  lieu  de  l’inconnue  dans  la  dernière  transformée. 
. w 


Ainsi  (412) 
on  déduit  de  là 


Ow  -f -P 

qr  ■ — • • 

Q'w+P' 


w = 


P — P'x 

Vx-V 


Si  l’on  fait  en  partie  cette  division,  et  qn’on  observe  (4n) 
que  QP' — P Q'  — ±.  1 , on  trouvera 


w =• 


e" 


p_ 

e 


è Q'’ 


en  faisant  S~=x — 2.  = différence  entre  x et  sa  valeur  ap- 


e 


Q\ 


pfochée.  Soient  J',  <f". .. . les  différences  entre  ~ et  les  au- 
tres racines  de  la  proposée  , pour  lesquelles  w est  1 , et 
désignons  par  w',  w".. . les  valeurs  de  w correspondantes 
dans  la  transformée 


Awm  + etc.  = o , 

ce  qui  donne 

B , , 

— = w+w  -j-w  +etc.; 

nous  aurons  ces  m — 1 valeurs  ' 


doù  ; 

B gP'ipi—  Q_  ' , 1 \ 

“ ~ çy  -+-  ç'» 

( ^ ”*  J » ••  * ft  V . 

Or  les  différences  P' . . . . sont  plus  grandes  que  l’unité  , 
et  d’ailleurs  Q'  croît  à mesure  qu’on  approche  de  x : ainsi  le 

dernier  terme  de  la  valeur  de  w , savoir  Qj  4-  ^ tend 


- ' P'  1 

Q'r-^Qr^w''~i~’  Jÿ  ,sk 


476  *ÉLÉMENS 

à devenir  négligeable , et  il  peut  en  effet  être  négligé , lors- 
qu’on a déjà  poussé  l’approximation  assez  loin.  Ensoite  qu’à 
cette  époque  , 

P'(m  — 1)  B 



Pour  l’exemple  ci-dessus , on  a 


P 373  Q i3oi 

p'  ~~  207  ’ (y  722-  * 


et  en  passant  de  la  cinquième  transformée  en  v à la  sixième 
en  w,  on  a 

B 1216  4*4  , ,a,6 1730378 

A uo5q  e W 722  2o5g  1486598' 

La  dernière  fraction  donne  l’entier  1 , et  si  on  la  réduit 
en  fraction  continue  , on  trouve  cette  série  de  quotiens 
1, 6,  io,5  qui  sont  les  entiers  des  racines  des  transformées 
suivantes  , qui  répondent  à celles  qu’on  considère.  Voyez  la 
Théorie  des  Nombres  de  jjd.  Legendre , et  la  Résolution  nu- 
mérique de  AT.  Lagrange. 
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Moyen  abrégé  d’obtenir  un  nombre  plus  petit  que  la 
plus  petite  différence  entre  les * racines  d’une 
équation. 

4*6-  Le  moyen  le  plus  direct  d’obtenir  une  limite  plus  petite 
que  la  plus  petite  différence  entre  les  racines,  est  de  calculer 
comme  nous  l’avons  vu  (3g6),  l’équation  même  dont  les  ra- 
cines seraient  les  différences  entre  celles  de  l’équation  don- 
née , et  de  déterminer  ensuite  par  les  méthodes  connues  , la 
limite  de  la  plus  petite  racine  de  cette  équation  ; mais  pour 
peu  que  le  degré  de  cette  équation  soit  élevé  , celui  de  lequa- 
tion  des  différences  monte  si  haut  , qu’on  est  effrayé  de  la 
longueur  du  calcul  nécessaire  pour  en  trouver  tous  les  termes. 
M.  Lagrange  ajoute  : u Comme  cet  inconvénient  pourrait 
» rendre  la  méthode  générale  impraticable  , je  me  suis  long- 
” temps  occupé  des  moyens  de  l’affranchir  de  la  recherche 
* de  l’équation  des  différences  , et  j’ai  reconnu  en  effet  que  , 
n sans  calculer  en  entier  cette  équation , on  pouvait  néan- 
» moins  trouver  une  limite  moindre  que  la  plus  petite  de  se* 
n racines.  >•  Nous  ferons  connaître  cette  méthode  sur  un  exem- 
ple , et  nous  prendrons  à cet  effet  l’équation 

♦ « ^ ' 

x3— 7x-h7=  °=X; 

Nous  avons  trouvé  pour  l’équation  aux  différences  des  racines 
Y -\-Zz i-f*  t/a*  — o 

en  posant  - * 

JK=3x* — 7 , Z = 3ar , *U  — i. 


Digitized  by  Google 


r* 


478  hÊMENS 

Faisons  maintenant  z ce  qui  change  l’équation  en  s 

dans  celle-ci  : 

1 . r+7 + ■?  — •' 

laquelle  devient  en  multipliant  par  ï et  divisant  par  Y, 

+ -y  i 4-  ÿ = o » 

« 

mais  L étant  un  «ombre  plus  grand  que  la  plus  grande  des 

racines  i de  cette  équation  , ~ sera  la  limite  cherchée  ; or 

comme  le  plus  grand  coefficient  des  termes  négatifs  d’une 
équation  , pris  positivement,  et  augmenté  de  l’unité  , est  plus 
grand  que  la  plus '"grande  dés  racines  positives  de  cette  équa- 
tion (578),  il  n’y  aura  qu’à  chercher  la  plus  grande  valeur  néga- 
tive*qui  résultera  de  la  substitution  des  racines  de  la  proposée 

X=o,  à la  place  de  x dans  les  coefliciens  -p,  -p.de  l’équa- 
tion en  i,  et  même  un  nombre  plus  grand , le  prendre  posi- 
tivement et  l’augmenter  de  1 unité  j ce  sera  L. 

Si  les  coelficiens  y , .y,  ne  contenaient  que  des  puissance. 

de  x sans  dénominateur , ort  pourrait  résoudre  la  question 
en  substituant  à la  place  de  x dans  les  termes  positifs , une 

limite  plus  petite  que  la  plus  petite  des  valeurs  positives  de  x, 

et  dans  les  termes  négatifs  une  limite  plus  grande  que  la 
plus  grande  de  ces  valeurs  ; car  il  est  visible  qu  on  aurait 
ainsi  des  quantités  négatives  plus  grandes  que  les  valeurs 
négatives  que  pourrait  recevoir  chaque  coefficient  paT  la  subs- 
titution de  chacune  des  racines  positives  de  la  proposée  en  x. 
Pour  avoir  égards  aux  racines  négatives  de  la  même  équation  , il 
n’vaurait  qu’à  changer  dansles  expressions  des  mêmes  coefliciens, 
x en  _ x , et  substituer  dans  les  termes  positifs  une  valeur  de 
x plus  petite  que  la  plus  petite  racine  négative  prise  posi- 
tivement * et  dans  les  termes  négatifs  , une  racine  de  xplus 
grande  que  la  plus  grande  de  ces  racines.  La  plus  grande 
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des  quantités  négatives  trouvées  de  cette  manière  pourrait,  sans 
scrupule  , être  employée  pour  la  limite  cherchée  L. 

Toute  la  difficulté  vient  donc  du  dénominateur  Y,  qui  con- 
tient aussi  l'inconnue  x ; mais  si  l’on  prend  un  polynôme  tel  que 
£ = x*+  ax  -f-  b 

dans  lequel  a et  b soient  des  cnefficiens  arbitraires,  et  qu’on  le 
multiplie  par  le  polynôme  Y ou  par  3x“ — 7,  on  aura  le  produit 
^K=3x+-J-3ox3  + (5i  — 7)  x* — 7 ax — 76, 
mais  l’équalîbn  X=  o , donne 

x3  — ’jx — 7,  d’où  x<=7x*  — 7X  : 
faisant  cette  substitution  dans  %Y , il  viendra 

£T  = — ai)x — 21a — 7 b. 

On  posera  donc 

5ù-f  »4  = o,  i4a— 21  = 0;  — 21a — 7 b = K, 
d’où  . . 

conséquemment  le  polynôme 

Z=x>+-x-r 

et  de  là,  en  multipliât  par  Z =3x,.  et  substituant  pour  x5 
sa  valeur  , on  obtient 

çZ  = -x*-f-  7X — 21. 

• * a /' 

De  sorte  que  l’équation  en  i devient , après  avoir  remplacé 

K. 

Y par  sa  valeur  . * 

. ' Z?  . ? 1 

où  les  coefficiens 

Z£  syx^+^ax — 136 
~K~  7 . • -v 

£ 6xs  -f-  9X  — 

’ • Z ~ "7  . . 

s’ont  plus  qu’un  nombre  en  dénominateur. 
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Cherchons  par  la  méthode  de  Newton  (383)  les  limites  supé- 
rieures et  inférieures  des  racines  positives  et  négatives  de  la  pro- 
posée ; la  transformée  en  l -f-  z , est  , 

X + Yz.+  Zi'  + a3 , 

en  posant 


X=P  — 7I  + 7,  Y=  3^—7,  Z=Gl. 

la  valeur  de  l qui  rend  ces  coefficiens  positifs  , est  2 , limite 
supérieure  des  racines  positives.  Si  l’on  change  x ep  — x , et  en 
meme  temps  les  signes,  s’il  est  nécessaire,  comme  dans  cet 
exemple , afin,  que  le  terme  de  plus  hante  puissance  soit  po- 
sitif, on  trouve 

X=P  — 7/—  7,  Y =31' — '7  , Z = 31: 
l =4  tend  ces  coefïicien*  positifs  : en  nombre  fractionnaire  , 

on  pourra  prendre  ^ , qui  sera  une  limite  plus  grande  que 
le3  racines  négatives  prises  positivement.  Pour  avoir  les  limites 
inférieures , on  changera  pour  les  racines  positives  1 tu- 


dans  la  proposée  , et  l’ayant  multipliée  par  x ’ et  divisée 
par  7 , on  aura  celle-ci  : 

x*  — x*  + - = cP. 

T 7 ' 

dont  la  transformée  en  l- 4- s donne 

, < ! * * 
X=P  — P+-,  F = 3P  — 2/,  Z = 31—  1, 

7 

> ...  , 'r  3 4 

coefficiens  qui  deviennent  positifs  par  / = -;  ainsi  ^ sera  la 

4 ^ 

limite  inférieure  des  raqjnes  positives.  Pour  «btenir  la  limite 
inférieure  des  racines  négatives , on  Changera  dans  la  trans- 
formée en  -,  x en— x , puis  les  signes  de  l’équation , ce  qui 
donnera  • ' ■» 


x^+x*—  ^ = ° ; 


coefficient 
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équation  pour  .laquelle  on  a par  le  changement  de  x en 

* +/, 

X=P+P—  -,  Y=3l*+*l,  Z=3/-f-  1 i 
7 

coefiiciens  qui  deviennent  positifs  par  l — ^ , ensorte  que  3 

sera  la  limite  inférieure  des  racines  négatives  prises  positi- 
vement. 

On  a donc  trouvé  pour  les  limites  des  racines  positives 
p et  a , et  pour  celles  des  racines  négatives  prises  positivement 

O 


3 et 


3i 

10* 


On  substituera  donc  d’abord  ~ pour  x dans  les  termes  po- 
sitifs , et  a dans  les  termes  négatifs  des  deux  coefiiciens 

37.r'-f-4ax — 136  6x*-f-.qx  — a8 

_ , ~ » 

7 7 

1 6 

et  l’on  trouvera  les  résultats , . Puis  après  avoir 

731 

changé  x en  — x , ce  qui  donne 

ajx* — iflx — 126  6x*  — gx — 28 

7 ’ 7 ' 

3i 

on  écrira  3 pour  x dans  les  termes  positifs  , et  — dans  les  né- 
gatifs, et  on  aura  les  résultats  — Puisque  — est 
le  plus  grand  des  résultats  négatifs  ainsi  obtenus , on  posera 
r 33  jj  . 1 7 

L — h 1 , d ou  — = — 

7 ^39 

pour  la  limite  moindre  que  la  plus  petite  des  différences  entra 
les  racines  de  la  proposée. 

On  a trouvé  par  l'équation  même  des  différences,  | ;j 

3a 
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d’où  l’on  voit  que  la  méthode  précédente  donne , à la  vérité 
une  limite  pn  peu  plus  petite  , mais  que  la  différence  est  peu 
considérable.  Au  reste,  ajoute  M.  Lagrange , quoique  pour  une 
équation  du  troisième  degré,  il  n’y  ait  rien  à gagner  par  cette 
méthode  sur  la  longueur  du  calcul , il  n’en  sera  pas  de  même 
pour  les  équations  des  degrés  supérieurs  ; car  le  nombre  des 
Opérations  qu’nlle  exige,  n’augmente  que  comme  le  degré  de 
l’équation,  au  lieu  que  celui  des  opérations  nécessaires  pour 
calculer  l'équation  des  différences  , augmente  comme  le  carré 
4e  ce  degré. 
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CHAPITRE  XpuiL 

4 • » 

De  quelques  expediens  auxquels  on  peut  recourir 
dans  la  recherche  des  racines  réelles , entières  et  * 
incommensurables  des  équations  numériques. 


417.J-JA  méthode  suivante  due  à Newton,  mérite  d’être 
connue , et  peut , dans  plusieurs  cas,  être  employée  avec  avan- 
tage pour  obtenir  les  racines  entières. 

Soit  toujours  l’équation 


xm  + Axm~'  -f-  _i_  jr. 0 

qu’on  suppose  exactement  divisible  par  le  facteur  x ±a  1 
auquel  cas  — a,  ou  -+•  a est  une  racine  : on  aura  Jonc 

xm+Ax"~'+. . . .-\~V =(x±a)  ..  .7* J • 

or , si  l’on  suppose  dans  les  deux  membres  de  l'identité  ci- 
dessus  , 

X=  1 , x = 0,  X—  — 1 ( 

les  résultats  numériques  de  ces  substitutions  dans  le  premier 
membre , seront  divisibles  par  1 ±a,  ± a et  — 1 dt  a,  nombres 
qui  forment  une  progression  arithmétique  dont  la  différence  est 
l’unité. 


D’où  suit  cette  règle  pour  trouver  les  racines  entières- 
d une  équation  : Ecrivez  dans  la  proposée , pour  x les 
nombres  1 , o et—  1 ; cherchez  tous  les  diviseurs  des  résul- 
tats, que  vous  écrirez  sur  trois  lignes  l'ujie  au-dessous  de 
l autre  t si  de  la  première jà  la  dernière  ligne , on  trouve  trois 
nombres  en  progression  arithmétique , le  nombre  intermédiaire t 


I 
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ou  celui  qui  se  trouve  parmi  les  diviseurs  de  V,  doit  être  essayé 
en  -)-  et  en  — comme  racine  de  la  proposée. 

4>8.  Si  l’on  ne  trouve  aucune  progression  entre  les  diviseurs 
des  trois  lignes  , on  sera  certain  que  la  proposée  n’admet 
aucune  racine  commensurable.  Mais  de  ce  qu’on  trouve  une 
ou  plusieurs  progressions  de  cette  espèce , on  ne  doit  pas 
conclure  que  la  proposée  admette  une  telle  racine  : c'est  ce 
qui  motive  cette  restriction  de  Newton  ; il  faut  essayer  chaque 
nombre  intermédiaire , ou  le  diviseur  de  V qui  est  enchâssé 
dans  cette  progression. 

Faisons  une  application  de  la  règle  à l’équation 
a? — 5x* — iSx  -f-  7a  = o : 

les  substitutions  is  i,r=o,  x— — 1 donnent  les  résul- 
tats 5o  , 73  et.  84  : à côté  de  ces  nombres , je  dispose  hori- 
zontalement leurs  diviseurs,  ainsi  qu’on  le  voit  dans  le  tableau 
ci-joint  : 


5o 

i,  2,  5,  10,  a5,  5o 

73 

t,  a,  3,  4,  6,  8,  9,12,18,24,36,72 

84 

• , 3j  .3,  4,  6,  7,  13,  14,  21  , 28,  42 , 84 

Je  trouve  parmi  les  diviseurs  , les  progressions  1,2  et  3 ; 
5 , 4 et  3 ; 5 , 6 et  7,  dans  lesquelles  les  termes  moyens 
+ 3 , — 4 et  + 6 satisfont  à la  proposée. 

4ig-  Souvent  on  obtient  plus  de  progressions  arithmé- 
tiques que  l’équation  n’a  de  racines  : afin  de  réduire  les 
épreuves  au  plus  petit  nombre  possible,  on  fera , par  exemple, 
x = 2.  Par  cette  nouvelle  supposition  , le  diviseur  de  l’équa- 
tion devient  a ±:  a , qui  , étant  en  progression  arithmétique 
avec  les  précédens , avertit  que  parmi  les  progressions  déjà 
trouvées , il  ne  fauf  admettre  que  celles  qui  sont  continuées 
par  les  diviseurs  du  nombre  qu'on  obtient  en  écrivant  a pour 
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■x  dans  la  proposée.  En  procédant  de  cette  manière  , on 
diminuera  successivement  le  nombre  des  progressions.  On 
trouvera  de  plus  amples  détails  sur  ce  point , dans  Y Arith- 
métique universelle  de  Newton. 

420.  Nous  allons  considérer  en  même  temps  les  racines 
commensurables  et  incommensurables  inégales  , rechercher  la 
partie  entière  de  ces  dernières , sans  former  l’équation  aux 
différences  , et  par  le  même  procédé , approcher  de  ces 
racines. 

^ Soit  l’équation  du  cinquième  degré 

x5 — gx* -f-  fa?  -f-  66x* — îax—  gg  =s  o =y  , 
les  substitutions  pour  x 

— 2,  — »,  o,  1,  a,  3 etc. 
donneront  ces  résultats 

y = — *9,  —35,  — gg,  —4g,  +61,  -f8tetc. 

Diff.  i*r'*... — 16,  — 64,  -f-5o,  +110,  4-  30 

a*”" —48,  +n4,  +60,  -go 

3*“** ..+1G2,  —54,  — i5o 

* 4'm" -216,  -gG 

5'““ -f-120. 

En  retranchant  un  résultat  y du  suivant , on  a la  différence 
i,r#  placée  au-dessous  et  entre  les  deux. 

En  retranchant  une  différence  première  de  la  suivante , 0» 
obtient  la  différence  seconde  placée  au-dessous  et  entre  les 
deux. 

On  opère  de  la  même  manière  sur  deux  différences  secondes 
consécutives  , pour  avoir  la  différence  troisième  inférieure  et 
intermédiaire  , et  ainsi  de  suite. 

On  arrive  toujours  à une  ligne  de  différences  constantes , 
ou  dont  les  différences  sont  nulles.  Ces  différences  constantes 
sont  »ao  pour  toute  équation  du  cinquième  degré,  et,  en 
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général , la  différence  constante  est  égale  au  produit  de  la 
suite  des  nombres  depuis  1 jusqu'au  nombre  qui  marque  le 
degré  de  l’équation  (i5a  , note). 

L’équation  étant 

500.C5  — 4885.x3 4-  4oax*+  ai35x+  373  = o—y 
aux  valeurs  de  x, 

—a,  —1,  o„  1,  a,  3 

correspondent  ces  résultats  pour  y , 

+30790,  +3oa4,  +^7»,  — 1476»  — i683o,  o * 

et  ces  différences 

i,r*‘  . . — 17766,  ' — a65a,  — 1848,  — 15354,  +i683o 

3'm*‘ +i5n4,  +804,  — i35o  6,  +3ai84 

3"”C! — j43io,  —14310,  +45690 

4tmt‘ .0,  1 +60000 

5*“*’ +60000. 

La  différence  cinquième  constante  , est  égale  à iao,  diffé- 
rence constante  pour  toute  équation  du  cinquième  degré  dont 
la  plus  haute  puissance  a pour  coefficient  l’unité , multig^é 
par  5oo  , qui , dans  cet  exemple  , est  facteur  de  x5. 

Au  moyen  de  ces  différences,  il  devient  facile  de  con- 
tinuer la  série  des  résultats  dus  aux  substitutions  en  pro- 
gression arithmétique , faites  pour  x , et  de  la  prolonger  au- 
dessus  et  au-dessous  du  zéro,  jusqu'aux  limites  des  racines 
positives  et  négatives. 

Dans  le  premier  exemple  , lao — g6  = + s4  , dilfér.  4*; 
+ 34—-  i5o= — lafidiff.  3e"1*;  — ia6 — 90  = — ai  6 diif.  a*j 
— 316+30= — 196  diff.  1*“ j — 196+81= — u5qui  est 
le  résultat  provenant  de  la  substitution  x=+4  dans  la  pro — 
posée.  On  pourrait,  de  la  même  manière , prolonger  les  ré- 
sultats au-dessous  de  — a. 

Mais  on  observera  que  la  différence  entre  les  substitutions  cor- 
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respondantes  aux  résultats  ainsi  obtenus,  étant  nécessairement 
l’unité,  deux  de  ces  substitutions  successives  qui  donnent  des  ré- 
sultats de  signes  contraires , peuvent  intercepter  des  racines  en 
nombre  impair,  et  qu’aussi  deux  substitutions  qui  donnent 
des  résultats  de  même  signe , peuvent  comprendre  des  racines  , 
mais  en  nombre  pair  ( chap.a83  ) , ensorte  qu’il  y a incerti  i 
tude  sur  l’existence,  sur  le  nombre  et  sur  le  lieu  des  racines , 
même  lorsqu’on  sait  d’avance  qu’elles  sont  toutes  réelles  , à 
moins  cependant  qu’elles  ne  soient  commensurables. 

Revenons  au  premier  exemple  : en  continuant  vers  la  gauche 
les  séries  des  différences,  on  aurait  des  résultats  y qui  devien- 
draient de  plus  en'  plus  grands  négativement  -,  car  la  cin* 
quième  différence  accroîtrait  la  «valeur  négative  delà  qua- 
trième -,  celle-ci  augmenterait  positivement  la  troisième  , qui 
augmenterait  négativement  la  seconde  , d’où  résulterait  une 
plus  grande  différence  première  positive,  et  enfin  une  plus 
grande  valeur  négative  de  y.  Vers  la  droite,  on  ajoutera  la 
différence  cinquième  à la  quatrième,  la  somme  à la  troisième, 
et  ainsi  de  suite  jusqu’à  y,  et  poura:=4-4,  on  trouvera 
y — — n 5.  Si  on  continue  cette  opération,  on  rencontrera 
yz=  — 379  et  ^=-f-  1981  pour  x=  -f  7 et  x:=8,et,  à 
partir  de  cette  époque  , on  ne  doit  plus  obtenir  que  des  ré- 
sultats positifs  ; car,  à la  longue,  la  différence  constante  po- 
sitive , doit  rendre  telles  toutes  les  autres,  ainsi  que  les  valeurs 
de^r. 'De  fbut  ce  qui  précède , on  conclura  l’existence  d’un 
nombre  impair  de  racines  entre  -f-  1 et  -f-  2 , entre  -}- o et  +4 , 
entre  -f-  7 et  — {—  8. 

Si  l’on  observe  la  marche  des  résultats  ou  des  ordonnées  né- 
gatives —4g,  —99,  —35,  —19  ,—54g  , etc.,  on  verra  que 
la  courbe  tracée  par  leurs  extrémités  , se  rapproche  de  l’axe 
vers  l’ordonnée  — 19  moindre  que  celle  qui  la  précède  et 
que  celle  qui  la  suit  , pour  s’en  éloigner  ensuite,  ce  qui 
peut  faire  soupçonner  l’existence  de  deux  intersections , 
ou  d’un  attouchement  entre  les  ordonnées — 19  et  — 35. 
Il  peut  aussi  ne  pas  exister  d’intersection  entre  ces  deux 
ordonnées.  Il  est  donc  assez  naturel  d’essayer  une  va- 
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leur  de  x entre  — 1 et-r-a,  par  exemple, , et  on  trou- 


yera  + é.  pour  résultat  correspondant  : il  y a donc  une  ra- 


3a 


cine  entre  — i et-* , et  une  autre  entre ; — - et — a.  Ainsi 

a a 


nous  ayons  les  limites  des  cinq  racines  , et  il  ne  reste  plus 
qu’à  en  trouver  des  valeurs  plus  approchées,  ce  que  nous 
ferons  plus  loin  d’après  Jes  mêmes  principes. 

Dans  le  second  exemple  , les  substitutions  o et  i intercep- 
tent au  moins  une  racine;  le  nombre  3 satisfait,  et  d’après  la 
marche  des  dernières  différences  à droite  , dans  chaque  ligne  , 
il  ne  faut  pas  chercher  de  Racines  au-dessus  de  3.  Continuant, 
comme  nous  l’avons  dit,  les  lignes  des  différences  et  des  ré- 
sultatsversla  gauche, on  trouvera  les"  résultats  -4-7980,  — 201096 
correspondans  à x=— 3 et  x=—  4 , puis  les  résultats  sui— 
vans  seront  continuellement  négatifs,  ainsi  qu’on  pourra  le 
juger  à la  seule  inspection  des  dernières  différences  succes- 
sives à gauche.  Si  à l’effet  de  diviser  l’intervalle  constant 
entre  les  substitutions  —a  , — 1,0,  1 , etc.,  on  fait  iox=y, 
çe  qui  donnera  la  transformée 


y5— 977 y3+8°4y*  4-  4a7°°y + 744°° =° 


et  qu’on  opère  encore  par  les  différences  , on  aura  pour  y =e 

• .0 

1—5,  —4,  —3,  —a,  — i,  o,  1 , 3,  3,  4,  5,  6,  7,  8 
ces  résultats, 


10 


donc  y = 8 et  x—  0,8;  y—  — 3 et  x=^o,3  ; y~  — 5 et 
çç— — 0,5,  et  enfin  x=  3.  Comme  la  proposée  manque  de 
eecond  terme  , la  somme  des  cinq  racines  prises  en  signes 

3i 

contraires  , est  nulle , ce  qui  donne , pour  la  cinquième 


racine ^ et,  en  effet,  on  sait  çléjà  qu’elle  tombe  entre—' 3 

« TT  4,  ' 
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Nous  traiterons  encore  deux  équations  dont  les  racines  sont 
en  partie  réelles  et  en  partie  imaginaires. 

Soit  d'abord  l’équation 

— 7X* — 4x3+x1  — 17x4-39  —o 

les  substitutions  • 

— a,  — i , o,  1 , * a etc. 

» 

pour  x , donneront  ces  résultats 

— 13,  4-44»  +39>  +3»  — >45. 

Diff.  ier". 4-57,  — 15,  —27,  -*-147 

a'”'* — 72,  — 12,  — ino 

3,me‘ 4-So,  —108 

4*"’'* — 1G8. 

II  ne  peut  y avoir  de  racines  réelles  au  - delà  des  limites 
4-2  et  — a , ce  qui  résulte  de  la  marche  des  différences. 
L’une  des  racines  est  égale  à 1 4-s  > l’autre  à — 1 — z. 

Faisons  x~  14-*»  et  nous  aurons  la  transformée 

— 7z(— 3ax' — 53ea — 55z.4-3==:0  : 

comme  z doit  être  fort  au-dessous  d’un  dixième,  posons 

iooa  = y,  d’où  z = 

J 100 

l’équation  précédente  deviendra 

—jy*  — 3aooy'’ — 53oocoy5 — 55ooooooy  4-  aoooooooo  » 

et  on  aperçoit  facilement,  sans  employer  les  différences,  que 

les  substitutions  3 et  4 «ont  les  seutes  qui  donnent  des  signes 

contraires. 

Pour  . ' ’ • 

y=3)  f -f-3oi43o35 

y=4>  °n  * l — 28986592. 

Faisant  de  même  x= — 1 — z , la  transformée  sera 

— 7Z4 — 24a3— 29a*  4-  5s  4"  44 — °* 
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Comme  zdoit  être  entre  zéro  et  l’unité,  faisons 


I 


\oz-=zy , d’où 
et  la  précédente  deviendra 


— 7y* — 240 y3  — agooy*  +3pooy  + 440000  = o. 

Qu’on  suppose  y = 

o 1 a 3 4 

et  on  aura  les  résultats 

-f  44oooo,  +43g853,  +43a3G8,  +4i5853,  +388448 
Diff.  t"*' — 147  — 7485,  — i65i5,  — 27405 

a'”’’'’... — 7338,  ■ — 9o3o,  — 10890 

3em** — îGga,  —1860 

4*me‘.... —168. 


La  somme  toujours  croissante  négativement  des  dernières  dif- 
férences à droite , conduira  bientôt  à un  résultat  négatif, 
et  pour 


y=  9 \ 

y=io) 


on  trouvera 


+ 1 iai3 
l3oooo. 


(î 


Vers  la  gauche,  les  résultats  croissent  positivement  ; pour 
y 10,  les  résultats  restent  négatifs;  toutes  les  substitu- 
tions, entre  deux  valeurs  consécutives  de  y ne  peuvent  faire 
découvrir  et  même  soupçonner  lps  deux  autres  racines  qu’il 
faut  regarder  comme  imaginaires. 

A l’égard  de  l’équation 

— Sa^  + ax* — iox3— -7x*  + aix+  i3=o, 

on  trouve  une  racine  entre  + 1 et  + 2 , mais  très-voisine  de 
+ 1 , et  une  autre  racine  = — 1 , et  comme  cette  racine  n’est 
pas  multiple  , et  que  pour  les  substitutions  + o , — a,^on  a 
des  résultats  de  même  signe  , il  faut  conclure  l’existence  d’une 
troisième  racine  entre  o , — 2 , et  on  la  découvre  aisément 
entre®  et  -—1.  Les  deux  autres  racines  sont  imaginaires. 
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4a  1.  Mai9Îl  suffira  de  connaître  les  deux  premiers  termes  de 
chacune  des  lignes  de  différences^  jusqu’à  la  différence  cons- 
tante : soit  l’équation 

o=  a + Ax  + c.ra+*£.r3+ftr4+etc. 

pour  les  substitutions o , î,  a , 3,  4 , etc.  en  place  de  x , on  a 
les  résultats 

A — a 

a + 6 — f-  c —J—  c?  — f—  c — |—  etc. 
a-f-aô  + 4c + i6c  + etc. 
a+3£  + 9c  + ayd-f-  8ie 
etc. 

retranchant  chacune  de  ces  lignes  de  celle  qui  la  suit , on 
trouvera  cette  première  différence  première 

5=^  + c + £*-M+/+g-  + A+/+A, 

Ôtant  chaque  différence  première  de  celle  qui  la  suit,  ©n  aura 
jpette  première  différence  seconde 

2 C= 2 (c  + 3</+ 7*;+ 1 5/+3 1 g + 63  A + 1 27/ + a55A  + etc); 

chaque  différence  seconde  de  la  suivante , la  première  diffé- 
rence troisième  sera 

f * 

60=6  (d+6e+25/' -j-  gog+3oi  A+g66/+3oa5A  +etc.). 
La  première  différence  quatrième  sera 
a4£=a4  (e+  io/+  65g+35oA+ 170U-+7770A  + etc.  ) 

La  première  différence  cinquième 

i2oF=  120  (/+  i5g  + i4oA-f-  io5ot  6g5i  A + etc.  ) 

La  première  différence  sixième 

720(^=720  (g + 2 i/i + 266/+2646A  + etc.) 

La  première  différence  septième 

5o4oII—5o4o  (A + 28/4-462-}- etc.) 

La  première  différence  huitième 

' ' 4°3’ao/'=4o32o(r  + 36A+etc.) 

36â88o/£=36a88o  (A+etc.) 


Cette  table  suffira  pour^  résoudre  les  équations  depuis  la 
premier  jusqu’au  neuvième  degré  inclusivement. 

Pour  le  second  exemple  , on  a 


a=-f-  37a 
i==  + ai35[ 
c=+  402  \ d'oü 
d=— 4885  , 

e — o I 

/=+  5ooJ 


A =a=- f-  372 

B=  — 1848 

aC=  -(-  i35oG 
6D  = 4-  4^690 
2 4E  = + 120000 

' 130^  = + 60000 


Au  moyen  de  ces  différences  qu’on  rencontre  parmi  celle» 
que  nous  avons  obtenues  pour  la  seconde  équation , on  peut 
prolonger  les  lignes  des  différences  et  des  résultats  dans  les 
deux  sens. 

4aa.  Nous  passerons  à l’approximation.  L’équation 
x3 — 2 jc — 5=0 

. ’ ♦ 
traitée  (4oi  et  4°6  ) , a une  racine  entre  a et  3 : faisant 

* < m ' 

x=a  + a ; 

puis  dans  la  transformée 

z3-f-6aa-j-ios — 1 = 0 

icoz  ~y  t on  a 

>y3+6ooy,+  too  oooy — 1000  000  ^ 
on  trouve  pour 

y ® / ces  résultats } 60671 

y=  10  l J -f-61000 

donc  ' ■' 

jf=g,  21  = 0,09,  x=  2,09  ; 

mais  par  la  règle  de  fausse  position  (*) , on  a 


(*)  En  partant  de  l’équation 

. ax  — b — o^  don  x = - , - . ,* . 

- « 0 • 

•i  l’on  fait  les  hypothèses  m — p,  je  = />  + 1 , 01»  aura  les  résultats 


' / 
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50671  , 50671  +,  JJ  , /r„ 

y=9  + tt- r£ =9H ë — = 9i453,d  ou  2=0,09453 

et  jc—  2,0945 , résultat  exact  dans  les  quatre  premières  déci- 
males (4o6)  ; on  pourrait  se  servir  de  cette  valeur  de  x pour 
s’en  procurer  One  beaucoup  plus  approchée.  A la  vérité  on  ne 
sait  rien  sur  le  degré  précis  de  l’approximation  obtenue  de 
cette  manière  : mais  nous  apprendrons  bientôt  à l’apprécier. 
Prenons  en  second  lieu  , l'équatio% 

x3— 7X  + 7=o, 
qui  pour  les  substitutions 

1 o,  x s,  3 « 

donne  les  résultats 

+]3j  +7,  *f-i»  +1,  +i3 

dilF.  ir*‘ — 6,  — 6 o,  + 12, 

a"" o,  +6  +12. 

5m*’ +6  +6, 

Il  est  assez  naturel  de  soupçonner  l’existence  de  deux  racines 
entre  1 et  2 ,.et  comme  elles  ont  même  partie  entière + i , 
on  posera 

x—i+z, 

et  on  aura  la  transformée 

z3  + 3z* — 4z+  1=0, 


ap  — b , ap  -f-  a — 6 : or 

ap  — b ap  — b b 

P ( ap — b)  — ( ap-t-a — b)  ^ — a «’ 

qui  est  la  racine.  Ainsi  pour  avoir  la  racine  x,  il  faut  à la  plus  petit « 
substitution  p , ajouter  le  résultat  correspondant , divisé  par  ce  résultat 
diminué  de  celui  qui  est  dU  à la  substitution  p -f-  i.  Si  a est  négatif, 
la  formule  précédente  devient 

— np  • — b — ap — b b. 

^ ( — ap  — b)  — ( — ap — a — b)  ^ S- a a ’ 

qui  est  la  racine  : c’est  alors  le  cas  ek  la  substitution  p,  toujours 
positive , donne  un  résultat  négatif. 
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laquelle  , dans  l'hypothèse  faite  précédemment , aurait  deux 
racines  z entre  les  substitutions  o et  i qui  donnent  + 1 . Pour 
séparer  ces  deux  valeurs  de  z,  -ou  pour  qu’elles  ne  soient  plus 
toutes  deux  comprises  entre  les  deux  memes  nombres , nous 
ferons  f 

ioz=y  , d’où  z= 

J ’ 10 


et  nous  aurons 

y5-}-  3oyV—  i sa  o 
et  aux  hypothèses 

_y  = e te.  o,  i,  a,  3,  4 


coitespondent  ces  résultats  ’ 

-l-iooo,  +G3i  +3a8,  -+97,  — 5S 
— 36  g,  — 3o3,  — a3i 
+66,  +73 

+6. 


On  conclut  de  cette  ligne  de  résultats  , prolongée  par  les  dif- 
férences, deux  valeurs  de  _y,- l’une  entre  3 et  4,  l’autre  entra 
6 et  7 j conséquemment 


. 3 6 

z ~>  — , z > — 
io’  ÎO 


et 


mais  si  pour  avoir  une  valeur  plus  approchée  de  y — 3, 
on  emploie , comme  ci-dessus , la  correction  donnée  par  la 
règle  de  fausse  position , on  trouvera 


^=3  + 753=3’Setc’ 

et  z = o,36  etc. , d’où  ar=i,3ff. 

L’autre  valeur  de  y , corrigée  d’après  la  même  règle,  sera 

y = 6 124.^6,88 

J 1 iy  N 

d’où 

, * = 0,68  et  a;=i,68. 


/ 
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b’alsèsre, 

Or  la  plus  petite  valeur  de  x obtenue  (406)  , savoir , 


x = x + 


i + 


arrêté  au  quotient  4 > est 


4 etc. 


xxx  ^-2  = i,35  etc. , 
i4 

résultat  trop  grand  ; ensorte  que  x=  i,36  est  une  valeur 
très-approchée.  L’autre  racine  x,  poussée  seulement  jusqu’au 
quotient  a,  c’est-à-dire, 

x = î -) — 


i + 


donne 


a + etc. 


x=  i + |=  x,66. 

't  • « * 

On  voit  donc  que  la  racine  i,68  est  beaucoup  trop  forte  , 
même  dans  le  chiffre  des  dixièmes  (4°6  ) » et  il  sera  facile  de 
la  corriger. 

4 Reprenons  l’équation 


3x5  + 2x* lOX3—  JXx  + 21  x+  i3=o , 

pour  laquelle  nous  avons  trouvé  une  racine  x = — i . Après 
la  division  par  x + î , on  a cette  équation  du  quatrième 
degré 

— 3+  + ôx3 — i5x3+  8x  + i3  = o. 

On  trouve  une  racine  négative  entre  o et  — i , substitutions 
auxquelles  correspondent  + i3  et  — 18,  et  une  racine  po- 
sitive entre  + i et  +3  qui  donnent  + 8 et  — 9.  Occu- 
pons-nous d’abord  de  la  première  racine.  Multipliant  l’équa- 
tion ci-dessus  par  1000,  et  faisant  îox  =y  , on  aura  la 
transformée  « 

— 3+  + 5oys  — 1 5o  oy1  + Soooy  + j3ooqo  = o. 

On  trouya  par  les  différences,  une  racine  entre  les  nombres 


4^6  É L É M E K S 

6 et  — 7 qui  donnent  + i3a64  et  — a3_q33,  et  pàr  fi 

i3aG4 


règle  de  fausse  position  , y = — 6 — Sjïcÿj  — — 6,3566 , 

d’où  ,r  = 0,63566,  résultat  exact  dans  les  trois  premières 

décimales.  "Venons  à la  racine  positive  entre  î et  a et  très- 
Yoisine  de  1 : on  posera  r = i+î,eton  aura  la  transformé# 

— 5 z* — jz3 — i8za — igs  + 8=*c. 

Multipliant  par  ioooo  et  faisant  ioz  = v,  on  aura 
_3y4 — i8coy“ — î qoooy  + 8cooo  ~ o , 

qui  donnent  une  racine  entre  -f-  3 et  +4,  nombres  auxquels 
correspondent  + 4^7  » — 3cq48.  Ou  aura  donc  , d’après  la 
règle , 

v—34-^^=3,i345,  d’où  x=i,3i345. 

J 04715 

Pour  mieux  fixer  les  idées  sur  l’approximation  donnée  pat 
la  règle  de  fausse  position  , nous  en  ferons  encore  une  appli- 
cation à l’équation 

1 6x5  — aox3  + 5x  — 0,07845  90957  27845  = o , 

traitée  par  M.  Legendre  ( Trigonom.)  , et  dqnt  il  a trouvé 
l’une  des  racines  = 0,01570  73173  118207. 

Les  substitutions 

x — o l , f-  0,07845  90957  27845 
a;=i  } donneDt  i +0,92154  0904a  72i55; 

d’où  l’on  conclurait,  d’après  la  règle  de  fausse  position , 

— 0,07845  90957  27845 
x 0 ! 1 ,00000  00000  00000  ’ 

valeur  de  a:  qui  s’éloigne  fort  de  la  vérité.  Les  résultats  dus 
aux  suppositions  * = o , x = 1 montrant  que  la  racine  x est 
beaucoup  plus  vuisine  de  zéro  que  de  1 unité , on  fera 
ioox  = z,  et  on  trouvera  la  transformée 

— ao  (ioo)az3+  5(100)^—7845  90957,27845  = o. 

Les 
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Les  substitutions 


d’où 


| donnent  | 


— a?47  90941,37845 
+ 21 38  09654,73155 


» 


■ — 3847  90941,37845  . r , 

498b'  00496,00000  ’ ' 

Z _ 

et  * x — = 0,01071  , 

100  . 

résultat  qui  diffère  dans  la  cinquième  décimale.  Pour  appro- 
cher davantage  , il  est  naturel  de  supposer  looox  — z é 
hypothèse  qui  donne  la  transformée 


16a5  — ao  ( 1 ooo)az3  -f-  5 (iooo)4a  — 7845  90957  37845  = o.; 

Pour  , - 

z =ss  i5  î f — 35a  65883  77845 
z = 16  J °“  3 1 + i45  90010  49371  , 

d’où 

z = 1 

et  x ■=  — Z - — o,  01 570735 , 

1000  ' ' 

résultat  qui  diffère  dans  la  huitième  décimale.  Pour  appro- 
cher davantage,  on  supposera  de  nouveau  ioooox=z,o 
on  trouvera  la  transformée 


l , — 35a  65883  77845 
5 + _ 498  55894  37316 


15,70735 


i6z5 — ac(ioooo)Ja3-f-  5 (10000)4* — 7845  90957  37845  00000. 

Pour  trouver  les  substitutions  propres  à donner  des  résultats 
de  différens  signes,  il  ne  faut  que  comparer  le  terme  5 (ioooo)*z 
avec  le  terme  tout  connu , et  d’ailleurs  il  est  clairque  ces  substi- 
tutions ne  peuvent  être  que  les  nombres  157  et  i58,dont!e 
premier  est  composé  des  trois  premiers  chiffres  à gauche  de  la 
virgule  , dans  la  dernière  approximation , ce  qui  résulte  de  la 
composition  même  de  la  valeur  de  z : 

z — 157  ) f — 3 64783  a56c6  19088 

a = 1 58  / donnent  i + 46  3035 7 86683  76288  ; 

3a 
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de  là  on  conclut 

— 3 64783  25606  19088  . 

2 = l57  + _4q  85i31 -.3289  9s p = >57.o73i74 î 

donc  ; 

x=  — - — = 0.01 57073174  , 

10000  ' ' 


racine  qui  ne  diffère  pas  de  celle  assignée  par*M . Legendre, 
d’une  unité  du  dixième  ordre.  Les  décimales  communes  à deux 
approximations  successives  sont  nécessairement  exactes,  et 
c’est  ainsi  qu’on  peut  juger  du  degré  actuel  de  l’approxima- 
tion : ainsi  la  dernière  valeur  obtenue  pour  x et  la  valeur  ap- 
prochée qu’on  trouverait  par  un  nouveau  calcul , ayant  les  neuf 
premières  décimales  communes  , on  serait  assuré  de  l’exac- 
titude de  la  racine  dans  ces  décimales. 


Nous  laissons  aux  lecteurs  à apprécier  ces  ressources  , et 
nous  renverrons  ceux  qui  désireraient  d’autres  détails , au 
chapitre  XV  de  la  Trigonométrie  de  Cagnâli , ayant  pour 
titre  : De  la  résolution  numérique  de  toutes  sortes  déquations , 
et  à l’ouvrage  de  Kramp , intitulé  : Elémens  d’ Arithmétique 
universelle. 
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CHAPITRE  XXXIV. 

* * 

Réglé  des  signes , ou  règle  de  Descartes. 

*• 

Une  équation  de  degré  quelconque  ne  peut  avoir  plus 
de  racines' positives  que  de  'variations  de  signes  , ni  plus  de 
racines  négatives  que  de  permanences  ou  de  répétitions  suivies 
du-  même  signe. 

La  proposition  sera  prouvée  si  la  multiplication  du  premier 
membre  par  un  facteur  f-\-a  correspondant  à une  racine 
négative  , n’introduit  pas  dans  le  produit  une  variation  de 
plus  , et  si  la  multiplication  par  le  facteur  x — a correspondant 
à une  racine  positive  , ne  donne  pas  une  permanence  de  plus , 
parce  que  le  produit  contenant  un  terme  de  plus  que  le  mul- 
tiplicande , il  s’y  trouvera , dans  le  premier  cas , au  moins 
une  permanence  de  plus , et  dans  le  second  , au  moins  uns 
variation  de  plus. 

Soit  l’équation  proposée 

xm+Axm-'+Bxm-*+ -\~Tx-\-V—ox 

le  produit  par  x-f-a  sera 

xm+'  + A\xm  -f-fijx’"-* + 7’jxa-f-  V x 

-+-  a I Aa\  -f-  «Sa|  -f-7’a  -f-/ra=o4 

Le  coefficient  de  chacun  des  termes  de  ce  produit,  est  égal 
à celui  du  terme  de  même  rang  dans  la  proposée  , augmenté 
du  coefficient  du  terme  précédent,  multiplié  para.  D'après 
cette  loi  de  formation  , on  voit  que  , pour  obtenir  le»signesdes 
termes  du  produit  par  x+a  , il  suffit  d’écrire  la  sérit  des 
signes  du  multiplicande  , et  au-dessous  la  même  suite,  en 
ne  commençant  qu’à  la  seconde  place.  Pour  le  facteur  x — a, 


* 


* 
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4a  première  ligne  du  produit  est  encore  la  série  des  signes  du 
multiplicande  , et  dans  la  ligne  inférieure  , ces  mêmes  signe» 
sont  changés  et  reculés  d’une  place  vers  la  droite. 

Soit  donc  la  série  des  signes  du  multiplicande 

ri — I — I ri* 1 1 h ri — h 

celle  du  produit  par  le  facteur  x-f-a,  sera 

ri- ri- ri-—  + + — + h ri- ri* 

ri-ri-ri h 1 1 ^4- + + 

•-J-*  — i i i — — i-  i i i — i — f—  ^ 

, * ’ . . S 

sii  la  lettre  i indique  l’indétermination  du  signe  du  résultat , 
lorsqu'on  fait  abstraction  de  toute  valeur  numérique  des 
coefficiens.  Tant  qu'il  y aura  permanence  de  signes  dans  le 
multiplicande , à partir  du  premier  terme , il  y aura  aussi 
permanence  de  signes  dans  le  produit  ; mais  lorsque  la  per- 
manence cessera  au  multiplicande  , le  signe  correspondant  du 
produit  deviendra  indéterminé,  et  l’indétermination  continuera 
jusqu’à  ce  que  la  permanence  se  rétablisse  dans  le  multipli- 
cande , auquel  cas  le  signe  du  produit  deviendra  déterminé  , 
et  ainsi  de  suite.  Le  nombre  des  signes  indéterminés  du  pro- 
duit , sera  donc  le  même  que  celui  des  variations  de  signes 
du  multiplicande.  Il  suffit  donc  de  faire  voir  que  les  signes 
indéterminés  ne  peuvent , dans  aucun  cas,  introduire  au  pro- 
duit plus  de  variations  qu’il  ne  s’en  trouve  au  multiplicande. 
IJn  seul  signe  indéterminé  ne  peut  être  compris  qu’entre  des 
signes  dissemblables  , ou (-  : si , pour  eette  indéter- 

mination, on  prend  le  signe  -fr>  il  y aura,  dans  le  premier 
cas , permanence  de  -4-  à -f*  et  variation  de  -f-  & — ; si  or» 
remplace  le  signe  indéterminé  par  — , il  y aura  variation 
de  -f  à — , et  permanence  de  — à — ; il  en  sera  de  même 
en  supposant  -f-  puis  — entre  les  deux  signes  — et  -f*  J ainsi 
un  signe  indéterminé  compris  entre  deux  signes  déterminés  , 
ne  peut  donner  qu’une  variation.  Un  nombre  impair  de 
signes  indéterminés  consécutifs , se  trouve  compris  entré 
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deux  signes  dissemblables , et  un  nombre  pair  de  ces  signes 
successifs  est  intercepté  entre  deux  signes  semblables  : dans 
l’un  et  l’autre  cas , le  plus  grand  nombre  de  variations  qu’on 
pourrait  introduire , en  supposant  des  signes  au  lieu  de  ce» 
indéterminations  , serait  au  plus  égal  au  nombre  des  variations 
qu’on  trouve  dans  le  multiplicande.  Donc  , comme  il  y a au 
produit  un  signe  de  plias  qu’au  multiplicande,  on  doit  conclure 
que  le  facteur  x + a a introduit,  au  moins , une  permanence  ; 
qu’ainsi  le  nombre  des  racines  négatives  ne  peut  être  plus 
grand  que  celui  des  permanences. 

On  prouverait  par  un  raisonnement  semblable  qu’en  mul- 
tipliant par  le  facteur  x — a , correspondant  à une  racine  po- 
sitive , le  produit  ne  peut  contenir  au-delà  du  nombre  des  per- 
manences, qu’on  compte  dans  le  multiplicande  , et  comme  il 
se  trouve  dans  ce  produit  un  signe  de  plus  que  dans  l’équation  , 
il  s’y  sera  donc  introduit , au  moins , une  variation  de  plus. 

424.  Il  suit  du  théorème  précédent  que  lorsque  toutes  les 
racines  de  la  proposée  sont  réelles , le  nombre  des  racines 
positives  est  précisément  le  même  que  celui  des  variations  , 
et  que  les  racines  négatives  sont  en  même  nombre  que  les 
permanences.  En  effet,  soient  m le  nombre  des  racines  posi- 
tives , n celui  des  racines  négatives , rri  le  nombre  de  varia- 
tions., èt  ri  celui  des  permanences  : puisque , par  hypothèse  , 
toutes  les  racines  sont  réelles , on  aura 

rri  -j-n'xzm  + n , 

en  observant  que  le  nombre  tant  des  permanences  que  des 
variations,  est  égal  au  degré  de  l’équation  , ou  au  nombre  de 
signes  qu’elle  renferme  : or , d’après  ce  qui  vient  d’être  dé- 
montré, on  ne  peut  avoir  m^m'  ; donc  le  nombre  n ne  peuj, 
être  <[/»';  on  sait  d’ailleurs  que  n ne  peut  être  >•  ri  ; donc 

n «=  ri  ^et  m —m'. 

4a5.  Lorsqu’il  manque  un  des  termes  dans  la  proposée,  on 
peut  assez  souvent  reconnaître  la  présence  des  racines  imagi- 
naires par  la  règle  ci-dessus.  En  effet , si  l'on  restitue  le  terme 
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qui  manque , en  lui  donnant  successivement  + o et  — o peur 


coefficient,  le  nombre  des  variations  et  celui  des  permanences, 
correspondans  aux  deux  signes  du  terme  restitué,  seront  difie- 
rens  ou  les  memes.  Dans  le  premier  cas,  il  existera  des  racines 
imaginaires  ; car  si  on  voulait  supposer  que  toutes  les  racines 
fussent  réelles,  on  serait  conduit  par  ce  qui  vient  d’être  dit 
(424)>  à deux  conclusions  contradictoires  sur  le  nombre  tant  des 
racines  positives  que  des  racines  négatives.  Dans  le  second  cas, 
toutes  les  racines  peuvent  être  réelles  ; mais  rien  jusqu’ici  ne 
prouve  qu’elles  le  soient.  Qu’on  ait , par  exemple , l’équation 

X1 20X3-+*3pX*  -f-  1 CfX  — 3o=o 

qui  manque  du  second  terme  et  qn’on  la  complète  en  écrivant 
r5±or( — aox3  -f~  3oxa  -+-  1 9 x — 3o  = o : 
on  observera  que  soit  qu’on  prenne  ox4  en  plus , soit  qu’on  le 
prenne  en  moins  , on  trouve  dans  toute  l’étendue  de  l’équa- 
tion , trois  variations  et  deux  permanences.  Toutes  les  racines 
peuvent  donc  être  réelles  , et  effectivement  l’équation  en  donne 
trois  positives 

X=  1 , X=2,  X ~Z  , 

et  deux  négatives 

■ x= — 1 et  x= — 5. 

42G.  Une  équation  en  x dont  toutes  les  racines  sont  réelles  > 
a autant  de  racines  comprises  entre  o et  p , qu'il  y a de  per- 
manences de  signes  dans  la  transformée  en  x — p de  plus  que 
dans  f équation  en  x-. 

En  effet , toutes  les  racines  de  la  proposée  , comprises 
entre  zéro  et  p , et  conséquemment  positives  , deviennent 
négatives  lorsqu’on  passe  à la  transformée  en  x — p ; donc 
les  variations  de  signes  de  la  proposée  , en  même  nombre 
que  ces  racines  positives  , doivent  se  changer  en  autant  de 
permanences  dans  la  transformée.  On  démontrera  fort  aisé- 
ment la  réciproque  qui  a pour  élancé  • 

Une  équation  à racines  réelles  ne  peut  avoir  n racines  com- 
prises emtre  zéro  et  p , si  sa  transformée  en  x — p n’a  pas  n 
permanences  de  signes , de  plus  que  la  propcAée. 
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M.  Budan  ajoute  : Nous  avons  même  de  fortes  raisons  de 
croire  que  la  seconde  proposition  est  applicable  à une  équa- 
tion quelconque. 

Ainsi  l’équation 

x3-*-  yx-\-j—o  ' . 

étant  de  celles  qu’on  sait  avoir  toutes  les  racines  réelles , et 
donnant  lieu  aux  transformées 

(x — 1 )34-  3(x—  O1—  4(-r—  1 ) + 1 =o 

(x — a)3-{-6(x — a)’  + 5(x — j)  + i = o, 

de  ce  que  cette  dernière  transformée  a deux  permanences  de 
plus  que  la  proposée  , on  conclura  qu'elle  a deux  racines 
entre  o et  a.  Si  l’on  fait  x = — x , auquel  cas  la  proposée 
devient 

x3 — oxi—yx — 7 = o 
on  obtient  les  transformées 

(x — 03+  3(x — 0*—  4(x— î)  — i3=o 
■ (x — a)3+  6(x — a)a-f-  5(x — a)— i3=o 
(x — 3)3-f-  g(x — S)*-}-20^ — 3) — i=o 
(*—  4)’4ÿ®(x-r-' *4)4+4i(x— 4)  + 29=  o » 

et  on  reconnaît  d’après  le  même  principe  , l’existence  d’une 
racine  entre  3 et  4 i en  effet,  le  nombre  des  permanences 
n’augmente  d’une  unité  , qu'en  passant  de  la  transformée  en 
x — 3 à celle  en  x — 4 

, Nous  croyons  devoir  rapporter  ce  que  dit  M.  Lagrange , 
de  la  méthode  de  M.  Budan , dans  la  Résolution  des  équations 
numériques. 

k Lorsque  toutes  les  racines  d’une  équation  sont  réelles , 
» on  peut  trouver  leurs  limites  sans  le  secours  d’aucune  autre 
r>  équation  , par  le  moyen  de  la  seule  règle  de  Descartes;  car 
» si  on  diminue,  par  exemple  , toutes  les  racines  de  l’équation 
» en  x de  la  quantité  a^en  y substituant  z-f-  a pour  x , la 
» transformée  en  z ou  en  x — a aura  autant  de  variations 
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« de  signes  de  moins , qu’il  y aura  de  racines  positives  de 
i»  l’équation  en  x qui  seront  devenues  négatives  dans  l’équa- 
i)  tion  en  x — a ; et  par  conséquent  parmi  les  racines  posi- 
5i  tives  de  l’équation  en  x,  il  y en  aura  autant  qui  seront 
55  moindres  que  a.  Donc  si  l’on,  forme  successivement  le  s 
51  transformées  en  x — î , x — 2,  x — 3,  etc.,  chaque  varia- 
yi  tion  de  signe  qui  disparaîtra  d’une  transformée  à l’autre  , 
il  par  exemple , de  la  transformée  en  x — n à la  transformée 
i!  enx — n— î,  indiquera  une  racine  positive  moindre  que 
n n -f-  î , et  plus  grande  que  n , et  par  conséquent  comprise  ^ 
>5  entre  n et  n i . On  pourra  trouver  ainsi  successivement 
i»  les  premières  limites  des  racines  positives,  et  l’on  aura 
» de  même  celles  des  racines  négatives  par  la  considération 
n des  permanences  dans  les  transformées  en  n + i , 71  -j-  2 , etc. 

il  J’ignore  , ajoute  cet  illustre  Géomètre,  si  cette  remarque 
n avait  été  faite  avant  le  mémoire  que  M.  Budan  présenta 
» à l’Institut  en  i8c3  , et  qu’il  vient  de  publier  avec  des  aug- 
55  mentations , sous  le  titre  de  Nouvelle  Méthode  pour  la 
« résolution  des  équations  numériques  (*)■  L’auteur  y donne 
n un  moyen  simple  et  élégant  de  former  les  transformées  en 

„ x 1 f x — 2,  etc.  j et  appliquant  la  règle  de  Descartes  à. 

il  ces  transformées , ainsi  qu’à  d'autres  Réduites  de  celles-là  , 

„ il  trouve  les  limites  de  toutes  les  racines  et  leurs  valeurs 
„ aussi  approchées  qu’on  veut.  On  peut  dire  que  cet  ouvrage 
55  ne  laisse  rien  à desirer  sur  la  résolution  des  équations  nu- 
5>  mériques  dont  toutes  les  racines  sont  réelles,  et  il  pourrait, 
55  à cet  égard  , servir  de  supplément  au  présent  Traite. 

55  Au  reste , si  l’équation  avait  des  ïacines  imaginaires  , il 
•n  pourrait  disparaître  des  variations  de  signes  d’une  transformée 
,5  à l’autre , sans  qu’aucune  des  racines  réelles  positives  devint 
„ négative,  comme  on  peut  s’en  convaincre  aisément  par  des 
55  exemples  : ainsi  l’equation  x3  — ax'-f-b'x  — 1 1 — o a pour 
n transformée  en  x — i , 

„ (x—  i)s4-(x— i)*  + 5(a:  — O — S = o , 


■ >)  Yoy*z  les  n°‘  288,  30a  «t  4»5. 
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>1  où  l’on  voit  que  deux  variations  de  signes  ont  disparu  ; ce- 
» pendant  il  n'y  a pas  de  racines  entre  o et  1, 

v Mais  si  le  nombre  des  variations  de  signes , qui  dispa- 
ru raissent  d’une  transformée  à la  suivante  , était  impair,  on 
» en  pourrait  toujours  conclure  l’existence  d’une  racine  réelle 
» et  positive;  car  cela  ne  peut  arriver  à moins  que  le  der- 
n nier  terme  ne  change  de  signe.  Or  il  est  visible  que 
n les  derniers  termes  des  transformées  en  x — n,  x — n — 1 
„ ne  sont  autre  chose  que  les  résultats  des  substitutions  de  n 
x et  r+  t à la  place  de  x dans  la  proposée,  parce  que 
n chacune  des  transformées  se  réduit  ? son  dernier  terme , 
» en  y faisant  x = n,x  — n-\-i:  ainsi  il  doit  nécessairement 
n y avoir  une  racine  réelle  entre  n et  n+i.La  transformée  en 
n i — a de  l'équation  ci-dessus,  est 

» ( x — z)3+4(.x — a)M*  — 2)  + 1 — o, 

n qui  a une  variation  de  moins  que  la  précédente;  aussi 
a existe-t-il  une  racine  de  la  proposée  entre  î et  a.  r> 


FIN. 
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Note  sur  le  n°  i32,  page  85. 


Nous  avons  annoncé  ( Disc.  prél.  , pag.  8 , note , ) que 
M.  Reynaud  avait  étendu  les  règles  pour  la  multiplication  et 
la  division  des  exponentielles  d’une  même  lettre,  aux  cas  des 
exposans  incommensurables  des  deux  signes.  Nous  allons  donner 
de  cette  proposition , une  démonstration  plus  simple  que  celle 
de  ce  géomètre. 

Les  deux  nombres  metn  étant  incommensurables,  il  s’agit 
de  prouver  que,  pour  a^>i,  on  ne  peut  avoir,  a,nX  aK=:am+n—rt 

et  i* 

am  X a"  = am+n_r, 

r étant  Un  nombre  aussi  petit  qu’on  voudra.  Soient 

tti= 

m',  n'  étant  commensurables.f,  C étant  incommensurables  aussi 
petits  qu’on  voudra , et  tels  que  soit  <r:  si,  dans  le 

second  membre  de  l’égalité  supposée  , on  remplace  m et  n pat 
les  valeurs  ci-dessus,  et  qu’on  représente  C -f-C'— r par  — à 

cause  de  C-+-C  < r,  on  aura 


am  X a*—  a' 


mM-n' 


0) 


/ étant  un  nombre  incommensurabl^qu’on  peut  décomposer 
en  r"*f- r"',  r"  étant  commensurable  , et  /"  incommensurable 
et  aussi  petit  qu’on  voudra  : si  pour  r1  on  ne  suppose  que  r*  il 
est  clair  qu’on  aura  l’inégalité 

* am  X«"  < 

c’est-à-dire , 

«“Xo" 


< 


a*'  X o" 


(a) 


en  observant  que  les  nombres  m',  n'  et  /'  sont  commensutables; 
or  am'  ^>am,  an'  an  etaT">  î : donc  par  cette  double  raison, 
l’inégalité  (a)  , ainsi  que  celle  qu’on  a supposée , sont  inad- 
missibles. 


__  pigitized  by  Google 


«on. 


Sio 

Si  le  nombre  a tombe  entre  zéro  et  l’unité,  l’inégalité  (i) 
donne  au  contraire 

am  X a"  ^ am'X  a”' 

J ^ ar"  • ’ • • (3)  ; 

or  om'  >«",  n"'  > a"  et  ar"  < i j donc  l’inégalité  (3)  ainsi  que 
l’hypothèse  d’où  l’on  est  parti,  sont  inadmissibles. 

On  ne  peut  avoir  a°, pour  a.>  i , 

(4). 

Soient  m—m' — Q,n-=n—Q,x — £ — * £W=,"+r"', 
étantla  partie  commensurable , et  i>"  la  partie  incommensurable 
der':  ou  aurait. 

• «w 

ûn‘  X a’  X i > am'+n'+r"  >am,X  a-'Xu'" (5)  ; 

or  à cause  de  am'^>am,  a*'  >a“,  ar">  î , l’égalité  (5)  serait 
fausse,  et  conséquemment  il  en  serait  de  même  de  l’égalité  (4). 
Pour  le  nombre  a cntæ  zéro  et  l’unité,  l’égalité  (4)  donnerait 

s"X'a”Xi<Bm'Xa,'Xar“ (6), 

inégalité  fausse  à cause  de  a™'  < am,  a"'  < a",  a'"  <[  î . 

* 

Pour  étendre  cette  proposition  au  cas  des  exposans  inconv- 
mensurables  négatifs,  il  suffirait  de  démontrer  la  transformation 

i 

n*- m — * - 

§>  . am 

pour  m nombre  incommensurable  : il  s’agirait  donc  de  prouver 
qrf'on  ne  peut  avoir 

a — am±r  ’ 

quelque  petit  que  soit  r.  Or , pour  a>  i , et  en  posant  tou- 
jours m—m'  -)-  £ . et  £— r = /=  r*-f-  r"',  t"  étant  commen- 
surable et  i"'  incommensurable  et  aussi  petit  qu’on  voudra,  on 
aurait,  en  prenant  r négatif. 


"X  t > =«-m'X  a" . 


(7)  ; 


or  à cause  de  a~m'  > a~ ”,  en  observant  que  de  deux  nombres 


NOTE.  5lt 

négatifs,  le  plus  grand  est  le  plus  petit,  abstraction  faite  du 
signe,  et  de  ar"^>  1,  l’inégalité  (7)  est  fausse  , et  conséquem-  , 

ment  on  ne  peut  avoir  a~m'=  -J-—.  Pour  centre  zéro  et  l’unité, 

on  aurait 

X 1 û—'X  a’" ....  (8)  , 

et  à cause  de  n“ < a~m  et  de  er"<  1 , l’égalité  (8)  est  encore 
fausse.  Il  est  facile  njaintenant  de  prouver  qu’on  ne  peut  avoir 

(Tm=  —^r,  dans  les  deux  hypothèses  à faire  sur  la  base  a. 

a 1 . 


• • 


« 
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Au  dernier  terme  du  nu- 


mérateur , lisez  : — dV a 


p * 

T + * 

um Hi» 

lie.  dernière  

a M» — 

4 en  remontant'  Axm~'  Bxm~*- t- 
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<?• 
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